'  ,  t 


yCHT- 


'l-^<i. 


^M. 


'  /    r 


v,v  -'^^---r-  ^ 


Wj^^ 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


littp://www.archive.org/details/s2nouvellesannal17pari 


NOUVELLES  ANNALES 


MATHÉMATIQUES. 


DEUXIEME  SERIE, 
1878. 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 

JOLllMl  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  POLYTECHNIQUE  ET  NORMALE, 


Par  mm.  GERONO, 

PROFESSEUR     DE    MATUÉMATlQUESj 

ET 

Ch.    BRÏSSE, 

RÉPÉTITEI.IR     A     l'école     POLYTECUMQUE, 
AGRÉGÉ    nE     l'université. 


DEUXIEME   SERIE 

TOME  DIX-SEPTIÈME. 


PlBLICATiON  FONDÉE  M   1842  PAR  M]i.  GEUO\0  ET  TERQl'EM, 

ET  COiVTlNLÉE  PAR  m\.  GERO\0,  PROL'IIET  ET  BOIRGET. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS,  LMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU  BURKAU  DES  LONGITUDES,  DE  L ' É C O L E  POLYTECHNIQUE, 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACHELIER, 
Quai  des  Augiistins,   n"  55. 

1878. 


y.  37 


5^s\^, 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


SIR  LES  COORDOI\XÉES  DES  POL\TS  ET  DES  DROITES 
DANS  LE  PLAN,  DES  POINTS  ET  DES  PLANS  DANS 

L'ESPACE  (*): 

Par  m.  CASORATI, 

Professeur  à  l'Université  de  Pavie. 


(Traduction  de  l'italien  par  un  Abonné.) 


Pour  exposer  les  fondements  de  la  Géométrie  analy- 
tique du  plan,  en  considérant  simultanément  comme 
élément  générateur  de  la  figure  le  point  et  la  droite, 
quelques  auteurs  prennent  tout  d'abord  comme  coor- 
données de  la  droite  les  deux  coordonnées  pliickériennes 
et  les  emploient  en  même  temps  que  les  coordonnées 
cartésiennes,  dont  ils  veulent  naturellement  se  servir 
avant  de  parler  des  coordonnées  homogènes.  Ces  deux 
systèmes  de  coordonnées  ne  donnent  pas  toujours  des 
formules  correspondantes  de  même  nature  analytique, 
et  l'on  en  conclut  que  les  coordonnées  cartésiennes  ne 


(*)  Cette  étude  a  été  inspirée  par  la  lecture  de  l'opinion  émise  à  la 
page  6i  des  Vorlesungen  iiber  Géométrie  von  A.  Clebscu;  bearbeitet 
und  herausgegeben  von  D' F.  Lindemann,  187.5-1876. 


(  «  ) 

peuvent  se  concilier  enlièremeul  avec  le  principe  de  la 
dualité.  Il  me  semble  que  cette  conclusion  n'est  pas  licite 
et  que  le  fait  qui  y  donne  lien  ne  prouve  qu'une  chose, 
c'est  que  les  coordonnées  plûckériennes  ne  sont  pas  en 
corrélation  parfaite  avec  les  coordonnées  cartésiennes. 

Il  me  semble  très-facile  de  transformer  géométrique- 
ment, suivant  la  loi  de  la  dualité,  la  concc[)tion  ordi- 
naire des  coordonnées  cartésiennes  en  un  système  de 
coordonnées  pour  la  droite,  qui  est  préférable  au  système 
plûckéricn. 

Les  élèves  trouveront  sans  doute  quelque  intérêt  à 
cette  Note,  où  je  considère  aussi  les  coordonnées  homo- 
gènes pour  les  points  et  les  droites  dans  le  plan  et  pour 
les  points  et  les  plans  dans  l'espace-,  car  les  idées  qui 
conduisent  du  système  cartésien  au  système  corrélatif 
que  nous  avons  en  vue  s'appliquent  aussi  à  ces  coor- 
données et  avec  une  égale  simplicité. 

§  I.  —  Coordonnées  du  point  et  de  la  droite 
dans  le  plan. 

1.  Considérons  d'abord  les  éléments,  points  et  droites, 
du  plan.  Les  coordonnées  du  point  (cartésiennes  ou  ho- 
mogènes) sont  des  nombres  propres  à  déterminer  les 
droites  parallèles  aux  droites  fondamentales  (axes  des 
coordonnées  cartésiennes  ou  côtés  du  triangle  fonda- 
mental) qui  déterminent  le  point,  leur  élément  com- 
mun. 

Nous  dirons  donc  que  les  coordonnées  de  la  droite 
sont  des  nombres  propres  à  déterminer  des  points  qui, 
à  leur  tour,  déterminent  la  droite,  leur  élément  com- 
mun^ ces  points  étant,  par  rapport  aux  points  fonda- 
mentaux, dans  la  relation  corrélative  au  parallélisme 
entre  les  droites. 


(  7  ) 
2.  Deux  droites  sont  dites  parallèles  quand  leur  élé- 
ment, ou  point  commun,  appartient  à  une  droite  e  fixée 
d'une  manière  particulière  (la  droite  à  l'infini).  Deux 
points  seront  donc  entre  eux  dans  la  relation  corrélative 
au  parallélisme  quand  leur  élément  commun,  c'est-à- 
dire  la  droite  qui  les  joint,  passe  par  un  point  e  fixé 
d'une  manière  particulière.  Nous  pourrons  exprimer 
celte  relation  en  disant  que  les  points  sont  alignés 
sur  e. 


3.  Par  suite,  en  laissant  de  côté,  pour  le  moment,  le 
cas  des  deux  coordonnées,  et  en  ne  considérant  que 
celui  de  trois  coordonnées,  aj,  «2^  sfj  étant  les  droites 
fondamentales,  et  «j,  a^,  a^  les  points  fondamentaux, 
nous  dirons  que  : 


Les  coordonnées  d 'un  point  .v 
[fi g.  i)  sont  les  trois  nombres 
Fig,  I. 


.'t' 


Im- 
propres h  déterminer  les  droites 
2',  £",  \"'  rpii  passent  par  x  et 
qui  sont  parallèles  aux  droites 
«1,  «2,  a3  I  c'est -à -dire  telles 
que  les  points  a.  H',  aj  £",  a,  ?'" 
soient  sur  la  droite  z\. 


Les  coordonnées  d  'une  droite 
'C,  \fig.  2  \  sont  les  trois  nombres 

Fig.  2. 


propres  h  déterminer  les  point. k 
z',  s",  z"  qui  appartiennent  h  'Ç 
et  qui  sont  alignés  avec  o,,  a_, 
a^  (c'est-à-dire  tels  que  les 
droites  a^  z',  a,  z",  a^^  z"  pas- 
sent j)ar  le  point  e]. 


On  pourra  nommer  'i\  ^",  ':!"  les  éléments  coordonnés 
du  point  X,  el  z' ,  z",  z'"  les  cléments  coordonnés  de  lu 
droite  '(. 


(  8) 
4.  Les  définitions  que  nous  venons  de  donner  ne  sont 
pas  encore  complètes;  nous  les  compléterons  au  moyen 
de  quelques  déterminations  particulières  convenablement 
choisies.  Dansées  définitions  figurent  quatredroites  fixes 
quand  il  s'agit  des  coordonnées  des  points,  et  quatre 
points  fixes  pour  les  coordonnées  des  droites.  Les  quatre 
éléments  d'une  espèce  étant  fixés  arbitrairement,  on  peut 
encore  fixer  arbitrairement  les  quatre  éléments  de  Tautre 
espèce  ('*  >.  Mais,  afin  d'obtenir  la  plus  grande  simpli- 
cité possible  pour  traiter  simultanément  les  questions  au 
moyen  des  coordonnées  de  l'une  et  de  l'autre  espèce,  il 
est  utile  de  disposer  convenablement  les  éléments  d'une 
espèce  par  rapport  à  ceux  de  l'autre.  Dans  ce  but,  nous 
ferons  coïncider  le  triangle  a^a^a^  avec  le  trilatère 
y.ia^y.^.  et  nous  ferons  passer  le  point  e  à  linfini  dans 
une  direction  fixée  d'une  manière  quelconque,  sur  la- 
([uelle  il  est  important  de  distinguer  les  deux  sens,  que 
nous  désignerons  par  —  e  et  —  e:  la  droite  z  est  aussi  à 
l'infini, 

Cela  posé,  nos  définitions  seront  complètes  eu  di- 
sant : 

Les  coordonnées  sonL  les  mesures,  prises  toutes  sur 
une  inéine  direction  e,  de  ce  que  nous  nommerons  les 
intervalles  entre  chaque  élément  coordonné  et  l'élé- 
ment fondamental  correspondant  [dioite  parallèle 
ou  point  aligné),  en  tenant  compte  du  signe  positif 
quand  le  passage  fini  de  l'élément  fondamental  à 
V élément  coordonné  se  fera  datis   le  sens  -H  e   pour 


(*^  Ici,  il  est  vrai,  une  dos  droites  j  a  été  placée  à  l'avance  à  l'infini 
Mais  si,  au  lieu  du  parallélisme,  on  s'inspirait  delà  condilion  plus  géné- 
rale de  fairo  couper  les  éléments  coordonnés  K' ,  i" ,  s'"  et  les  éléments 
fondamentaux  y  relatifs  a,,  a.,  y.,  sur  une  droite  fixée  arbitrairement, 
les  définitions  précédentes  pourraient  être  conservées  sans  changement, 
mais  il  n'en  serait  pas  de  même  des  formules  qui  en  découlent. 


(9  ) 
les  points,   — e  pour  les  droites,   et  du  signe  négalij 
dans  les  cas  contraires. 

En  conservant  la  cliieclion  commune  des  mesures  et 
la  distinction  entre  les  sens  positif  et  négatif,  nous 
pourrons  dire  encore  que  : 

Les  coordonnées  du  point  j:  j  Les  coordonnées  de  la  droite 
sont  les  mesures  desintervailes  Ç  sont  les  mesures  des  inter- 
entre X  et  les  points  .t' ,  .c",  x'"  valles  entre  '(,  et  les  droites  ;', 
alignés  avec  x  et  cpii  appar-  i  i;",  'Ç  parallèles  à  <;  et  tracées 
tiennent   aux    droites   fonda-  par  les   points  fontlamentaux 


mentales  [fig.  3 


(/â'-4) 


Fig.  3. 


Fi(j.  4. 


Dans  les  figures  ci-dessus,  les  coordonnées  sont  toutes 
positives  pour  le  point  x  et  pour  la  droite  {^. 

Nous  emploierons,  pour  désigner  les  coordonnées  d'un 
point  ou  d'une  droite,  le  symbole  même  du  point  ou  de 
la  droite  accompagné  des  indices  i,  2,  3,  toutes  les  fols 
Cjue  cela  ne  sera  pas  incommode.  Pour  le  point  x  et 
pour  la  droite  (^  des  figures  précédentes,  nous  écrirons 

Xi  =  -r-  x'jT,        Ç,  =:  -f-  O^z' , 

arj  =  -f-  x"'x  ;      i;^  =  -f-  «3  3'"  ; 

et  pq  désignera  la  mesure  absolue  de  rinlervallc  entre 
p  et  (/. 


(    lo   ) 
5.   Tout  point  fonJamenla]  a  deux  coordonnées  égales 
à  zéro,  et  la  troisième  égale  à  une  des  hauteurs  du  tri- 
angle fondamental  prises  dans  la  direction  c[fig.  5).  La 

Fig.   5. 


même  remarque  est  vraie  pour  chacune  des  droites  fon- 
damentales. Désignons  ces  trois  hauteurs  avec  les  signes 
qui  leur  appartiennent  comme  coordonnées  des  sommets, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme  coordonnées  des 
côtés,  par  /?i,  /?,,  Aj^  nous  aurons  les  tableaux  sui- 
vants (  *)  : 


Coordonnées  des  points 


Coordonnées  des  droites 


i  /'l, 

o, 

o, 

1 

1  "' 

/'., 

o, 

(o, 

o, 

/'3, 

K,. 

Kj. 

«3- 

/'„ 

o, 

o, 

O, 

/'., 

o, 

o, 

o, 

/'v 

Dans  le  cas  de  la  fjg.  5,  on  aura 
//,  =  —  bi  «7,,     //2  =  -h  h,  n,, 


hv 


fh  a-,. 


(*)  Ces  tableaux  paraissent  identiques.  ."Mais,  pour  une  position  quel- 
conque du  triangle  par  rapport  au  trilalère,  l'un  ne  coïnciderait  avec 
l'autre  qu'après  une  rotation  autour  de  la  diagonale,  comme  on  le  voit 
ci-dessous  : 

rt,.       a..       ti^. 

A,,      /;.,      //,,    !   K, 

/'.,     /',i     /'.,t   I   '>-, 

/',!       Z'-:,       /'a,    I     ^» 

Mêmes  observations  pour  les  tableaux  suivants,  (■>),  etc. 


(  »I  ) 

6.  Les  figures  qui  précèdent  donnent  aussi  iramédia- 
lement  les  tableaux  suivants  pour  les  coordonnées  des 
éléments  coordonnés  du  point  x  et  de  la  droite  ''' . 

Coordonnées  des  points 

lu—  z,,      —  i,,      —  i:,, 
—  ?,,  ii—'c.,      —  ■;„ 

7.  Nous  avons  fixé  non-seulement  les  rapports,  mais 
les  grandeurs  eflfcctives  des  trois  coordonnées  d'un  élé- 
ment, afin  de  pouvoir  établir  la  relation  qui  existe  entre 
elles.  On  peut  exprimer  immédiatement  cette  relation, 
pour  les  deux  espèces  de  coordonnées,  sous  la  forme  (*) 


(3)        r^r  +  T='^ 
'h     ih     ih 

8.  Les  coordonnées  d'un 
point  jc  situé,  d'une  manière 
quelcon(jue,  sur  la  droite  com- 
mune aux  points  /,  ii  peuvent 
être  exprimées  ainsi  : 

l      '  l  +  m     ^ 


/',  """  Ih 


h. 


(4 


it. 


mil.. 


l  -4-  /// 


Le  rapport  —  dépend    seule- 
in 

ment  de  .r. 


8.  Les  coordonnées  d'une 
droite  Ç  passant,  d'une  ma- 
nière que!con(jue,  par  le  point 
commun  aux  droites  rp,  y  peu- 
vent être  exprimées  ainsi  : 


).-., 

-f- 

.''7j 

À 

-+- 

\^ 

>'fv 

_l_ 

PZ- 

À 

u. 

).<?.. 

4- 

y-xr. 

Le  rapport  -  dépend   seule- 
ment  de  J:. 


(*)  En   prenant  comme  coordonnées  les   rapports  des  coordonnées 


(     X.    ) 

9.  Il  résulte  immédiatement  des  équations  (2)  et  (4) 
que  : 

La  condition  pour  que  le  ]  La  condition  pour  que  la 
point  X  soit  sur  la  droite  'i  est  |  droite  'C,  passe  par  le  point  r  est 

5  +  -f.  —  o. 

«i  //j  /ij 

Cette  équation  linéaire,  homogène  et  symétrique  par 
rapport  aux  coordonnées  du  point  et  de  la  droite,  peut 
être  utilement  qualifiée  à' éqnalion  reprèsentalrice  du 
point  et  de  la  droite  réunis. 

10.  Nous  ne  continuerons  pas  l'exposition  systéma- 
tique des  formules  eu  coordonnées  particu]ièt*es  ;  nous 
allons  reprendre  la  définition  plus  générale  donnée  au 
n"  3,  et  nous  la  compléterons  avec  la  généralité  voulue. 

Nous  nous  sommes  contenté,  au  n°  3,  de  dire  que  les 
coordonnées  (du  point  ou  de  la  droite)  doiveîit  être 
propres  à  déterminer  les  éléments  coordonnés  (du  point 
ou  de  la  droite);  mais  nous  n'avons  pas  précisé  de  quelle 
manière  elles  doivent  remplir  ce  but.  Nous  ajouterons, 
à  cetelTct,  que  les  coordonnées  doivent  être  proportion- 
nelles aux  produits  de  constantes  fixées  à  l'avance  par 
les  coordonnées  particulières  que  nous  venons  de  con- 
sidérer. 

Par  suite,  en  conservant  la  même  position  relative  du 
triaiigle  et  du  trilalère  fondamentaux,  ainsi  que  les  no- 
tations déjà  employées,  et  en  désignant  par  Aj,  /12,  ^3, 
A,,  X,,  )-3  six  nombres  fixés  arbitrairement,  et   par  Xi, 


déjà  prises  aux  valeurs  de  h  y  relatives  (rapports  qui  pour  les  x  sont 
indépendants  de  la  direction),  les  coordonnées  de  chaque  élément  fon- 
damental seraient  ou  nulles,  ou  égales  à  l'unité,  et  les  équations  (3) 
prendraient  la  forme  .r, -f- .r. -(- a-j  =  I,  ï,  H- Ç, -H  Ç3  =  i 


{  i3  ) 
Xî,  X3,  Z,,  Z2,  Z3  les  nouvelles  coordonnées  du  point  x 
et  de  la  droite  "(,  la  définition  de  ces  coordonnées  est 
complète  et  la  plus  générale  par  rapport  à  un  triangle 
fondamental  donné,  et  nous  pourrons  les  résumer  dans 
les  formules  suivantes  : 

(6)  j    pX^:^--/-,^,,        crZ,T^>r„ 

où  p  et  a  désignent  des  facteurs  qui  restent  complète- 
ment indéterminés. 

Celle  définition,  qui  laisse  indéterminée  la  grandeur 
de  chaque  coordonnée,  pour  ne  déterminer  que  la  valeur 
de  leurs  rapports,  correspond  bien  au  principe  de  l'ho- 
mogénéité, que  nous  introduisons  dans  toutes  les  for- 
mules et  équations  par  l'usage  de  trois  coordonnées. 
Pour  ce  motif,  nous  nommerons  X|,  X,,  X3,  Zj,  Z2;  Z» 
coordonnées  lioinogèues. 

L'équation  qui  représente  une  droite  et  un  point 
réunis  devient,  avec  les  nouvelles  coordonnées, 


//, /'i  ii        h^  A-il,        /i:iA..l^ 

Comme  il  importe  que  cette  équation  prenne  la  forme 
très-simple 

(8)  Z.  X,4-Z,X, +Z3X3  =  0, 

nous  poserons  la  relation  suivante  entre  les  deux  ternes 
de  constantes  Je  et  1  : 

(9)  V      //,  /-,  >i  =  h,  kl  \i  =  h^  /-j  A3. 

Remarquons  que  la  liaison  que  nous  établissons  entre 
les  constantes  s'exprime  avec  la  plus  grande  simplicité. 


(  »4  ) 

11.  Nous  savons  déjà  que  les  formules,  pour  la  Iratis- 
formalion  simultanée  des  cooidoniiées  X,,  X^,  Xs,  Zj, 
Z,  Z3,  lelalives  à  un  triangle «i  (1^(1^,  en  d'autres  relatives 
à  un  nouveau  triangle  fondamental,  sont  linéaires  et  en- 
tières, et  que  celles  qui  se  rapportent  aux  coordonnées 
des  droites  ont  pour  coefficients  les  éléments  adjoints 
aux  éléments  constitués  par  les  coefficients  des  formules 
relatives  aux  coordonnées  des  points,  ou  réciprotjue- 
ment. 

Nous  ne  nous  occuperons  donc  pas  de  ces  formules, 
mais  nous  clierclierons  celles  qui  s'appliquent  au  cas  de 
deux  coordonnées. 

Dans  ce  cas,  nous  n'avons  que  deux  droites  fonda- 
mentales «1,  a,  [fig-  6)  et  deux  points  fondamentaux  «j, 
«2  ('  fig.  7).  Nous  entendons  maintenant  par  coordonnées 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


du  point  variable  ni  celles  qui  sont  représentées  en  ////?/, 
in" m,  et  par  coordonnées  de  la  droite  variable  y  celles 
qui  sont  représentées  en  «i  «',  a^n".  La  dii-ection  com- 
mune de  ces  coordonnées  est  la  direction  donnée  e.  Le 
sens  -i-  c  de  cette  droite  seia  le  sens  positif  pour  les  coor- 
données des  points,  et  le  sens  —  e  sera  le  sens  positif  des 
coordonnées  des  droites. 

Désignons    par    .r, ,   .r_,    les  j       Dcsignonsjiar  ;,,  £.  les'coor- 


coordonnées  de  m,  et  par  z,,    I   données  de>,  et  |)ar  Ç,  il,  celles 
3,  celks  du  même  point  lap-  1  de  la  même  droite  rapportée  à 


(   i5  ) 


porté  à  deux  nouvelles  droites 
fondameiitiles  7,,  72.  La  re- 
cherclie  îles  expressions  des  .r 
en  fonction  des  z  ])eut  se  dé- 
co!n poser  en  deux  recherches 
plus  simples,  en  considérant 
un  couple  intermédiaire  de 
droites  fondamentales,  le  cou- 
ple des  droites  ^1,  p,  [fis-  ^  '> 

Kir.  S. 


deux  nouveaux  points  fonda- 
mentaux c,,  r-j.  La  recherche 
des  expressions  des  ^  en  fonc- 
tion des  Ç  peut  se  décomposer 
en  A^wy^  recherches  plus  sim- 
ples, en  considérant  un  coujjle 
intermédiaire  de  points  fonda- 
mentaux, le  couple  des  points 
6,,  hi  (^"^.g),  alignés  sur  les 

F'S-  9- 


,'hi    f'i 


/'fcafî 


parallèles  aux  |iremieres,ai,  a^, 
et  passant  par  le  point  0  com- 
mun aux  nouvelles  7,,  7;. 

En  désignant  par  c', .  û.^  les 
coordonnées  de  o'  par  rapport 
à  a,,  a,,  et  par  j'i,  J2  les  coor- 
données du  point  variable  re- 
latives à  ^1,  p,,  la  figure  nous 
donnera  immédiatement 

,       \    .r,  =  «',  -4-j-,, 


premiers  «,,  a,,  et  ayant  la 
droite  oj'  commune  avec  les 
nouveaux  c,,  c^. 

En  désignant  par  w', ,  w'^  les 
-coordonnées  de  w'  par  rapport 
à  fl|,  «25  et  par  y;,,  7].!  les  coor- 
données de  la  droite  variable 
relatives  à  è,,  Z'2,  la  figure  nous 
donnera  immédiatement 

H,  —a/   H--/;,, 
£2  =  ^'2  +'Cï- 


Telles  sont  les  formules  qui  servent  à  passer  d'un 
couple  de  droites  ou  points  fondamentaux  à  un  nouveau 
couple  de  droites  ou  plans  fondamentaux,  parallèles  res- 
pectivement aux  premières  droites  ou  alignés  sur  les 
premiers  points. 


(  '6) 
Les  mêmes  figures  8  ou  9  nous  donnent  encore  aisé- 
ment les  formules  suivantes  ; 


J,  =  ^,i  Si  H-  ^'iv  "-i,       V,  =  y-n  Çi  -^  y-n  K:-, 

ji  =  ^".'i  -■:  +  ^"21  ~-ii     'fil  =  y-^\  ?.•  -î-  y-zi  ?2. 

Ces  foi'mules  servent  à  passer  d'uu  couple  de  droites 
(j3,,  /-,)  ou  de  points  (èj,  b.2,)  fondamentaux  à  un  autre 
couple  de  droites  (yj,  y^_)  ou  de  points  (cj,  Cg)  fonda- 
mentaux, ayant  eu  commun  avec  les  anciens  un  point 
[o')  ou  une  droite  ('w'). 

Les  coefficients  A  et  y.  sont  des  rapports  anharmo- 
niques,  comme  il  est  indiqué  dans  les  tableaux  sui- 
vants : 


Coeft. 
/?n  =  P„ 

/•■.2=  ^1, 
/.■2,  =  p.-, 
/■,,   =    P,, 


Rapp.  anharm. 
des  droites. 

7"  7m  ''' 

7m  7  m  s'» 

7i»  7m  î'. 

7m  7m  ^', 


où  î'  représente  la  droite  com- 
mune aux  points  o' ,  e. 


Cocff. 

Rapp 

.  anharm 

des 

points. 

x,,  =Z>,, 

f. , 

c..,      e' 

x, ,  =  /!»,, 

^M 

C,      e' 

^.,  =  ^'.., 

C,  , 

c„      e' 

•2^.2=  ^2, 

^M 

c.,      C 

où  e'sij^niûe  le  point  commun 
aux  droites  &/,  z. 


Chacune  des  coordonnées  (jTj,  t,  ou  Ti,  j^^  Zj,  2,), 
dont  nous  nous  sommes  servi  dans  ce  numéro  pour  le 
point,  ne  diffère  de  la  coordonnée  cartésienne  rapportée 
à  la  même  droite  fondamentale  que  par  un  facteur  con- 
stant. On  pourra  donc  passer,  quand  on  voudra,  de  ces 
coordonnées  aux  cartésiennes,  et  "vice  versa,  car  les  for- 
mules relatives  aux  unes  se  convertiront  moyennant  ces 
facteurs  en  celles  qui  sont  relatives  aux  autres. 

11  est  aisé  de  reconnaître  que  les  coordonnées  dont 
nous  venons  de  nous  servir  dans  ce  numéro  et  dans  les 
numéros  précédents  se  déduisent  du  système  général  de 


{  '7  ) 
coordonnées  projectives  de  M.  Fiedler.  Mesurant  toutes 
les  distances  dans  une  même  direction,  on  obtiendra  le 
terne  Xi,  a*,,  x^  du  n"  4,  en  éloignant  à  riufini  dans 
cette  direction  le  quatrième  point  fondamental  e  et  le 
terne  ^,,  ^2,  ^3,  en  éloignant  à  l'infini  la  quatrième 
droite  fondamentale.  On  obtiendra  aussi  le  couple  x,. 
Xi  de  ce  numéro  en  éloignant  à  l'infini  un  des  côtés  du 
triangle  fondamental,  et  le  couple  Hi,  Ho  en  éloignant  à  l'in- 
fini un  des  sommets  du  trilalère.  Il  est  bien  entendu  que, 
dans  ce  cas,  on  ne  fait  coïncider  le  triangle  et  le  trilatère 
qu'après  cette  transformation.  Cette  manière  de  particu- 
lariser la  définition  de  M.  Fiedler  nous  semble  plus  cou- 
forme  à  l'esprit  de  la  dualité  géométrique  que  l'emploi 
des  coordonnées  cartésiennes  pour  le  point,  et  plûcké- 
rienne*  pour  la  droite.  Il  ne  suffit  pas,  pour  préférer  les 
coordonnées  pliickériennes  aux  précédentes  ^,,  ^2,  que 
leurcombinaison  avec  les  coordonnées  cartésiennes  donne 
une  forme  plus  simple  à  l'équation  du  point  et  de  la  droite 
réunis.  D'ailleurs  nous  nous  proposons  de  montrer 
ailleurs  la  errande  utilité  de  nos  coordonnées. 


§  II.  —   Coordonnées  des  points  et  des  plans 
dans  V espace  à  trois  dimensions . 

\.  Les  définitions  de  la  première  Section  s'étendent 
immédiatement  au  cas  des  points  et  des  plans  dans  l'es- 
pace. 

Puisque  le  parallélisme  des  plans  consiste  en  ce  qu'ils 
ont  une  droite  commune  située  dans  un  plan  £  fixé  d'une 
manière  particulière  (à  l'infini),  la  disposition  corréla- 
tive des  points  doit  consister  en  ce  qu'ils  ont  en  commun 
une  droite  passant  par  un  pointe,  fixée  d'une  manière 
particulière. 
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Les  (trois  ou  quatre)  coor- 
données (l'un  plan  Ç  sont  des 
nombres  propres  à  déterminer 
les  (trois  ou  quatre)  points  z', 
z",  .  .  .  qui  se  trouvent  dans 
'C,  et  alignés  respectivement 
avecles  (trois ou  quatre)  points 
fondamentaux  o,,  a,,  .... 


(    1 

2.  Nous  dirons  donc  que 

Les  (trois  ou  quatre)  coor- 
données d'un  point  .v  sont  des 
nombres  propres  à  déterminer 
les  (trois  ou  quatre)  plans  c  . 
ï," ,  . .  .  qui  passent  par  x,  et 
qui  sont  parallèles  respective- 
ment aux  (trois  ou  quatre] 
plans  fondamentaux  a,,  «2, 

L'alignement  doit  s'entendre,  comme  ci-dessus,  sur  un 
point  fixe  e. 

Les  plans  ^',  |",  ...  pourront  être  nommés  éléments 
coordonnés  du  point  x^  et  les  points  z' ,  z" .  .  .  .  éléments 
coordonnés  du  plan  (^. 

3.  Ici  encore  nous  éloignerons  à  l'infini,  dans  une  di- 
rection fixée  arbitrairement,  le  point  e  et  le  plan  e,  et, 
sur  cette  direction  fixe,  nous  distinguerons  les  deux  sens 
-!-<?,  — e,  et  nous  compléterons  la  définition  des  coor- 
données en  disant  que  les  (trois  ou  quatre)  coordonnées 
sont  les  mesures  piises,  dans  la  direction  e,  des  inter- 
valles  entre   chaque  élément  coordonné  et  Vêlement 

fondamental  correspondant  (parallèle  ou  aligné),  en 
tenant  compte  du  signe  positif  quand  le  passage  fini 
de  l'élément  fondamental  à  l'élément  coordonné  se 
fera  pour  les  points  dans  le  sens  -h  e  et  pour  les  plans 
dans  le  sens  —  e,  et  du  signe  négatif  dans  les  cas 
contraires. 

En  ne  changeant  rien  à  la  direction  et  au  sens  des 
mesures,  on  peut  encore  dire  que  : 

Les  coordonnées  du  point. r  ]       Les  coordonnées  du  plan  'C^ 


sont  les  mesures  des  intervalles 
entre  .r  et  les  points  .r',  .r",  ... 
alignés  sur  x  et  qui  ajjpartien- 
nent  aux  plans  fondamentaux. 


sont  les  mesures  des  intervalles 
entre  'Ç,  et  les  plans  Ç',  Ç",  .  .  . 
parallèles  à  w  et  qui  passent 
par  les  points  fondamentaux. 


(  19) 

4.  Bornons-nous  au  cas  des  quatre  cooj'données ,  en 
les  désignant  par  x,,  a%,  T3,  Xi,  pour  le  poinl  x,  et  par 
"Cn  X,ii  ^3<  (i  pour  le  plan  ^,  et  faisons  coïncider  le  lé- 
tragone  a^  a^a^  a-,  avec  le  tétraèdre  «i  «j  0:3  «4. 

Chaque  point  ou  plan  fondamental  aura  trois  coor- 
données nulles,  et  la  quatrième  égale  à  une  des  quatre 
hauteurs  du  tétraèdre  fondamental,  hauteur  prise  dans  la 
direction  des  mesures.  En  indiquant  ces  hauteurs  avec 
les  signes  qui  leur  conviennent  comme  coordonnées  des 
points  fondamentaux  par  h^,  /;,,  /^j,  h\,  nous  aurons 
pour  les  : 

Coordonnées  des  plans 


Coord 

onnées 

des 

points 

"i- 

a,. 

«3- 

«4- 

'   h„ 

0, 

0, 

0, 

1   0, 

/'., 

0, 

0, 

i    0, 

0, 

K, 

0, 

0, 

0, 

0, 

Ih, 

/'„ 

0, 

0, 

0, 

0, 

/fj, 

0, 

0, 

0, 

0, 

l'?.-, 

0, 

0, 

0, 

0, 

/'., 

Pour  les  éléments  coordonnés  du  point  x  et  du  plan  ^, 
nous  aurons 

Coordonnées  des  plans  Coordonnées  dos  points 


r- 

9". 

1'  • 

V". 

z'. 

h--x„ 

—  •'-., 

—  ^3, 

—  jr„ 

h 

-Ç:, 

—  .r,, 

/h-^-r-, 

—  ^i, 

—  X,, 

-?., 

—  X,, 

—  ^2, 

h,-x,. 

—  .r„ 

-?„ 

—  ^i. 

~  A-., 

■^Zl 

h,  — a-,. 

—  ?,, 

6.  Nous  avons  la  relation  suivante 


Entre  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  x  : 

,  „  ,    .ï^l  X',  .T't  .7?j 

«I      fil     /h     f'i. 


Entre  les  coordonnées  d'un 
plan  quelconque  'C,  : 

Aîi  //j  //j  /)< 


(  ^o  ) 

7.  On  peut  exprimer  de  la  manière  suivante  : 

Les  coordonnées  d'un  plan 
^  qui  passe,  d'une  manière 
quelconque,  par  le  point  ap- 
partenant aux  j)lans  cp,  y,  •}  : 


Les  coordonnées  d'un  point 
X,  situé  d'une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  contenant 
les  trois  points  t,  u,  i>  : 


(4) 


l-\- 

m 

-H  n 

If 

2  4-  mu 

2  -+-  nvj 

/  + 

ni 

+  « 

II 

T  + 

tilt 

■s  -^  "''3 

l  -\-  m 


n 


?. 

= 

).<p,  -+-  px 

+ 

v'|;. 

"XH-a 

+ 

^ 

ç^ 

= 

/çj  -t-  'j.y 

+ 

VtLj 

À  H-  p 

H- 

J 

?3 

= 

>.Ç3  +  px- 

-i- 

vi/s 

>  +  f. 

+ 

V 

>• 

).<f!4  -+-    «X 

-t- 

V']., 

)>   -+-    .tA   -+-  -J 


où  les  rapports  /  :  m  :  «  ne  dé-  j   où  les  rapports  ).  '.  [j-'.-*  ne  dé- 
pendent que  de  .r.  I   pendent  que  de  î;. 

8.  Des  expressions  (4)  et  (3)  nous  déduisons  immé- 
diatement que  : 


La   condition  pour  que   le 
point  X  soit  sur  le  plan  Ç  est 


La   condition   pour   que  le 
plan  <;  passe  par  le  point  x  est 


h, 


-+- 


x-ZC. 


=  o, 


équation  que  l'on  pourra  nommer  représentatrice  du 
point  et  (la  plan  réunis. 


SIR  LA  RÉSOLITION  DES  ÉQIATIOXS  MMÉRIQIES5 

Par    m.    LAGUERRE, 


l. 


\.  Soit    une    équation   algébrique   de  degré  //    et    à 


(  21  ) 

coefficients  réels  ou  imaginaires^  en  prenant  -  pour  in- 
connue, elle  peut  s'écrire  sous  la  forme  suivante 

f{x,  j)  =  o, 

f  désignant  un  polynôme  homogène  et  du  degré  n  par 
rapport   aux   quantités  x  et  y\  ou    encore,    en   posant 


F(3)==:/(.,l)  =  0. 


En  prenantd'une  façon  arbitraire,  dans  un  plan,  deux 
droites  rectangulaires  pour  axe  des  abscisses  et  pour  axe 
des  ordonnées,  je  conviendrai,  suivant  l'usage  habituel, 
de  représenter  une  quantité  imaginaire  a +  (3/  par  un 
point  ayant  a  pour  abscisse  et  [3  pour  ordonnée. 

Cela  posé,  z  ^=-  -  étant  une  quantité  imaginaire  quel- 
conque représentée  par  le  point  m  du  plan,  j'appellerai 
point  dérivé  du  point  m  le  point  ^  représentant  la  quan- 

tité  Ç  =  -  déterminée  par  l'équation 
On  déduit  de  cette  équation 

ou,  en  vertu  du  théorème  sur  les  fonctions  homogènes, 

Lorsque  l'on  considère  z  comme  la  valeur  approchée 
d'une  racine  de  l'équation  F(Z)  =  o,  en  désignant  par 
z'  la  valeur  que  l'on  en  déduit  pour  cette  racine,  par  la 


(     22    ) 

méthode  de  Newton  on  a 


d'où  cette  conclusion  :  Si  m  est  un  point  du  plan  repré- 
sentant une  valeur  approchée  d'une  racine  de  l'équation 
F(Z)=  o,  et  si  la  valeur  approchée  de  cette  racine, 
que  Ton  en  déduit  par  la  méthode  de  Newton,  est  repré- 
sentée par  le  point  m',  le  point  ^  dérivé  du  point  m 
s'obtient  en  portant  dans  la  direction  mni\  et  à  partir  du 
point  /7î,  une  longueur  égale  à  tz  X  mm  . 

2.   J'établirai  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  équation  algébrique 
de  degré  n,  si  Von  prend  un  point  m  arbitrairement 
dans  le  plan  et  si  l'on  désigne  par  u.  le  point  dérivé  du 
point  ni,  tout  cercle  passant  par  les  deux  points  ni  et  i^^ 
s^il  ne  passe  pas  par  toutes  les  racines  de  Inéquation , 
contient  au  moins  une  de  ces  racines  ;  et,  dans  ce  cas, 
une  au  moins  des  racines  est  située  à  l'extérieur  du 
cercle. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarquerai  que^ 
^^  Pj  7?  0  désignant  des  quantités  imaginaires  quelcon- 
ques, les  différents  points  représentés  par  l'expression 


7  +  ^f 


quand  on  donne  à  t  toutes  les  valeurs  réelles  possibles, 
sont  situés  sur  un  même  cercle,  et  que,  pour  deux  valeurs 
imaginaires  quelconques  de  t,  les  points  représentant  les 
valeurs  correspondantes  de  z  sont  situés  du  même  côté 
par  rapport  au  contour  du  cercle,  ou  de  côtés  différents, 
suivant  que,  dans  les  valeurs  de  la  variable  t,  les  coef- 
ficients de  i  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 
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nt  ui 
élanl  déterminé  par  l'équation 


Cela  posé,  z  =  -  ayant  une  valeur  quelconque  et  'Ç, 


■s   f,      ) 

l'expression 

„_t.T—  a/', 

quand  on  y  donne  à  t  toutes  les  valeurs  réelles,  repré- 
sente un  cercle  passant  par  le  point  m  représentant  2, 

puisque,  pour  f  =  co  ,  on  a  Z  =  -•,  ce  cercle  passe  éga- 
lement parle  point  dérivé  jU  représentant  Ç,  puisque,  pour 
t  =  Of  on  a 

z  =  —•^. 

On  voit  ainsi,  à  cause  de  l'indétermination  de  A,  que 
l'expression  précédente  représente,  pour  des  valeurs 
réelles  de  t,  les  dilïérenls  points  d'un  cercle  quelconque 
passant  par  les  deux  points  m  et  y.  et,  d'après  ce  que  j'ai 
dit  plus  haut,  pour  démontrer  la  proposition  énoncée, 
il  suffira  de  prouver  que  l'équation 

si  elle  admet  des  racines  imaginaires,  admet  au  moins 
une  racine  où  le  coefficient  de  i  est  positif  et  une  racine 
où  ce  coefficient  est  négatif. 

L'équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi  : 

f:tx  —  ij\,  n  -hi/'J  =  0, 

ou,  en  développant  suivant  les  puissances  de  t, 

(1)  At"-hBt"-''i-Ci"-'-+- . .  . —  o. 
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Le  coefficienl  de  l""^  dans  celte  équation  est  égal  à 
zéro;  un  calcul  facile  montre,  en  effet,  qu'il  est  égal  à 

De  là  résulte  que  la  somme  des  racines  de  l'équaîion  (i) 
est  nulle;  en  désignant  donc  par  a  -+-  bi.  a'  -\-  b'  L  .  .  .  ces 
racines,  on  a 

l{a-j-  bi)  =  o, 
d'où 

lb  =  o; 

el,  par  suite,  si  toutes  les  valeurs  de  ^  ne  sont  pas  nulles,  il 
y  a  au  moins  deux  de  ces  valeurs  qui  sont  de  signes  con- 
traires, ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

3.  TnÉonÈME  II.  —  Êlant  donnes  un  cercle  quel- 
conque qui  J'enferme  toutes  les  racines  de  V équation 

y"(X,  Y)  =  o  et  un  point  Ç  =  -,  situé  en  dehors  de  ce 
cercle,  tous   les  points  z  =z  -,  définis  par  T équation 

sont  situés  dans  Vinlérieur  du  cercle. 

En  effet,  z  désignant  l'un  quelconque  des  points  ainsi 
définis,  Ç  est  son  point  dérivé;  si  z  n'était  pas  situé 
dans  l'intérieur  du  cercle,  par  les  deux  points  z  et  ^  qui 
lui  sont  tous  deux  extérifurs,  on  pourrait  mener  un 
cercle  renfermant  dans  son  intérieur  le  cercle  donné  et, 
par  suite,  toutes  les  racines,  ce  qui  est  contraire  à  la 
proposition  précédente.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

On  déniontrerait  de  même  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  un  cercle  quelconque  à  l' extéiieur  du- 


(  ^5  ) 
quel  sont  situées  toutes  les  racines  de  l'équation 

/(X,  Y)  =  o. 

et  un  point  'C  =:  -■>  situé  dans  l'intérieur  de  ce  cercle, 
n 

tous  les  points  z  =    -5  déjinis  par  V équation 

?y',  +  -nf'r  =  o, 
sont  situés  à  V extérieur  de  ce  cercle. 

A.  Etant  donnée  une  équation  de  degré  n,  F  (s)  =  o, 
et  m  étant  le  point  représentatif  d'une  valeur  z,  appro- 
chée d'une  racine  de  cette  équation,  désignons  par  m' le 
point  représentatif  de  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine que  donne  la  méthode  de  Newton.  Le  point  ^a  dérivé 
de  m  s'obtient  en  portant,  à  partir  de  m  dans  la  direc- 
tion m/7/',  une  longueur  égale  à  zi  X  nim'^  et  tout  cercle 
passant  par  les  points  m  et  //  contient  au  moins  une  ra- 
cine de  l'équalion. 

En  particulier,  le  cercle  décrit  sur  iri^j.  comme  dia- 
mètre contiendra  une  racine  et,  si  m  est  suffisamment 
voisin  de  la  racine,  m  sera  très-voisin  de  m'  et  par  con- 
séquent de  [j.  5  le  cercle  dont  je  viens  de  parler  aura  donc 
un  rayon  très-petit  et  contiendra  la  racine  cherchée. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Quelle  que  soit  la  quantité  z,  il  y  a  au  moins  une 
racine  de  V équation  F (2)  ^  o  dont  la  différence  avec 

r  expression 

Fiz] 

z 

F'  [Zj 

a  un  module  moindre  que  [îi  —  i)  fois  le  module  de 
Y' iz]  [  ^  suivre.) 
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DÉTERMIMTIOIV  ANALYTIQUE  DES  FOYERS 
DANS  LES  SECTIONS  CONIQIES; 

Par  m.  E.   G., 

Ancien  élève  du  lycée  de  Reims. 


On  définit  généralement  un  fojer  un  point  tel,  que 
la  dislanee  d'un  point  de  la  courbe  à  ce  point  soit  une 
fonction  rationn(;lle  et  linéaire  des  coordonnées  du 
point  de  la  courbe. 

Partant  de  cette  définition,  on  arrive,  par  une  mé- 
thode classique,  mais  peu  élégante,  à  cinq  relations  entre 
les  coordonnées  du  foyer,  les  coefficients  de  l'équation 
de  la  courbe  et  trois  paramètres  qui  entrent  au  second 
degré.  L'élimination  de  ces  paramètres  donnerait  deux 
équations  déterminant  les  cooidonnées  des  foyers;  mais 
cette  élimination,  sauf  dans  les  cas  les  plus  simples, 
donne  lieu  à  des  calculs  impraticables. 

On  arrive  rapidement  et  sans  introduire  de  paramètre 
aux  deux  équations  qui  déterminent  les  foyers,  en  défi- 
nissant ces  points  des  cercles  de  rayon  nul  bitangents  à 
la  courbe  et  introduisant  ainsi  dans  le  calcul  la  notion 
des  imaginaires. 

La  méthode  suivante,  qui,  je  crois,  n'a  pas  encore  été 
proposée,  repose  uniquement  sur  la  première  définition, 
laquelle  fournit  immédiatement  trois  équations,  conte- 
nant un  seul  paramètre  au  premier  degié.  L'élimination 
se  fait  sans  difficulté,  et  conduit  aux  deux  mêmes  équa- 
tions que  l'on  obtient  par  l'emploi  des  imaginaires. 

J'établirai  d'abord  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'un  polynôme  homogène  du  second  degré 
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à   trois  variables  soit,  à    un  facteur  constant   près,  un 
carré  parfait. 
Soit 

ax'^  -V-  by-  -k-  cz^  -V-  "i-fyz  -+-  igzx  +  o.hxy 

un  semblable  polynôme.  Pour  que  ce  soit  un  carré  par- 
fait, il  faut  que,  si  l'on  égale  à  zéro  ce  polynôme,  à  un 
système  de  valeurs  de  x  et  de  y  corresponde  une  seule 
valeur  de  la  troisième  variable  z. 

Egalant  à  zéro  et  résolvant  par  rapport  à  z,  on  a 


cz=  —    gx  -\-fy)  -±.  \l[gx  -A- J'y]'  —  c\ax''  4-  by-  +  -i.hxy) . 

Pour  qu'on  ait  une  seule  valeur  de  z,  quels  que  soient  a: 
et  j  ,  il  faut  qu'on  ait 

g-  —  rtc  rrz  o,     f'  —  bc  r=  o,     fg  —  ch  =  o. 

Ces  conditions  sont  nécessaires.  Elles  sont  aussi  évidem- 
ment suffisantes.  En  effet,  elles  expriment  que  l'on  a 
identiquement 

r  rtor^-l-  ^jM-c3--f-  "x/yz-r-  2gzx  -\~  Q./ixy]  =  [  gx  -{-  fy-]-czY. 

Elles  restent  les  mêmes  si  l'on  considère  un  polynôme 
quelconque  du  second  degré  à  deux  variables  de  la  forme 

a. T.-  -+-  ihxy  -i-  by-  H-  igx  -V-  if  y  -\-  c. 

Cela  posé,  soit 

'^  I  )  ax"-  -\-  ih  xy  -t-  by"^  -j-  2  gx  -i-  if  y  -|-  c  =  o 

l'équation  d'une  conique  quelconque.  Transportons  l'ori- 
gine en  un  point  dont  les  coordonnées  soient  a  et  [3.  Si 
Ton  désigne  par  S  le  résultat  de  la  substitution  de  a  et 
de  [3  à  la  place  de  x  et  doj^  dans  l'équation  (i),  la  courbe 
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rapportée  aux  nouveaux  axes  a  pour  équation 

ciS  dS 

(2)         a.T' -h  2/ixr -h  by -h  —X  + —y -^S  =  o. 

Cherchons  les  conditions  pour  que  Torigine  soit  un 
foyer.  L'équation  (2)  peut  s'écrire 

l[x^  -^y-]  =  [a  -+-  l)x'  +  ihxy  -{-  [b  -+- l]  y- 

rfS        fis 

dx  dp-^ 

Le  premier  membre  représente,  au  facteur  arbitraire  X 
près,  le  carré  de  la  distance  dun  point  de  la  courbe  à 
Torigine;  donc,  pour  que  l'origine  soit  un  foyer,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  second  membre  soit,  à  un  facteur  con- 
stant près,  un  carré  parfait;  on  doit  donc  avoir  les  re- 
lations suivantes  : 

(3)  (^'^y-^^..,,^s  =  o, 

Ci)  (^y-4ii.  +  x)s  =  o, 

(5)  d-.-d-^-^'^  =  ''' 

L'équation  (5)  ne  contient  pas  X.  Eliminons  X  entre  (3) 
et  (4);  en  retranchant  membre  à  membre,  on  a 

(«)     (S)-(T;y-4i"-)s=o. 

Les  équations  (5)  et  (6)  déterminent  les  coordonnées  a 
et  j3  des  foyers  par  rapport  aux  axes  primitifs. 


CONCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE. 


1""    SESSION.    —    JUILLET 


1°  Géométrie  analj  tique. 

On  donne  un  triangle  AOB,  rectangle  en  0,et  l'on  con- 
sidère toutes  les  hyperboles  qui  passent  aux  points 
A  et  B,  et  ont  leurs  as^'mptotes  parallèles  aux  côtés  OA, 
OB. 

1°  Former  l'équation  générale  de  ces  hyperboles  ; 

2°  Former  l'équation  du  lieu  des  sommets  de  ces  hy- 
perboles et  construire  ce  lieu  -, 

3**  Prenant  un  point  P  sur  le  lieu  trouvé,  construire 
celle  des  hyperboles  considérées  qui  a  un  sommet  en  P, 
et  reconnaître  sur  quelle  partie  du  lieu  doit  être  ce 
point  P,  pour  que  A  et  B  appartiennent  soit  à  une  même 
branche,  soit  aux  deux  branches  de  cette  hyperbole. 

2°  Calcul  trigonométrique. 

On  donne  deux  côtés  a  el  b  d'un  triangle  et  l'angle  C 
compris,  savoir  : 

fl  — 3676'",35i, 
b  =  21 54'",  742, 
C=  io3°46'27". 

On  demande  de  trouver  le  côté  c,  les  angles  A  et  B, 
ainsi  que  la  surface  du  triangle. 


{  3o  ) 
3"  Epure  de  Géométrie  descriptive 
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INTERSECTION       D  UN      CYLINDRE      ET      D  UN       CONE. 

Oji  donne  : 

1°  Un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  C,  situé 
dans  le  plan  horizontal  de  projection,  et  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  la  droite  de  front  BG,  B'G', 
inclinée  à  45°  sur  xy] 

2°  Un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  Ci,  situé  dans  le 
plan  horizontal,  et  dont  le  sommet  est  en  SS'  sur  la  géné- 
ratrice BG,  B'G'  du  cylindre.  Le  cercle  de  base  du  cy- 
lindre est  langent  intérieurement  en  S  à  la  base  du  cône  : 

es  =  CB  =  o'",o25,     CiS  =:  o'',o55,     BB'-— o"',n. 

On  demande  : 

1°  De  trouver  les  projections  de  l'inlerseclion  du  cône 
et  du  cylindre  5 

2°  De  représenter  le  cylindre  supposé  plein  et  existant 
seul,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans 
le  cône. 

On  indiquera  à  Fencre  rouge  les  constructions  néces- 
saires pour  trouver  un  point  quelconque  de  l'intersection 
et  la  tangente  en  ce  point. 

Tilre  earff'/'/ew/- ;  intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :   cylindre  et  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"',  21  du  petit  côté  inférieur. 

4°  Physique  et  Chimie  (*). 
I.   Un  tube  recourJ)é  ABCD,  dont  les  deux  branches 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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sont  verticales  et  de  même  diamètre,  renferme  une  cer- 
taine quantité  de  mercure  et,  au-dessus  de  ce  nieicure, 
dans  la  brandie  AB,  qui  est  fermée,  se  trouve  de  l'air 
sec,  sous  la  pression  atmosphérique  de  o",  76.  La  portion 
AB  qui  contient  cet  air  a  une  longueur  de  o'",  26.  On 
verse  dans  l'autre  brandie  DC  une  colonne  d'eau  dont  le 
poids  est  de  342^',  72.  Quelle  est  alors  la  différence  de 
niveau  des  deux  surfaces  de  mercure? 

La  section  du  tube  est  de  5  centimètres   carrés  et  la 
densité  du  mercure  est  égale  à  i3,6. 

IL    i**  Préparation  du  chlore. 

2°  Quel  est  à  zéro  et  sous  la  pression  de  o^\y6  le  vo- 
lume de  chlore  que  l'on  peut  retirer  de  750  kilogrammes 
de  sel  marin. 
,     .     ,  i  Na  =  23 

^'i"'^^'""*^ î  Cl  ^--35,43 

Densité  du  chlore S  -^    2,44 

Poids  d'un  litre  d'air  à  zéro  et  sous  la  pres- 
sion de  o'",  76 i^S  293 


COXCOimS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE. 


2°    SESSION.    —    OCTOBUE    l! 


1°  Géométrie  anafytique  (*). 

On  donne  un  trapèze  isoscèle  ABCDdont  la  hauteur 
est  2 A,  la  demi-somme  des  bases  ia  Gi  les  angles  obivis 
a.  On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  tra- 
pèze : 

1°  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques  •, 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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2°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  de  tangentes 
menées  à  chacune  d'elles  parallèlement  au  côté  BC,  et 
construire  ce  lieu  après  avoir  vérifié  que  le  côté  BC  en 
fait  partie  ; 

3^  Etant  donné  un  point  de  ce  lieu,  reconnaître  le 
genre  de  la  conique  circonscrite  au  trapèze  qui  passe 
par  ce  point. 

a°  Calcul  trigonoîiiétrique. 
Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  : 

«=4376-,  76, 
b  —  3564'",  37, 
c=  2754'", 82. 

Calculer  les  angles  et  la  surface. 

3°  Epure  de  Géométrie  descriptive  (*). 

ISTERSECTION     d'uN    TORE    ET    DUS     CONE    DE     REVOLUTION. 

L'axe  du  lorejj'  est  vertical  à  o'",  i3o  du  plan  ver- 
tical de  projection  et  au  milieu  de  la  feuille  ;  le  cercle 
méridien  a  o'",o55  de  rayon;  il  est  tangent  à  l'axe  du 
tore  et  au  plan  horizontal  de  projection.  Le  cône  touche 
le  plan  horizontal  suivant  une  génératrice  sa^  s'a'  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre  et  rencontrant  l'axe  du  tore  ; 
sou  sommet  (\y,  s')  est  à  o"',o55  de  Taxe  du  tore  et  son 
angle  au  sommet  est  de  4^  degrés. 

On  demande  de  représenter  le  cône  supposé  plein  et 
existant  seul,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  com- 
prise dans  le  tore. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les   constructions  em- 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  fi2ure_ 
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ployées  pour  déterminer  un   point  quelconque  de  Tiii- 
terseclion  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :   inlerseclioa  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  tore  et  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"\  260  du  petit  côté  inférieur. 

4"  Physique  et  Cliimie  (*). 

I.  Un  manomètre  à  air  comprimé,  dont  les  deux 
branches  sont  verticales  et  de  diamètres  didérents,  est  en 
communication  avec  un  récipient  de  machine  pneuma- 
tique. Ce  manomètre  renferme  de  l'air  sous  la  pression  de 
g"",  760  et  la  portion  AB  de  la  branche  fermée,  occupée 
par  cet  air,  a  une  longueur  de  o"\3o.  Le  rapport  des  sec- 
tions des  branches  CD  et  AB  est  égal  à  2.  On  raréfie  l'air 
contenu  dans  le  récipient.  Quelle  ditférence  de  niveau 
faut-il  produire  entre  les  deux  colonnes  de  mercure 
pour  que  la  pression  dans  ce  récipient  diminue  dco'",|76o 
à  o"',  i56  "^ 

II.  1°  Préparation  des  acides  du  phosphore  PhO%  3H0 
etPh0%2H0. 

2°  Quel  est  le  poids  du  phosphore  contenu  dans 
28  litres  d'hydrogène  phosphore  (PliH'*)  H 

.      .     ,  i  Pli  ^r_-  32 

Equivaltnts \ 

Densité  de  l'hydrogène  phosphore.  ......  tî  =   i  ,  i85 

Poi  Js  d'un  litre  d'air i^"",  29^ 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


Ann.de  i\Jathémat.,  z^  série,  t.  X.VII.  (Jiiiivier  i8;8.) 
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JoHAWNis  Kepleri  astronomi  OPERA  OMNIA  5  OEuvres 
complètes  de  l'astronome  Jean  Kepler,  publiées  par 
M.  le  D""  Ch.  Frisch,  de  Sluttgard.  8  gros  volumes 
grand  in- 8"  de  63oo  pages  j  Francfort-sur-le-Mein  et 
Erlangen,  Heyder  et  Zimmer,  1868. 

Cette  œuvre  immense,  qui  fait  le  plus  grand  honneur 
à  la  Science  allemande,  a  exigé  plusieurs  années  pour 
s'accomplir.  La  publication  a  été  commencée  en  1857  et 
n'a  été  terminée  qu'en  1871. 

Ainsi  que  l'explique  l'auteur  dans  sa  Préface,  les 
Français,  les  Anglais,  les  Italiens  se  sont  lancés  depuis 
longtemps  dans  l'exécution  d'entreprises  du  même  genre, 
et  on  les  a  vus  publier  tout  ce  qu'ils  avaient  recueilli  des 
oeuvres  de  leurs  savants  les  plus  célèbres  :  Laplace,  La- 
grange,  Fresnel,  Lavoisier,  New^ton,  Galilée. 

Le  père  et  le  fondateur  de  l'Astronomie  moderne,  ce- 
lui dont  le  nom  est  sur  les  lèvres  de  tous  ceux  qui  étu- 
dient le  mouvement  des  corps  célestes  et  les  lois  aux- 
quelles il  est  soumis,  celui-là  n'était-il  pas  digne  aussi 
d'un  pareil  honneur? 

Tel  est  le  sentiment  qui  a  inspiré  leD*"  Frisch,  lorsqu'il 
a  eu  l'idée  de  préparer  une  édition  complète  des  OEu- 
vres de  Kepler.  Ce  travail  n'a  pas  demandé  moins  de 
trente  années  de  recherches.  Tout  ce  que  l'on  a  retrouvé 
des  écrits  du  grand  astronome  se  trouve  réuni  dans  ce 
magnifique  Ouvrage.  La  Correspondance  privée,  les 
Traités  d'Astronomie,  de  Géométrie  forment,  comme  on 
le  voit,  une  riche  moisson  de  faits,  où,  de  nos  jours  en- 
core, on  peut  puiser  le  germe  de  quelque  vérité  nouvelle. 
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Pour  ma  part,  je  suis  heureux,  je  suis  fier  de  dire  que 
j'éprouve  pour  l'illuslre  fondateur  de  rAsironomie  la 
plus  profonde  admiration.  Quel  exemple,  en  elfet,  plus 
fortifiant  et  plus  consolant  que  celui  d'un  grand  esprit 
dont  on  suit  pas  à  pas  les  efforts  et  les  hésitations,  les 
succès  comme  les  faiblesses  ! 

Les  OEuvres  de  Kepler  se  distinguent  par  la  science 
profonde  et  variée,  l'habileté  de  l'argumentation,  la  vi- 
vacité du  style,  parfois  empreint  d'une  verve  et  d'une 
chaleur  poétiques,  entremêlé  parfois  aussi  de  gaies  ré- 
flexions qui  trouvent  parfaitement  leur  place  au  milieu 
d'un  exposé  technique. 

L'énergie  du  style  fait  concevoir  aisément  la  nature 
des  difficultés  avec  lesquelles  J.  Kepler  a  été  aux  prises 
pendant  de  longues  années.  C'est  particulièrement  dans 
son  étude  des  mouvements  de  Mars  qu'il  eut  à  surmonter 
les  plus  grands  obstacles.  Aujourd'hui,  après  les  perfec- 
tionnements apportés  au  calcul  et  aux  instruments 
d'observation,  il  est  impossible  de  se  représenter  nette- 
ment ce  qu'a  du  être,  pour  employer  l'expression  de 
l'auteur,  celte  guerre  opiniâtre  que  livra  Kepler  à  un 
ennemi  qui  lui  échappait  sans  cesse.  Tout  était  inconnu 
dans  ce  mouvement,  et  même  cette  étude  eût  été  inabor- 
dable sans  l'hypothèse  de  Copernic,  Aussi  quelle  péné- 
tration d'esprit  ne  fallut-il  pas  pour  venir  à  bout  d'une 
pareille  entreprise!  , 

Kepler  commença  l'élude  du  mouvement  de  INIars  en 
l'année  1600  et  utilisa,  dans  celle  recherche,  des  obser- 
vations de  Tycho-Brahé  remontant  à  i58o.  A  la  fin  de 
l'année  i6o4,  Kepler  avait  trouvé  la  loi  des  orbites  ;  la 
loi  des  aires  suivit  de  près,  en  i6o5  :  on  peut  dire  que 
ces  deux  premières  lois-  furent  énoncées  dans  le  même 
temps,  mais  la  découverte  de  la  troisième  loi,  de  la  pro- 
porlionnalité  des  carrés  des  temps  aux  cubes  des  grands 

3. 
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axes,   exigea  bien  d'aulres  rcclierches  encore  5  elle  daie 
du  8  mars  1618. 

Ne  pouvant  prétendre  exposer  ici  le  détail  d'un  aussi 
vasie  ensemble,  nous  nous  bornerons  à  un  aperçu  rapide, 
mais  nous  demanderons  à  terminer  par  quelques  mots 
au  sujet  de  l'exécution  naalérielie  de  cet  Ouvrage. 

Il  est  difficile  de  se  figurer  (juels  obstacles  aurait  eu  à 
surmonter  un  simple  particulier,  privé  de  ressources  et 
de  moyens  d'action.  Mais  cet  immense  labeur  a  été  ho- 
noré du  patronage  et  des  libéralités  de  Maximilien  II, 
roi  de  Bavière,  et  de  M.  Norof,  Ministre  de  l'Instruction 
publique  en  Russie,  de  l'approbation  des  astronomes 
allemands,  et  des  suffrages  des  Académies  de  Vienne  et 
de  Berlin,  auxquels  sont  venus  s'ajouter  ceux  de  diverses 
Sociétés  savantes  et  de  divers  souscripteurs,  tant  en  Eu- 
rope qu'en  Amérique. 

L'auteur  est  enfin  arrivé  au  bout  de  sa  tâche,  grâce  à 
la  savante  et  bienveillante  collaboration  de  M.  W. 
Struve,  directeur  de  l'Observatoire  de  Poulkowa,  qui  a 
généreusement  communiqué  les  manuscrits  de  Kepler 
que  la  bibliothèque  de  Poulkowa  conserve  à  l'égal  du 
trésor  le  plus  précieux  5  grâce  au  soin  dévoué  avec  lequel 
M.  Otto  Struve  fils  a  coordonné  et  discuté  tout  ce  que 
ces  manuscrits  renfermaient  de  plus  difficile;  grâce  aussi 
au  zèle  éclairé  de  MM.  C.  Schraaf,  professeur  au  gym- 
nase de  Tubingue,  et  H.  Kratz,  professeur  au  gymnase  de 
Stuttgard.  Possédant  à  fond  la  langue  latine,  M.  Schraaf 
a  réussi  à  traduire  les  passages  embarrassants  que  leur 
style  un  peu  archaïque  avait  rendus  obscurs,  et  M.  Kratz 
a  bien  voulu  se  charger  du  travail  pénible  de  la  compo- 
sition typographique  et  de  la  correction  de  l'Ouvrage. 

Telles  sont,  ainsi  que  l'indique  le  D''  Frisch,  les  bases 
d'après  lesquelles  a  pu  être  menée  à  bonne  'àw  la  publi- 
cation des  OEnvres  complètes  de  Kepler. 
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Nous    menlionuons,     très-brièvement  d'ailleurs,    les 
principales  divisions  de  cet  Ouvrage  : 

Tome  I. 

Préface  du  mystère  cosmographique.  Correspondance  avec 
IMœstlin,  Herwart,  etc.,  de  i  SgS  à  1600. 

Le  mystère  cosmographique,  dissertation  sur  les  proportions 
de  l'Univers,  avec  les  lignes  des  polyèdres  réguliers,  les  notes 
de  la  gamme  musicale,  etc. 

L'apologie  de  Ïycho-Brahé. 

Calendriers  et  opuscules  astrologiques,  la  plus  grande  partie 

en  allemand. 

Tome  IL 

Astronomie,  partie  optique.  On  y  trouve  la  théorie  et  les 
conséquences  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière. 

Du  télescope  et  des  découvertes  de  Galilée. 

Entretien  avec  le  messager  céleste  envoyé  par  Galilée. 

Dioptrique.  Théorie  des  lentilles  et  des  instruments  d'op- 
tique. 

De  réloile  nouvelle  dans  le  pied  du  Serpentaire  (iS^s). 

De  l'étoile  nouvelle  du  Cygne  (1600). 

Du  passage  de  Mercure  sur  le  Soleil  (1607). 

Tome  IIL 

Astronomie  nouvelle,  ou  Théorie  du  mouvement  de  Mars 
(1609). 

Commentaire  sur  les  travaux  d'Hipparque. 

Calcul  des  éclipses  de  Lune  de  iS^a  à  lôaS. 

Théorie  du  mouvement  de  la  Lune  (on  sait  que  Kepler  a 
découvert  la  cinquième  inégalité,  connue  sous  le  nom  (inéqua- 
tion annuelle). 

Lettre  sur  l'éclipsé  de  Soleil  du  12  octobre  i6o5. 

Tome  IV. 

Écrits  relatifs  à  la  chronologie  (calendrier  grégorien,  nati- 
vité du  Christ,  etc.) 
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De  la  stéréométrie  des  tonneaux.  On  y  trouve  une  remarque 
judicieuse  où  est  énoncé  le  fait  de  la  faible  variation  d'une 
grandeur  au  voisinage  de  ses  maxima  ou  minima. 

Correspondance  de  Kepler. 

Tome  V. 

Harmonies  de  l'Univers. 
Notes  sur  la  stéréométrie- 
Sur  une  machine  hydrauli(|ue. 
Correspondance  de  Kej)ler. 

Tome  VI. 

Précis  de  l'Astronomie  de  Copernic, 

Tables  Rudolpliines. 

Discussion  des  observations  de  Regioraontan  et  de  Walther. 

Correspondance  de  Kepler. 

Tome  VII. 

Description  de  la  comète  de  1607. 

Chiliade  de  logarithmes.  Invention  et  usage  des  logarithmes. 

De  la  figure  hexagonale  de  la  neige. 

Divers  extraits  des  manuscrits  de  Poulkowa. 

Correspondance  de  Kepler. 

Tome  VIII. 

Première  Partie.  —  Traduction,  en  latin,  du  Traité  de  la 
Lune,  par  Plutarque. 

Elégies,  pièces  de  vers,  discours,  mélanges,  etc.,  extraits 
des  manucrits  de  Poulkowa. 

Deuxième  Partie.  —  Histoire  de  l'Astronomie  au  xvi®  siècle. 
Biographie  de  Kepler. 
Lettres  de  Kepler. 
Table  des  matières. 

L'Ouvrage  renferme  de  nombreuses  figures  dans  le 
texte,  un  autographe  elle  portrait  de  Kepler,  des  vi  - 
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gneltes  allégoriques,  des  notes,  des  commealaii'es  et  des 
éclaircissements  rédigés  en  latin  par  les  éditeurs.  Rien, 
en  un  mot,  n'a  été  épargné  pour  donner-  à  ce  vaste  en- 
semble toute  la  perfection  désirable. 

H.   Brocard. 


SOLUTIONS  DE  QIESTIO^S 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 

Question   34 

(  Toir  j"  série,  t.  I,  p.  Syj  ). 

Sij  d\in  point  situé  sur  une  surface  algébrique  de 
degré  m,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  un  sjs- 
lème  de  plans  fixes,  le  lieu  géométrique  des  points  de 
moyenne  distance  des  pieds  des  perpendiculaires  est 
une  surface  algébrique  de  même  degré  m. 

Soient  ^,  y;,  ^  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  n  le 
nombre  des  plans  fixes,  a:,  y^  z  les  coordonnées  du  pied 
de  l'une  des  perpendiculaires  abaissées  sur  l'un  des 
plans  dont  l'équation  est  en  coordonnées  rectangulaires 

X.  ces  a  -r-  y  ces  ^  -\-  z  COS7  ^  p  ^^^o, 

X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  de  la  surface 

/(X,  Y,  Z)=o, 

d'où  sont  issues  toutes  ces  perpendiculaires  ;  ou  a 

Les  coordonnées  x,  y^  z  vérifient  d'abord  l'équation 
du  plan 

.r  COSa  -i-J>- COSp   -h  z  COS7    —  p  zzr.  o  , 
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puis  celle  de  la  perpendiculaire 

X—  r  _ Y  —  r _  z  —  z 

ccsa  cosp  COS7  ' 

en  sorte  que,  de  ces  trois  équations,  l'on  tire 

.r  =  X  —  P  ces  a ,      j  =1  Y  ^  P  ces  [î  ,      c  —  Z  —  P  COS7  , 
en  posant,  pour  abréger, 

P  =  X  CCS  a  -h  Ycosp  +  ZCOS7  — p. 

x\joulons   les  équations  analogues  relatives  aux  diffé- 
rents plans,  nous  aurons 

ni  =i  Y.X  =z  nl^  —  SPcosa, 
nn  =  27=  «Y  —  EPcosp, 
«Ç—  2z  =  «Z  —  2:Pcos7. 

De  ces  équations  on  tire  X,  Y,  Z  exprimés  linéaire- 
ment en  ^,  •/•/,  (^  et,  en  portant  dans  l'équation 

/(X,Y,Z)=o 

de  degré  m,  on  obtient  une  équation  de  même  degré  en 
^,  r;,  ^,  qui  est  l'équation  du  lieu.  Cn.  B. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  H.  Brocard. 


Question   1099 

(  TOir  2*  série,  t.  XI,  p.  180, et  t.  XII,  p.  5oo); 

Par    m.   MORET-BLANC. 


Sur  chacun  des  côtés  cVun  quadrilatère  circonscrip- 
lihle  on  construit  deux  triangles  isoscè/es  semblables. 
Soient  a,  3,  y,  d  les  points  de  rencontre  des  hauteurs 
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des  Lriangles  extérieurs  ;   a',  [3',  y',   c^'  ceux  des   hau- 


teurs des  triangles  intérieurs. 

i'^  Les  médianes  des  deux  quadrilatères  a^^yd , 
a'^'y'o'  se  coupent  en  un  même  point  qui  est  leur  mi- 
lieu. 

2"  Les  médianes  du  quadrilatère  cf.^yd  se  coupent  à 
angle  droit. 

3°  Dans  le  cas  du  triangle,  un  des  sommets  du  qua- 
drilatère donné  devient  le  point  de  contact  de  l'un  des 
cotés  du  triangle  auec  le  cercle  inscrit.  Les  deux  pro- 
priétés précédentes  subsistent. 

On  demande  quand  les  trois   conditions  sont  rem-\-^ 
plies.  (H.  BuocARD.) 

1°  Soit  G  le  point  de  concours  des  médianes  du  c[ua- 
drilalère  donné,  situé  au  milieu  de  chacune  d'elles,  cl 
centre  de  gravité  de  qualre  masses  égales  placées  aux 
quatre  sommets  du  quadrilatère.  La  somme  algébrique 
des  projections  des  quatre  demi-médianes  sur  un  axe 
quelconque  passant  par  G  est  égale  à  zéro.  Les  droites 
qui  joignent  les  extrémités  de  ces  médianes  respective- 
ment aux  points  a,  (3,  y,  d  ou  a',  (3',  y',  0'  peuvent  être 
regardées  comme  représentant  des  forces  égales  appli- 
quées aux  milieux  des  côtés  du  quadrilatère  donné,  per- 
pendiculaires et  proportionnelles  à  ces  côtés,  dirigées 
toutes  vers  l'extérieur  ou  vers  l'intérieur;  on  sait  que 
ces  forces  se  font  équilibre,  et  par  conséquent  la  somme 
de  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque  passant  par  G 
est  identiquement  nulle;  il  en  est  donc  de  même  de  la 
somme  des  projections  des  dioi tes  qui  joignent  le  point  G 
soit  aux  sommets  du  quadrilatère  a[jy^,  soit  à  ceux  du 
quadrilatère  oc'^'y'd'.  Donc  ce  point  est  le  centre  de 
gravité  de  quatre  masses  égales  placées  aux  sommets  de 
l'un  quelconque  de  ces  deux  quadrilatères,  et,  par  suite, 


o 
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il  est  le  point  de  concours  des  médianes  de  cliacun 
d'eux  et  le  milieu  de  chacune  d" elles. 

Cette  première  partie  du  tlie'orème  a  donc  toujojiirs 
lieu  (*). 

2°  Pour  que  les  médianes  du  quadrilatère  «j^y^  se 
coupent  à  angle  droit,  il  faut  et  il  suffit  que  les  dia- 
gonales a.'i  et  j3c)  soient  égales,  car  alors  les  médianes 
sont  les  diagonales  d'un  losange. 

Le  carré  d'une  droite  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
de  ses  projections  sur  deux  axes  rectangulaires. 

Supposons  que  a,  |3,  y,  0  soient  les  points  de  con- 
cours des  hauteurs  des  triangles  isoscèles  construits  res- 
pectivement sur  AB  =  rt,  BC  =  h^  CD  =:  c,  DA  =:  d^ 
et  que  2  w  soit  l'angle  au  sommet  des  triangles  isoscèles. 

En  projetant  ay  sur  AD  et  sur  une  perpendiculaire 
à  AD,  puis  sur  BC  et  sur  une  perpendiculaire  à  BC,  et 
ajoutant  les  résultats  pour  plus  de  symétrie,  on  a 

l-j.'j-  =1  a-  -\-  0-  ■--  — 


A  +  B  —  C  —  D         A— B-hC— D 

lac  ces ces 

2  2 

'  2C0S^w 

flffZ  ces  (  A -!- 01  )        <7ècos{B4-w) 
cosw  ces M 

hc  cos  (  C  -;-  w  cd  ces  '  D  -i-  w  ; 

COSw  COS&) 

On  trouve  de  même,  en  projetant  (3(^   sur  AB  et  sur 
une  perpendiculaire  à  AB,  puis  sur  CD  et  sur  une  per- 


(*)  M.  Pcllissier   fait   également  remarquer   que   cette  proposition  a 
lieu  ]>our  un  quadrilatère  quelconque. 
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pendiculaire  à  CD, 


2C0S''w 


B  +  C— D— A        A— B-f-C  —  D 

2  bel  cos  cos 


2  cos'  M 

<7r/  COS  { A  +  &>  )        rt  ^^^  cos  (  B 


COS&J  COSùJ 

bc  cos  (  C  +  w  ';        cd  cos  (  D  -l-  w  ) 


cos  01  COSOJ 


Égalant  ces  deux  valeurs  el  multipliant  par  acos'w, 
il  vient 


2  cos' w  —  I  )  (  6'  H-  d"^  —  «2  —  c-  ) 
A— B  4-C  — D 

=  2  cos 


B  -i-  C  —  D  —  A  A  H-  B  —  C  ~  D 

bd  cos <7CC0S 


Or 

2C0S-W  —    1   =:COS2co, 

et,  le  quadrilatère  ABCD  étant  circonscriptible, 

b  i-  d  =  a  -^■  c, 
d'où 

b-  -+-  d^  —  a-  — ■  c^  =  2  (  «c  —  bd]  ; 

la  relation  précédente  peut  donc  s'écrire 

!  C0S2W   a  c —  bd) 

\  A  —  B4-C  — D 


2 


,  ,  .        B  -f-  C  —  D  —  A  A  -J    B  -  C  —  D^ 

X  (  bd  cos fie  cos 
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d'où 


cns2w 


A— B-t-C  — D/,  ,       B-r-G— D  — A                 a  +  B  — G  — D 
cos I  bu  cos — accos 


(ic  —  bd 

Tel  doit  être  l'angle  au  sommet  des  triangles  isoscèles 
pour  que  la  deuxième  condition  soit  remplie. 

La  relation  (i)  est  satisfaite,  quel  que  soit  aw,  lorsque 
le  quadrilatère  donné  est  un  losange. 

Si  A  =  C,  la  relation  précédente  se  réduit  à 

A  —  B  -l-G  — D         B  — D 

C05?.  W  3=  —  cos COS    • 


Pour  le  quadrilatère  a'|S'y'o',  il  faut  changer  le  signe 
de  w,  ce  qui  ne  produit  aucun  changement  dans  la  for- 
mule définitive. 

3°  Dans  le  cas  d'un  triangle  ABC  circonscrit  à  un 
cercle,  le  sommet  D  devient  le  point  de  contact  du 
côté  AC;  tous  les  raisonnements  précédents  subsistent 
en  faisant  D  =  adroits.  La  formule  (i)  devient 


.     A  — B-^-G/^^.    Bh-C  — A              .    A-4-B  — G 
sm  (  ha  s\n —  —   ne  sin 


C0S2W  = 


ac  —  bd 


c  et  d  étant  les  deux  segments  du  côté  AC. 
Si  le  triangle  est  équilatéral,  on  a 


C0S2W  :^  —  Sin'30°  =:  —  y 

4 
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Questions  1218  et  1219 

(Toir  ?.' série,  t.  XVI,  p.   48); 

Par  m.  C.   m  or  eau, 

Capitaine  d'artillerie,  à  Calais. 

1218.  Pour  tout  nombre  impair  p^  on  peut  poser 

/?=P^-Q-<-R-i-S, 

;j==P2  4-  Q^_uR2-H  S\ 

P,  Q,  K,  S  étant  des  entiers^  dont  trois  ont  une  somme 
algébrique  égale  à  un  carré.  (S.  Realts.) 

Toul  nombre  iraj)air  est  la  somme  de  quatre  carrés 
dont  deux  sont  égaux  5  on  a  donc 

JJ  =  x'^  -\-  j'^  -+-  1  z', 

et  Ton  obtient  la  décomposition  suivante  : 

•^"  H-  J)'  -T-  2  3'  =  (jr  -f-  z)  [x.  —  z)  -i-  (j:  -4-  z]  [z  -t-  /) 

+  (.rH-z)(z  —j]  -f-(j^-f-z^— 2.rz), 

qui  satisfait  aux  conditions  imposées. 

1219.  Pour    tout    nombre   entier  p^   de    l'une    des 
Jormes 

on  peut  poser 

;p=P-f-Q-!-R-|-S, 
;,^  =z  P^  H- Q  +  R^  +  S% 

P,  Q,  R,  S  étant  des  entiers,  tels  que  la  somme  algé- 
brique 

P  H-Q  4-R-4-3S 

soit  égale  à  un  carré.  (S.  Réalis.) 

Toul  nombre  de  Tune  des  formes  4«    r- i ,  4 ''  -H  2, 
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8/i  -t-  3  est  la  somme  de  trois  carrés  \  on  a  donc 

/;»  =:  j:^ -4- j2  _i_  22j 
et  l'on  obtient  la  décomposition  suivante  : 

.^.2  4_  ^2  _|_   32  — -    f_r2  _     ,^.j    j_.  (^2  _  ,^^  j 

+  (z^—  xj)  +  ;.rj  -^  orz  +  jz) 
([ui  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé. 


Question  1230 

(voir  2'  série,  t.  XVI,  p.  239); 

Par    m.    BERTHOMIEU, 

Elève  du  lycée  de  Bordeaux. 

Soient  O  un  point  fixe  dans  le  plan  du  cercle  PQR, 
et  OPQ  une  sécante  sur  laquelle  on  prend  un  point  S, 
de  manière  que  OS  =  ÂOP-f-aOQ  (X  et  y.  étant  des 
constantes)  5  démontrer  que  l'enveloppe  d'une  perperi- 
diculaire  à  PQ,  menée  par  le  point  S,  est  une  conique. 

(R;-W.  Genèse.) 

Soient  C  le  centre  du  cercle,  a  son  rayon,  et  OC  =  c. 

Prenons  pour  origine  de  coordonnées  rectangulaires 
le  point  O,  et  pour  axe  des  x  la  droite  OC 5  le  cercle 
sera  alors  représenté  par  l'équation 

(,r  —  cY  -i-j'  =  a\ 

et  la  droite  OS  par 

cosa        sina        '  ' 
en  sorte  que  OP  et  OQ  sont  racines  de  l'équation 

p'  —  ICû  COs|a  -I-  c'  —  «^::=  o; 
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on  a  donc 

OP  =:  c  cosa  --  ^ar  cos'a  -\-  [a?  —  c^)  sin'a , 

OQ  ^^  c  cosa  —  y/a^  cosV.  -1-  [o}  —  c^)  sin'a, 

et  par  suite 

OSr=XOPH-piOQ 

r=  c(X  H-  y.)  cosa  -t-  [\  —  y.)  yrt^  cos^a  -;-  [cû  —  c'^  ;  sin^a; 

la  perpendiculaire  à  PQ,  menée  par  le  point  S,  a,  par 
conséquent,  pour  équation 

[a;  —   c[\  -\-  '^.]\  coSa  +  jKsina 

=  (À —  u.)  yrt'cos-a  -r-  [a- —  c^jsin^a. 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  est  constamment  tan- 
gente à  la  conique 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Si  «^c,  c'est-à-dire  si  le  point  O  est  intérieur  au 
cercle  PQR,  l'enveloppe  est  une  ellipse  5  si  a  <^  c,  c'est- 
à-dire  si  le  point  O  est  extérieur  au  cercle,  l'enveloppe 
est  une  hyperbole. 

Dans  le  cas  particulier  où  17.  rr::  o  et  À  =  i ,  l'enveloppe 
a  pour  équation 

{x  —  cY  y- 

a^  a'  —  c- 

ce  qui  démontre  cette  proposition  connue  : 

Si\  par  un  point  O,  on  mène  des  rayons  vecteurs  à 
un  cercle  C,  V enveloppe  des  perpendiculaires  élevées  à 
ces  rajons  par  leurs  extrémités  est  une  conique  qui  a  le 
point  O  pour  foyer  et  le  cercle  C  pour  cercle  prin- 
cipal. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  C.h.  Brunot,  élève 
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du  lycée  de  Dijon;  H.  Picat,  élève  du  lycée  de  Grenoble;  A.  Muffat, 
élève  du  lycée  de  Lyon;  Barthe,  élève  du  lycée  de  Bordeaux;  H.  Des- 
soudeix,  élève  du  lycée  de  Bordeaux;  G.  Lambiotte,  élève  de  l'École  des 
Mines  de  Liège;  E,  Paturet;  H.  Lez;  B.  Launoy  ;  E.  Ambert,  maître  ré- 
pétiteur au  lycée  de  Montpellier;  P.  Cassani,  professeur  à  l'Institut 
technique  de  Venise;  P.  Sondât;  B.  Robajlia  ;  M.  Couette;  Janiet,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Saint-Brieuc. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE    PAR    M.     MORET-BLAKC. 

Soit  A  un  point  quelconque  du  plan.  Abaissons  sur 
OPQ  la  perpendiculaire  A\  et  joignons  AS.  Pour  chaque 
position  de  la  sécante,  on  a  un  rayon  AV  et  un  rayon  AS; 
ces  rayons,  qui  se  correspondent  un  à  un,  forment  deux 
faisceaux  liomograpliiques,  dont  les  deux  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  A  à  l'en- 
veloppe. Celle  enveloppe  est  donc  une  courbe  de  seconde 
classe  et  par  conséquent  une  conique. 

Si  le  point  O  est  intérieur  au  cercle,  la  conique  a  des 
tangentes  parallèles  à  toutes  les  directions  :  c'est  une 
ellipse.  Si  le  point  O  est  au  centre  du  cercle,  les  tan- 
gentes à  l'enveloppe  sont  équidistantes  du  centre  :  l'en- 
veloppe est  un  cercle  concentrique  au  premier. 

Si  le  point  O  est  extérieur  au  cercle,  les  tangentes  à 
l'enveloppe  sont  perpendiculaires  aux  droites  menées  du 
point  O  dans  l'angle  TOT' des  tangentes  au  cercle  :  cette 
enveloppe  est  donc  une  liyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  perpendiculaires  aux  droites  OT,  OT'. 

Si  le  point  O  est  sur  la  circonférence,  ou  si  X  =  ^,  le 
lieu  du  point  S  est  une  circonférence  passant  par  O5 
l'enveloppe  est  le  point  de  cette  circonférence  diamé- 
tralement opposé  au  point  O. 

Note.  —  ■\1.  Laisnnt  a  résolu  la  question  par  la  méthode  des  équipol- 
lences. 
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SUR  LA.   REPRÉSENTATION   DES  SURFACES  ET  LES  PROJECTIONS 

des  cartes  géographiques  5 

Par  m.   a.   TISSOT, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


PRÉAMBULE. 

Objet  dit  Mémoire  et  de  chacun  des  Chapitres 
en  particulier. 

Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  l'élude  de  la  défor- 
mation dans  la  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre,  notamment  dans  la  construction  des  cartes  géo- 
graphiques. 

Le  premier  Chapitre  traite  de  la  loi  de  la  déformation 
et  des  propriétés  générales  qui  en  dérivent.  Le  deuxième 
est  consacré  à  la  résolution  de  cette  question  :  Trouver 
le  mode  de  projection  le  mieux  approprié  à  la  représen- 
tation plane  d'une  contrée  particulière.  Dans  les  deux 
derniers,  on  compare  entre  elles  les  diverses  projections 
des  caries  géographiques  au  point  de  vue  de  la  défor- 
mation. 

Nous  commençons  par  établir  en  partie  le  lemme  sui- 
vant, dont  la  démonstration  se  trouve  complétée  un  peu 
plus  loin  :  Q^uel  que  soit  le  système  de  projection,  il  y 
a,  en  tout  point  de  l'une  des  surfaces,  deux  tangentes 
perpendiculaires  entre  elles,  et,  si  les  angles  ne  sont  pas 
conservés,  ilj  en  a  deux  seulement,  telles  que  les  di- 
rectioîis  qui  leur  correspondent  sur  l'autre  surface  se 
coupent  aussi  à  angle  droit.  De  là  résulte   Texistence 

Jnn.  de  Mathémat.,  1^  série,  t.  XVII.  (Février  1878.)  4 
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de  deux  séries  uniques  de  courbes  orihogonales  ayant 
aussi  leurs  projections  orthogonales.  En  faisant  varier 
de  toutes  les  manières  possibles  le  mode  de  succession 
des  courbes  de  cliarpe  série,  on  obtient  une  infinité  de 
doubles  canevas  dont  chacun  décompose  les  deux  sur- 
faces en  reciangles  infiniment  petits,  et  qui  sont  les  seuls 
à  posséder  celte  propriété  dans  le  système  de  projection 
que  l'on  considère. 

La  déformation  est  soumise  à  une  loi  qui  ne  dépend 
ni  de  la  nature  des  surfaces  ni  du  mode  de  représentation 
adopté  :  Toute  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre  peut  être  remplacée,  autour  de  chaque  point,  par 
une  projection  orthogonale  faite  à  une  échelle  conve- 
nable (*).  Le  lemmeétabli  préalablementpermetdedonner 
de  celte  loi  une  démonsiration  géométrique  très-simple. 
En  suivant  une  marche  inverse,  il  serait  facile  de  con- 
stater analytiquement  qu'un  cercle  infiniment  petit 
tracé  autour  d'un  point  quelconque  de  la  première  sur- 
face, dans  le  plan  tangent  en  ce  point,  est  remplacé  sur  la 
seconde  par  une  ellipse,  ce  qui  prouverait  autrement  la 
loi  énoncée  ainsi  quelelemme  (**)•  De  celte  loi  découlent 
un  grand  nombre  de  propriétés  ('*''''*). 


(*)  Dans  les  figures  homographiques,  les  relations  métriques  sont 
une  conséquence  des  relations  descriptives  (Rlémoire  de  M.  Chasles, 
faisant  suite  à  V Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des 
méthodes  en  Géométrie).  Cette  propriété  fondamentale,  dont  Abel  Tran- 
son  a  donné,  dans  les  Nouvelles  Annales,  une  démonstration  analytique, 
se  déduit  immédiatement  de  la  loi  de  la  déformation. 

("*)  Celte  loi  et  ce  lemme  ont  leurs  analogues  dans  la  représentation 
des  figures  à  trois  dimensions. 

(***)  Dans  le  tome  XLIX  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  nous  avons  publié,  sans  démonstration,  les  énoncés 
de  ces  propriétés  et  celui  de  la  loi  sur  laquelle  elles  reposent.  Depuis, 
ils  ont  été  reproduits  par  M.  A.  Germain  dans  son  Traité  des  projections 
des  cartes  géographiques,  et  par  iM.  Ulysse  Diui  dans  son  Mémoire  Sopra 
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SI  l'on  adopte  comme  unité  le  rayon  du  cercle  infi- 
niment petit,  l'ellipse  qui  représente  ce  cercle  et  con- 
stitue une  sorte  à' indicatrice  du  mode  de  pi'ojeclion  au 
point  considéré  aura  ses  dimensions  exprimées  par  des 
nombres  finis.  Connaissant  ses  axes,  on  pourra  calculer 
l'altération  éprouvée  par  un  angle  donné,  le  maximum 
dont  celte  altéiation  est  susceptible,  les  rapports  suivant 
lesquels  les  longueurs  se  trouvent  modifiées  dans  les 
diverses  directions,  le  plus  grand  et  le  plus  petit  de  ces 
rapports,  lesquels  sont  précisément  égaux  aux  demi-axes, 
enfin  l'alléralion  de  superficie.  Quant  aux  longueurs  et 
aux  directions  des  axes,  nous  établirons  les  formules  qui 
servent  à  les  déterminer  en  fonction  de  deux  coordonnées 
fixant  à  la  fois  la  position  de  chaque  point  sur  la  pre- 
mière surface  et  celle  de  sa  projection  sur  la  seconde. 

Ayant  ainsi  fourni  le  moyen  d'étudier  la  déformation 
produite  autour  de  chaque  point,  nous  l'ésoudrons  d'autres 
questions  dans  lesquelles  il  s'agira  de  trouver  sur  les 
deux  surfaces,  soit  les  couples  de  séries  de  lignes,  soit  les 
doubles  canevas  remplissant  certaines  conditions,  par 
exemple  les  séries  de  lignes  sur  lesquelles  les  longueurs 
se  trouvent  modifiées  dans  un  rapport  constant,  ou,  plus 
généralement,  dans  un  rapport  exprimé  par  une  fonction 


alcuni  punti  délia  teoria  délie  superficie  [^Volumi  delV  Accademia 
dei  XL,  3°  série,  t.  I),  accompagnés  de  démonstrations  propres  à  ces 
deux  auteurs,  mais  moins  simples  que  celles  que  nous  avions  en  vue  et 
que  nous  donnons  ici. 

!M.  Dini  a  fait  voir  de  plus  que  toute  la  théorie  de  la  courbure  des 
surfaces  peut  se  déduire  des  propriétés  générales  dont  nous  venons  de 
parler.  Il  y  est  parvenu  en  les  appliquant  à  la  représentation  d'une  sur- 
face sur  une  sphère,  effectuée  d'après  la  méthode  de  Gauss,  méthode 
dans  laquelle  on  considère  comme  points  correspondants  ceux  pour  les 
quels  les  normales  sont  parallèles. 

Grâce  à  M.  Faye,  la  lui  de  la  déformation  a  aussi  trouvé  place  dans  le 
Cours  d'.vstronomie  de  l'École  Polytechnique. 

4. 
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connue  des  deux  coordonnées,  les  doubles  canevas  formés 
de  rectangles  infiniment  petits,  ceux  dont  les  angles 
vaiient  suivant  une  loi  donnée,  ceux  qui  décomposent  les 
sui  faces  en  une  infinité  de  losanges. 

On  appliquera  les  théories  du  premier  Chapitre  à  deux 
modes  particuliers  de  représentation  plane  d'une  surface 
Cjuelconque  de  révolution. 

Dans  le  deuxième  Chapitre,  nous  donnons  le  moyen 
de  déterminer,  pour  les  cartes  décentrées  d'une  étendue 
comparable  à  celle  de  la  France,  quel  est  le  système  de 
projection  qui  occasionne  la  déformation  la  plus  faible, 
non-seulement  parmi  ceux  qui  ont  été  considérés  jusqu'à 
présent,  mais  parmi  tous  ceux  qu'il  serait  possible  d'ima- 
giner. Afin  de  préciser  davantage,  disons  qu'il  s'agit  d'un 
systèuie  qui,  tout  en  ne  produisant  que  des  altérations 
d'angles  de  quelques  secondes,  par  conséquent  insigni- 
fiantes, réduise  à  son  minimuni  la  plus  grande  alîéralion 
de  longueur.  Les  coordonnées  rectangulaires  des  divers 
points  de  la  carte  seront  expriméespar  des  formules  assez 
simples,  les  mêmes  quel  que  soit  le  pays  à  représenter  \ 
certains  paramètres  qui  figurent  dans  ces  formules  varient 
seuls  d'un  pays  à  l'autre  •,  on  en  trouve  les  valeurs, 
dans  chaque  cas  particulier,  à  l'aide  d'un  procédé  gra- 
phique (*).  Une  méthode  analogue  serait  applicable  à  la 
recherche  d'un  mode  de  projection  qui,  tout  en  n'al- 
térant les  aires  que  de  quantités  négligeables,  réduirait  à 
son  minimum  la  plus  grande  altération  d'angle  dans  la 
représentation  d'un  pays  donné. 


(*)  Le  tome  Ll  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  renferme  une  Note  dans  laquelle  nous  avons  fait  connaître  les 
formules  et  le  procédé  en  question,  et  dont  le  tome  XXI  des  Monthly 
'Notices  of  the  Rojal  astronomical  Society  a  donné  une  traduction 
anglaise. 
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Les  régions  peu  éleuducs  dans  tous  les  sens  ne 
sont  pas  les  seules  pour  les({uelles  nous  donnions  le 
moyen  de  déterminer  le  meilleur  mode  de  projection. 
Nous  avons  résolu  la  même  question  pour  toute  zone 
comprise  entre  deux  parallèles  dont  la  dilïérence  des  la- 
titudes n'atteint  pas  un  trop  grand  nombre  de  degrés,  et 
aussi  pour  tout  fuseau  limité  par  deux  méridiens  dont 
l'angle  remplit  une  condition  analogue. 

Les  applications  porteront  principalement  sur  les 
cartes  de  France,  d'Espagne,  d'Egypte  et  d'Algérie. 

Les  deux  derniers  Chapitres  se  composent  presque  ex- 
clusivement de  tableaux  renfermant  environ  huit  mille 
nombres  à  l'aide  desquels  on  pourra  se  rendre  un  compte 
exact  de  la  déformation  produite  par  les  divers  systèmes 
de  projection  qui  ont  été  jusqu'ici  adoptés  ou  seulement 
proposés  ""  pour  la  construction  des  cartes  géogra- 
phiques (■*').  Dans  le  Chapitre  III,  où  l'on  a  en  vue  la 
représentation  de  tout  un  hémisphère,  les  tableaux  se 
rapportent,  pour  la  plupart,  à  des  points  situés  de  i5  en 
i5  degrés  de  latitude  et  de  i5  en  i5  degrés  de  longitude-, 
dans  le  Chapitre  I\  ,  ils  se  i^apportent  à  des  points  plus 
rapprochés  sur  des  cartes  de  moindre  étendue  -,  en  tout 
cas,  ils  font  connaître  principalement,  pour  chacun  des 
points  considérés,  le  maximum  de  l'altération  d'angle. 


(*)  Dans  le  principe,  nous  nous  étions  borné  à  considérer  onze  sys- 
tèmes de  projection  {^Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  L  ;  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  XIX  j  Cosmos, 
année  i865  ).  L'extension  donnée  depuis  à  notre  travail  en  a  re- 
tardé la  publication,  mais  elle  nous  met  à  même  aujourd'hui  de  fournir 
aux  constructeurs  de  cartes  de  Géographie  et  aux  personnes  qui  veulent 
faire  de  ces  cartes  \\n  usage  rationnel  des  documents  utiles  en  grande 
quantité.  C'est  seulement  à  l'aide  de  documents  de  cette  nature  que  l'on 
peut  reconnaître,  parmi  les  divers  systèmes  de  projection,  celui  qui 
convient  le  mieux  à  la  représentation  d'une  portion  donnée  de  la  surface 
terrestre. 
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en  degrés  cl  minutes,  les  valeurs  extrêmes  du  rapport 
dans  lequel  les  longueurs  se  trouvent  modifiées,  avec  trois 
chiffres  décimaux,  enfin  le  rapport  des  éléments  super- 
ficiels avec  la  même  approximation.  Les  ensembles  de 
formules  qui  nous  ont  servi  à  calculer  ces  résultats  nu- 
mériques varient  d'un  système  de  représentation  à  un 
autre,  mais  tous  se  déduisent  des  formules  généi'ales 
établies  dans  le  premier  Chapitre  :  afin  d'abréger,  nous 
nous  abstiendrons  de  les  reproduire  (*)-,  seulement,  à 
cause  de  la  confusion  qui  règne  dans  la  nomenclature 
des  diverses  projections,  il  sera  nécessaire  que  nous 
donnions  en  quelques  mots  la  définition  de  chacune 
d'elles. 

Nos  tableaux  ne  concernent  pas  seulement  les  modes 
de  représentation  qui  ont  été  mentionnés  jusqu'à  pré- 
sent, mais  aussi  certains  autres  que  les  considérations 
suivantes  nous  engagent  à  proposer.  La  plupart  des  pro- 
jections sont  susceptibles  d'être  réparties  en  groupes  tels 
que,  dans  chacun,  elles  ne  diffèrent  les  unes  des  autres 
que  par  la  valeur  d'un  paramètre.  Parmi  ces  groupes,  il 
y  en  a  dont  toutes  les  projections  conservent  les  angles, 
d'autres  dans  lesquels  une  seule  projection  jouit  de  celte 
propriété,  d'autres  enfin  dans  lesquels  aucune  ne  la  pos- 
sède :  on  peut  chercher,  pour  chacun  de  ces  derniers, 
quelle  est  la  valeur  du  paramètre  qui  réduit  à  son  niini- 
mwn  la  plus  grande  des  altérations  d'angles  de  la  carte. 
Une  question  analogue  se  présente  à  propos  des  aires,  de 
même  aussi  à  propos  des  longueurs,  qui  du  reste  ne  se 
trouvent  conservées  sur  aucune  projection.  Les  solutions 
des  cjueslions  ainsi  posées  dépendent  nécessairement  de 


(*)  Nous  comptons  revenir  ailleurs  sur  ce  sujet.  Dans  le  tome  XXI  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  nous  avons  étahli  directement  les  for- 
mules relatives  à  la  projection  dite  de  Bonne  ou  du  Dépôt  de  la  Guerre, 


(  55  ) 
l'étendue  et  de  la  forme  des  pays  que  Ton  veut  repro- 
duire 5  celles  que  nous  avons  obtenues  permettront  de 
remplacer  les  projections  actuellement  en  usage  par 
d'autres  plus  avantageuses,  et  de  représenter  avec  moins 
de  déformation  des  portions  considérables  de  la  sur- 
face terrestre,  telles  qu'un  hémisphère,  les  trois  parties 
de  l'ancien  continent,  les  deux  Amériques,  l'empire 
russe,  etc.  (A  suUre.) 


sur.  LA  CAUDIOIDE; 

Par    m.    LAGUERRE. 


I .  La  cardioïde  est  répicycloïde  engendrée  par  un 
point  dun  cercle  mobile  qui  roule  sans  glisser  sur  un 
cercle  de  même  rayon. 

C'est  une  courbe  de  troisième  classe  et  du  quatrième 
degré  (*),  ayant,  par  conséquent,  une  tangente  double  et 
trois  points  de  rcbroussement^  deux  de  ces  points  de  re- 
broussemeni  sont  les  ombilics  du  plan.  Les  trois  foyers 
de  la  courbe  se  réduisent  à  un  seul  foyer  F,  qui  est  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  menées  aux  ombilics. 

La  cardioïde  peut  donc  être  définie  comme  une  courbe 
de  troisième  classe^  ayant  une  tangente  double  et  un 
foyer  singulier  de  rebroussement. 

2.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  m'appuierai  principa- 
lement sur  les  deux  propositions  suivantes  : 

PiioposiTiON  I  (**).  —  Si,  par  un  point  quelconque  du 


(*)  Voir  Salmox,  lligher  plane  curves.  p.  270. 

(**  )  Voir  ma  Note  intitulée  :  Théorèmes  généraux  sur  les  cour  fies  algé- 
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plan,  on  mène  les  trois  tangentes  à  une  courbe  de  troi- 
sième classe,  et  si  V  on  joint  ce  point  aux  trois  foyers  de 
la  courhe,  les  deux  faisceaux  de  droites  ainsi  obtenus 
ont  même  orientation,  c  est-à-dire  que  la  somme  des 
angles  que  chacune  des  droites  du  premier  faisceau  fait 
avec  une  direction  arbitraire  est  égale,  à  un  multiple 
près  de  r,  à  la  somme  des  angles  que  font,  avec  cette 
même  direction,  les  droites  du  second  faisceau. 

Proposition  II  (*),  —  Si,  par  un  point  quelconque  M 
du  plan,  on  mène  les  trois  tangentes  à  une  courbe  de 
troisième  classe,  le  centre  harmonique  des  trois  points  de 
contact,  relativement  au  point  M,  est  le  même  que  le 
centre  harmonique  des  trois  foyers  relativement  à  ce 
même  point.  En  d'autres  termes,  la  polaire  du  point  M, 
relativement  au  triangle  J orme  par  les  normales  menées 
à  la  courbe  par  les  trois  points  de  contact  des  tangentes, 
se  confond  avec  la  polaire  du  même  point  relativement 
an  triangle  formé  par  les  droites  menées  par  chacun  des 
foyers  perpendiculairement  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point  M. 

3.  Les  foyers  de  la  cardioïde  se  confondent  tous  les 
trois  avec  le  foyer  singulier  F  de  cette  courbe.  On  dé- 
duit donc  immédiatement  de  la  proposition  I  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  d'un  point  quelconque  M  on  mène 
les  trois  tangentes  à  la  cardioïde,  la  somme  des  angles 
que  font  ces  droites  avec  la  droite  MF  est  égale  à  un 
multiple  de  tï. 


briques  (^Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  janvier 
i865). 

(  *  )  J-^oir  ma  Note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes 
planes  (^Bulletin  de  la  Société  philomathique,  février  i86;). 


(  57) 

La  cardioide  a  un  troisième  point  de  rebroussemeni 
réel  R,  et,  d'après  un  tliéorème  très  connu,  la  tangente 
en  R  passe  par  le  point  F.  D'un  point  quelconque  de  la 
droite  FR,  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe, 
dont  l'une  se  confond  avec  FR.  Du  théorème  précédent 
il  résulte  que  les  deux  autres  tangentes  sont  également 
inclinées  sur  FR.;  donc  : 

La  cardioide  est  symétrique  par  rapport  à  V axe  FR. 

4.  La  proposition  II,  aj)pliquée  à  la  cardioide,  donne 
de  même  le  théorème  suivant  : 

THÉorvÈMEÏI.  — Si  d'un  point  quelconque  M  on  mène 
les  trois  tangentes  à  la  cardioide  et  les  normales  aux 
points  de  contact,  le  pied  de  la  perpendiculaire ,  abaissée 
du  point  M  sur  sa  polaire  relativement  au  triangle 
formé  par  les  normales,  est  le  foyer  de  la  courbe. 

Ce  que  Ton  peut  encore  exprimer  sous  la  forme  sui- 
vante, plus  commode  dans  les  applicatiojîs  : 

Soient  N,  N',  W  les  normales  menées  aux  trois  points 
de  contact  et  $  la  droite  menée  par  le  point  F  perpen- 
diculaire me  tit  à  FM;  SI,  par  le  point  M,  on  mène  une 
sécante  arbitraire  coupant  respecti^^ement  les  droites  N, 
N',  W  et  <î>  aux  points  n^  //,  n"  et  cp,  on  a,  entre  ces 
points,  la  relation 

M^  "~  M«  "*~  RÎv?  "^  M«'" 

5.  Supposons,  en  particulier,  que  le  point  soit  pris  sur 
la  droite  FR;  désignons  par  T  ce  point,  par  M  le  point 
de  contact  d'une  des  tangentes,  distinctes  deTF,  que  l'on 
peut  mener  à  la  courbe  par  le  point  T,  enfin  par  N  le 
point  où  la  normale  au  point  M  rencontre  l'axe  FR.  Il 
est  clair  que  la  normale  menée  par  le  troisième  point  de 
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contact  rencontrera  également  au  point  N  Taxe  de  symé- 
trie. En  prenant  donc  pour  sécante  l'axe  lui-même,  l'é- 
quation précédenle  donnera  la  relation 


(') 


_3^ 
ÏF 


2 

TN 


Tr 


qui  lie  entre  eux  les  points  de  rencontre  de  l'axe  avec  la 
tangente  et  la  normale  menées  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe. 

6.   Soient  (y?^.  i)  une  cardioïde  ayant  pour  foyer  F, 
pour  axe  FA,  et  Aa  la  tangente  double  de  cette  courbe, 


•ig.  i. 


B/u      y   c 


Aa 

YÂ 


K      \       i 

«  étant  le  point  de  contact  situé  au-dessus  de  Taxe. 

Portons  à  gauche  du  foyer  F  une  longueur  FB  = 

AF 
et  à  gauche  du  point  A  une  longueur  AR  =  -— ,    puis 

aux  points  B,  R  et  A  élevons  à  l'axe  des  perpendiculaires 
BB',  RR'  et  AA'. 

Cela  posé,  par  le  point  F,   menons  deux  droites   rec- 
tangulaires quelconques  rencontrant  respectivement  les 
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droites  BB'  et  AA'  aux  points  N  et  T.  Au  point  I,  où  la 
droite  FT  coupe  RR',  menons  une  perpendiculaire  à  FT 
et  appelons  H  le  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre 
la  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point  T 5  menons  enfin 
la  droite  NH. 

Je  dis  que  la  jyerpendiculaire  abaissée  du  point  T  sur 
NH  est  tangente  à  la  cardioïde,  le  point  de  contact 
étant  précisément  le  pied  M  de  cette  perpendiculaire ^ 
en  sorte  que  MN  est  normale  à  la  courbe. 

Pour  le  démontrer,  je  ferai  remarquer  que,  des  trois 
tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  le  point  T, 
deux  se  confondent  avec  la  tangente  double,  leurs  points 
de  contact  étant  d'ailleurs  le  point  a  et  son  symétrique  a! 
par  rapport  à  l'axe.  Les  normales  en  ces  deux  points 
sont  les  droites ap  et  a'f^'  parallèles  à  l'axe.  La  troisième 
tangente  touche  la  courbe  en  un  point  variable  avec  la 
position  du  point  T  ;  désignons  pour  un  instant  par  A  la 
normale  au  point  de  contact. 

Il  suit  du  théorème  II  que  la  polaire  du  point  T  rela- 
tivement à  la  droite  NF  (cette  droite  étant  considérée 
comme  triple)  se  confond  avec  la  polaire  de  ce  même 
point  relativement  aux  droites  aj3,  a'p'  et  A. 

Les  triangles  semblables  BNF  et  FAT  donnent  la  re- 
lation 

BN  X  AT  =  BF  X  FA  =  Aa'  ; 

de  là  résulte  que  la  polaire  du  point  T,  relativement  aux 
droites  aj3  et  a'jS',  est  la  droite  NL  menée  par  le  point  N 
parallèlement  à  l'axe. 

La  proposition  précédente  peut  par  suite  s'énoncer 
ainsi  :  La  polaire  du  point  T  relativement  à  la  droite 
A  et  à  la  droite  NL  (cette  dernière  étant  considérée 
comme  double)  se  confond  avec  la  polaire  de  ce  point 
relativement  à  FN  (cette    dernière  droite    étant  consi- 


(  6o  ) 
dérée  comme   triple);  et  de   là  résulte    d'abord  que  la 
droite  A  passe  par  le  point  N. 

Pour  en  déterminer  un  autre  point,  menons  par  le 
point  T  une  parallèle  à  l'axe-,  soient  Q  (*)  le  point  où 
celte  parallèle  rencontre  NF,  et  H  le  point  où  elle  ren- 
contre A. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  ci-dessus,  on  aura 

3   _  _i_ 
ÏQ  ~  TH  * 

Menons  par  le  point  H  une  perpendiculaire  à  FT;en 
désignant  par  1'  son  pied,  on  voit  que  les  deux  triangles 
FQT  et  l'HT  sont  semblables  et  donnent  la  proportion 

rr  _  HT  _  1 

FT  ~  TQ  ~  3' 

IT  est  dans  le  tiers  de  FT  et  le  point  I'  se  confond  avec 
le  point  T. 

La  proposition  précédente  est  donc  entièrement  dé- 
montrée. 

Elle  donne  un  moyen  facile  de  mener  à  la  cardioïde 
une  tangente  par  un  point  quelconque  de  la  tangente 
double,  ou  encore  de  lui  mener  une  normale  par  un 
point  quelconque  de  la  droite  BB'qui,  il  est  facile  de  le 
voir,  passe  parles  deux  points  de  la  courbe  où  la  tangente 
est  parallèle  à  l'axe. 

En  particulier,  on  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si,  par  un  point  quticonque  delà 
cardioïde ,  o/i  mène  la  tangente  et  la  normale  à  la 
courbe  et  si  Von  désigne  par  T  le  point  où  la  tangente 
rencontre  la  tangente  double  AA',  par  N  le  point  où  la 


{*)  I.es  points  Q  et  a',  ainsi  que  la  droite  vJ [i' ,  ne    se  trouvent  pas 
sur  la  figure;  le  lecteur  est  prié  d'y  suppléer. 
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normale  rencontre  la  droite  BB'  qui  joint  les  points  de 
la  courbe  oii  la  tangente  est  parallèle  à  Vaxe,  les  deux 
points  T  et  N  sont  vus  du  fojer  suivant  un  angle  droit. 

7.iQuelques  remarques  sur  ce  qui  précède  ne  seront 
pas  inutiles. 

Au  point  a  la  normale  rencontre  l'axe  à  l'infini  et  la 
tangente  le  rencontre  au  point  A  ;  en  désignant,  pour  un 
instant,  par  R'  le  point  de  rebroussement  de  la  courbe, 
on  aura  donc,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

3    _     I 
ÂF  "  ÂK'' 

d'où  AR'  =  AR.  Le  point  Rest  donc  le  point  de  rebrous- 
sement. 

Si  l'on  considère  l'un  des  points  situés  sur  la  droite 
BB'  et  où  la  tangente  est  horizontale,  le  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  avec  l'axe  esta  l'infini  et  le  point 
de  rencontre  de  la  normale  est  en  B.  En  vertu  de  la  re- 
lation (i),  on  aura  donc 

FA 
BR=:3BF,     d'où     BF  =  RA  =  -^. 

Les  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  du 
point  T  sont,  d'une  part,  la  droite  TM  et,  d'autre  part, 
la  droite  Ta,  cette  dernière  étant  comptée  deux  fois. 

En  vertu  du  théorème  I,  on  a  donc 

MTI  +  2A'TI  =  mult.7r; 
OU,  si  l'on  pose. 

HTI  =  <p     et     MTH  =  9, 
Ô+  ^o  —  r.. 

Au  moj'en  des  équations  précédentes,  il  est  fcicile  d'é- 
tablir un  grand  nombre  de  relations  entre  les  éléments 
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de  la  fi  g.  i  ;  j^'  iiie  bornerai  à  mentionner  les  sui- 
vantes ; 

NM=:JN'F -+- ABsinç, 

TF=TM4-ABcosç. 

8.    Le    point    D    étant    déterminé    par    la     relation 

BC 
BD  =  -—1  élevons  en  ce  point  une  droite  DD'  perpendi- 
culaire à  l'axe-,  soit  K.  le  point  où  cette  perpendiculaire 
coupe  INF.  Menons  KL  perpendiculaire  à  jNF  et  jNL 
parallèle  à  l'axe;  abaissons  enfin,  du  point  de  rencontre 
L  de  ces  deux  lignes,  une  perpendiculaire  sur  la  nor- 
male MN. 

Je  dis  que  le  point  y,  où  elle  rencontre  cette  normale, 
est  le  centre  de  courbure  de  la  cardioïde  au  point  M. 

Soit,  en  effet,  P  le  point  où  cette  droite  coupe  FT,  on 
démontrera  aisément,  en  s' appuyant  sur  les  propositions 
précédentes,  que 

FP  =  -FT; 

9 

par  suite,  le  point  P  décrit,  lorsque  le  point  M  se 
déplace  sur  la  courbe,  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
et  dont  le  pied  est  à  une  distance 

FC  =  i  FB. 

En  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  on  voit  aisé- 
ment que  la  normale  NM  enveloppe  une  cardioïde  ayant 
pour  tangente  double  13B'  et  pour  foyer  le  point  F. 

Le  point  de  contact  de  la  normale  avec  l'enveloppe  est 
le  point  y^  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  voit  aussi  que  la  développée  de  la  cardioïde  est 
une  cardioïde  semblable  à   la  proposée,   le  rapport  de 

réduction  étant-?  proîiosiiion  d'ailleurs  bien  connue. 
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9.  Un  auire  mode  de  génération  de  la  cardioïde  mérite 
d'être  signalé. 

Soient  [fig.  a)  un  cercle  ayant  pour  centre  F  et  un 
point  fixe  P  pris  sur  cette  courbe.  Par  le  point  P  menons 
une  sécante  quelconque  coupant  le  cercle  en  M;  par  le 
centre  F  menons  une  parallèle  à  celte  sécante  rencon- 
trant le  cercle  aux  points  A  et  B,  joignons  enfin  MA 
et  MB.  Ces  droites  enveloppent,  lorsqu'on  fait  varier  la 
direction  de  la  sécante,  une  courbe  qui  est  évidemment 
de  troisième  classe  et  unicursale. 


Si  l'on  cherche  les  tangentes  isotropes  que,  d'après  la 
construction  précédente,  on  peut  mener  à  la  courbe,  on 
trouve  facilement  qu'elles  passent  par  le  point  F;  d'ail- 
leurs la  courbe  n'est  évidemment  pas  tangente  à  la  droite 
de  l'infini. 

On  en  conclut  que  cette  courbe  est  de  troisième  classe, 
unicursale,  et  à  foyer  singulier  triple,  par  conséquent 
c'est  une  cardioïde.  Quelques  propriétés  intéressantes 
se  déduisent  du  mode  de  génération  que  je  viens  d'indi- 
quer. 

11  est  facile,  en  premier  lieu,  de  trouver  le  point  de 
rebroussement  de  la  courbe.  Je  remarquerai,  à  cet  etlet. 
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que  si,  au  point  F,  on  élève  une  perpendiculaire  au  rayon 
FP,  la  droite  HP  est  une  tangente  à  la  courbe  et  qui 
la  louche  au  point  I  déterminé  par  la  relation 

Au  point  I,  menons  la  normale  à  la  courbe  et  soit  K 
le  point  où  elle  rencontre  l'axe,  en  désignant  par  R  le 
point  de  rebroussement  de  la  cardioïde;  on  aura,  en 
vertu  de  la  relation  (i), 

3 2  I 

PF~  TK  "^  PR' 

d'où  l'on  déduit 

FR=-3-. 

Considérons,  en  second  lieu,  un  point  quelconque  M 
du  cercle;  si,  par  F,  on  mène  une  parallèle  à  iNlP  ren- 
contrant le  cercle  aux  points  A  et  B,  deux  des  tangentes 
que  l'on  peut  mener  du  point  M  à  la  courbe  sont  les 
droites  MA  et  MB. 

La  troisième  tangente  s'obtiendrait  en  menant  par  le 
point  P  une  parallèle  à  MF  et  en  joignant  au  point  M  le 
point  C  où  cette  parallèle  coupe  le  cercle. 

On  voit  que  les  deux  tangentes  MA  et  MB  sont  à  angle 
droit  5  d'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Si\  d'un  point  quelconque  du  cercle 
K  passant  par  le  sommet  de  la  cardioïde  et  ayant  pour 
centre  son  foyer,  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe, 
deux  de  ces  tangentes  sont  recta?igulaires  (*). 

iO.  Considérons  i/ig.  a)  les  deux  points  M  et  C  qui 


(*)  Voir  a.  ce  sujet  ma  ?('ote  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième 
classe,  communiquée  à  la  Société  mathématique  en  novembre  1S77. 
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sont  les  extrémités  d'une  corde  tangente  à  la  cardioide^ 
on  voit  immédiatement  sur   la  figure  que  l'arc   MH  est 
la  moitié  de  l'arc  PC. 

La  cardioïde  peut  donc  être  considérée  comme  l'ern^e- 
loppe  de  la  corde  qui  joint  deux  /)oints  mobiles  sur  un 
cercle,  ce»  deux  points  décrivant  le  cercle  dans  le  même 
sens  et  l'un  ayant  une  vitesse  double  de  la  vitesse  de 
l'autre. 

Supposons  que  les  deux  points  M  et  C  se  soient  dé- 
placés infiniment  peu  et  soient  venus  en  M' et  C;  dési- 
gnons par  T  le  point  de  rencontre  de  MC  et  de  M'C.  On 

aura  MM' =- ce  5   d'autre    part,    les    triangles    sem- 
blables MM'T  et  CC'T  donnent 

MM'    _  MT  _  I 

lîC   ~  TG'  ~ï* 
A  la  limite  on  a 

TC 
donc  ;  2 

Théorème  V.  —  La  corde  interceptée  par  le  cercle  K 
sur  une  tangente  quelconque  à  la  cardioïde  est  par- 
tagée par  le  point  de  contact  en  deux  segments  dont 
l'un  est  le  double  de  Vautre. 

II.  D'autres  propriétés  des  normales  à  la  cardioïde 
peuvent  être  déduites  par  des  considérations  entièrement 
diiïérentes  de  celles  qui  précèdent,  et  en  s'appuyani  seu- 
lement sur  la  propriété  suivante,  à  savoir  que  : 

La  cardioïde  ajant  un  axe  de  symétrie  et  ayant 
pour  points  de  rebroussement  les  ombilics  du  plan, 
tout  cercle  ayant  son  centre  sur  Taxe  de  symétrie  ne 
rencontre  la  portion  de  la  courbe  située  au-dessus  de 
l'axe  qu'en  deux  points  distincts  des  ombilics. 

Ànn.  de  Mathéinat.,'1'^  iciic,  t.  XVII.  (Février  1S78.)  5 
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De    là    résulte   imméJialement    la    proposiliou    sui- 


vante 


Théorème  VI.  —  Étant,  pris  deux  points  fixes  quel- 
conques A  eî  B  sur  la  cardioïde,  soit  C  U7i  point  mobile 
sur  cette  courhe  ;  sur  les  milieux  des  cordes  CA  et  CB^ 
élei^ons  respectivement  des  perpendiculaires  à  ces  cordes 
et  soient  I  ef  K  les  points  oit  ces  perpendiculaires  cou- 
pent l'axe.  Quelle  que  soit  la  position  du  point  C  sur 
la  courbe,  la  di^èrence 

I  I 

Fï  ~  FR 
demeure  constante. 

Démonstration.  — Je  supposerai,  pour  fixer  les  idées, 
que  les  points  A,  B,  ainsi  que  le  point  mobile  C,  sont 
sur  la  partie  de  la  courbe  située  au-dessus  de  l'axe;  et, 
pour  plus  de  clarié,  je  considérerai  d'abord,  au  lieu  de  la 
cardioïile,  une  spirir/ue  quelconque,  c'est-à-dire  une 
courbe  du  quatrième  ordre,  ayant  un  axe  de  symétrie  et 
pour  points  doubles  les  deux  ombilics  du  plan.  Une  spi- 
rique,  comme  on  le  voit  aisément,  jouit  de  la  propriété 
qu'un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  de  symétrie  ne 
rencontre  la  courbe  qu'en  deux  points  situés  au-dessus 
de  l'axe  et  distincts  des  ombilics. 

Cela  posé,  A  et  B  désignant  deux  points  fixes  de  la  spi- 
rique  et  C  un  point  variable  sur  cette  courbe,  par  les 
milieux  des  cordes  CA  et  CB  élevons  des  perpendicu- 
laires à  ces  droites-,  soient  I  et  K  les  points  où  ces  per- 
pendiculaires coupent  respectivement  l'axe  de  la  spi- 
rique. 


C)  Les  considérations  qui  suivent  s'appliquent  également  aux  coni- 
ques et  aux  anallagmaliques  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  qui  ont 
un  axe  de  symétrie.  J^oir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  spiriques  [Bulletin 
de  la  Société  philomathique,  novembre    1869;. 
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J'établirai  d'abord  que  les  points  I  et  K  déterminent 
sur  l'axe,  lorsque  le  point  C   se  déplace,  une  division 
homographique. 

En  effet,  le  point  I  étant  donné,  le  point  C  se  trouve 
au-dessus  de  l'axe  et  à  l'intersection  de  la  courbe  avec  b^ 
cercle  décrit  du  point  I  comme  centre  avec  lA  pour 
rayon*,  cepoint  est  donc  parfaitement  déterminé,  puisque 
ce  cercle  ne  rencontre  la  courbe  au-dessus  de  l'axe  qu'en 
deux  points  distincts  des  ombilics. 

Le  point  C  étant  déterminé,  le  point  K  l'est  également 
quand  on  se  donne  le  point  I,  et  l'on  prouverait  de  même 
qu'à  une  position  du  point  K  correspond  une  position 
unique  du  point  I;  d'où  il  résulte  que  les  points  I  e^  K 
déterminent  sur  l'axe  une  diuision  honiograpluc/ue. 

Cliercbons  ses  deux  points  doubles.  Le  point  C  se  dé- 
plaçant sur  une  des  branches  infinies  qui  passe  à  uii 
ombilic  w  en  se  rapprochant  indéfiniment  de  cet  om- 
bilic, le  cercle  passant  par  les  points  A  et  C,  et  symé- 
trique par  rapporta  l'axe,  a  pour  centre,  à  la  limite,  le 
point  où  la  tangente  en  oj,  à  la  branche  de  couibe  consi- 
dérée, perce  l'axe,  c'est-à-dire  le  foyer  singulier /corres- 
pondant à  cette  branche  de  courbe.  Ce  point  est,  par  la 
même  raison,  le  centre  du  cercle  limite  passant  par  les 
points  B,  C  et  symétrique  par  rapport  à  l'axe  ^y  est  donc 
un  point  double  de  la  division  liomographicjue.  Le  même 
raisonnement  s'appliquerait  à  la  seconde  branche  de 
courbe. 

Ainsi,  quand  on  considère  une  spirique  générale,  les 
deux  points  doubles  de  la  division  homographique , 
formée  par  les  pointsl  et  K,sont  lesfojers  singuliers  de 
la  courbe. 

Dans  le  cas  particulier  delà  cardioïde,  les  points  dou- 
bles à  l'infini  deviennent  des  points  de  rebroussement  et 
les  deux  foyers  singuliers  viennent  se   réunir  au   foyer 
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unique  F  de   la   courbe.    La    division    homographique 
formée  par  les  points  I  et  K  a  donc  deux  points  doubles 
coïncidents   en   F^  d'où  le  théorème  qu'il   fallait   dé- 
montrer. 

12.  Supposons  que  l'on  fasse  successivement  coïncider 
le  point  mobile  C  avec  A  et  avec  B  ;  dans  le  premier  cas, 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AC  se  confond 
avec  la  normale  en  A  et,  dans  le  second,  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  BC  se  confond  avec  la  normale 
enB. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VII.  —  Étant  donjiés deux  points  quelcon- 
ques A  ei  B  situés  sur  une  cardioïde,  menons  les  nor- 
males en  ces  points  et,  par  le  point  milieu  de  la  corde 
AB,  une  perpendiculaire  à  cette  corde-,  soient  respecti- 
\>ement  a,  è,  i  les  points  où  ces  droites  rencontrent 
l'axe,  le  point  iet  le  fojer  F  de  la  courbe  divisent  har- 
moniquement  le  segment  ab. 

En  efïet,  en  supposant  que  le  point  mobile  C  vienne 
successivement  coïncider  avec  le  point  A  et  le  point  B 
et  en  appliquant  le  théorème  précédent,  on  a 


FI 
d'où 


En  particulier,  si  le  point  B  est  un  des  points  où  la 
tangente  double  touche  la  cardioïde,  le  point  de  ren- 
contre de  la  normale  avec  l'axe  étant  à  l'infini,  on  a  cette 
proposition  : 

Si  Von  désigne  para  It^  point  où  la  normale  en  un 
point  A  de  la  cardioïde  rencontre   Vaxe,   et  par  i  le 


I 

-'- 

I 
F^ 

— 

I 

FÏ 

I 

-j- 

1 

Tb 

• 
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point  où  cet  axe  est  rencontré  par  la  droite  élevée  par 
le  milieu  de  la  corde  y  qui  joint  A  à  l'un  des  points  où  la 
courbe  touche  la  tangente  double,  et  perpendiculaire- 
ment à  cette  corde  ^  le  point  a  est  le  milieu  du  seg- 
ment FI. 

13.  Je  m'arrêterai  ici  dans  celle  étude  des  propriétés 
des  normales  à  la  cardioïde.  Dans  une  prochaine  Note, 
je  ferai  l'application  des  mêmes  principes  à  l'élude  de 
diverses  courbes  remarquables  de  la  troisième  classe  et 
de  classes  plus  élevées. 


THEORIE  DES  INDICES 

Par  ri.  FAURE, 

Chef  d'escadrons  d'Artillerie. 


Propriétés  de  quatre  surfaces  passant 
par  les  mêmes  points, 

168.   Lorsque  la  droite  e'  coïncide  avec  la  droite  s,  la 
relation  (2)'  du  n°  148  devient 


£vp  I.J,  -4-I,I„ 


O  =  1.  —  ?   >  -, r, 

'  '    '  a 


+  <?'!., 


de  sorte  que,  si  Oj   et,  Ç2  sont  les  paramètres  des  deux 


(*)  Nouvelles  ^finales,  2^  série,  t.  XV,  p.  lôi ,  292,  SSg,  f\bj,  '\8i,  029, 
et  t.  XVI,  p. ."),  iCo,  ig3,  249,  289,  5o8,  S^i. 


(  :o  } 

surfaces  du  système  qui  touclieul  la  droite  e, 


•pl   ?2^= 


—- 1      L      ^  —  ^ 

'  '  ^c  ?l  ?-'  ^i 

/  étant  le  coefficient  de  ■ — o  dans  l'équation  écrite  ci- 
dessus. 

De  la  première  de  ces  relations  résulte  ce  lliéorème  : 

Quatre  surfaces  passant  par  les  mêmes  points ,  si 
l'on  mène  une  tangente  commune  t  à   deux  cVentre 

elles,  le  rapport  -^  des  indices  de  cette  droite  par  rap- 
port aux  deux  autres  S  et  S'  est  constant,  quelle  que 
soit  cette  tangente. 

En  remplaçant  le  rapport  -^  par  ses  valeurs,  on  poui'ra 

donner  à  ce  théorème  des  énoncés  dilTérenls,  analogues 
à  ceux  indiqués  (^104). 

Interprétation  géométrique  du  coefficient  l. 

169.  Désignons  par  g  et  h  les  points  de  contact  de  la 
droite  e  avec  les  deux  surfaces  du  système,  qui  touchent 
cette  droite, 

de  sorte  que 

h       II'  ^     ^        4       ^1'  _  L 

Nous  savons  (lo4)  que  les  points  g  et  li  sont  conjugués 
à  toutes  les  surfaces  du  système.  Or  il  résulte  du  théo- 
rème (68,  h)  que,  si  Ton  prend  sur  une  droite  fixe  e  deux 

points  g  et  II  conjugues  a  o  ,  la  somme  -,-  H-  -7-  est  con- 
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stanle,  et  que,  si  ces  points  soûl  conjugués  à  S,  la  somme 
—  H est  aussi  constante  quels  que  soient  les  points  g 

et  h.  Il  suit  de  là  que,  si  ces  sommes  sont  nulles,  la  droite 
e  coupera  la  surface  S  en  deux  points  g  et  h  conjugués  à 
S'  et  la  surface  S'  en  deux  points  conjugués  à  S. 

Ainsi  l'équation  l=o  j^eprésente  le  complexe  des 
droites  qui  coupent  les  surfaces  S  et  S'  en  quatre  points 
harmoniques. 

Les  droites  du  complexe  sont  donc  caractérisées  par 
celte  propriété 5  si,  sur  l'une  d'elles,  on  prend  deux 
points  g  et  h  conjugués  soit  à  S,  soit  à  S',  la  somme  des 
paramètres  des  surfaces  du  système,  qui  passent  par  ces 
points,  est  nulle;  par  conséquent,  pour  avoir  des  droites 
du  complexe,  il  suffira  de  construire  les  deux  surfaces 
du  système 

{a,Ey      ,      (^.,E)--  [cEY      ,      {cl,EY   ^ 


{b,EY 

i6+Ti; 

ib,EY 

a,EY      ,      ib,EY      ,      (r,E)=  (r/,E)=   _ 

— p-  H-  j- — p-  -^  V V  "^  T V  ~  ^' 


et  de  mener  à  ces  surfaces  des  tangentes  communes  5  en 
donnant  à  cf  toutes  les  valeurs  possibles,  on  aura  toutes 
les  droites  du  complexe. 

En  éliminant  ^  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
que  les  plans  tangents  aux  surfaces  (et»)  et  ( — ©)  enve- 
loppent la  surface 

m. m'  =  Ie  I'j.. 

Cette  surface,  qui  joue  un  rôle  important  dans  l'élude 
du  complexe,  peut  se  mettre  sous  ces  deux  formes 


"=2,-;/ 


(«,e: 


Ie    " 
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Il  est  aisé  de  le  vérifier,  mais  on  y  est  conduit  par  la 
considération  suivante.  Soit  F  un  plan  qui  touche  les 
surfaces  (o)  et  ( — ç):  il  y  a  une  troisième  surface  du 
système  qui  touche  ce  plan,  et  son  paramètre  «j»'  est  dé- 
terminé par  la  relation 

m 


œ  —  f  ~T~ 


If 


en  écrivant,  dans  m,  F  au  lieu  de  E.  Ainsi  celte  troisième 
surface  a  pour  équation 

y      ^^,E)'     , 

^=1 — ^?T' 

mais  puisque,  en  faisant  varier  le  plan  F,  on  peut  faire 
en  sorte  que  cette  surface  touche  tous  les  plans  tangents 
communs  aux  surfaces  (({»)  et  ( — œ),  il  est  évident  qu'en 
remplaçant  le  plan  F  par  le  plan  variable  E  on  obtiendra 
l'équation  de  la  surface  enveloppée  par  ces  plans  tan- 
gents, c'est-à-dire  la  première  des  équations  écrites  plus 
haut.  La  seconde  s'obtient  d'une  manière  analogue,  en 
observant  que 

I         r         I         m' 

a,  a  ^  Jp 

en  remplaçant  dans  m' le  plan  E  par  le  plan  F. 

Si   l'on  désigne  par  e  et  /"  deux  points  quelconques 
pris  sur  la  droite  e.  on  a 

Cette  relation  peut  s'écrire  sous  la  forme  très-simple 


Si  le  point /"est  un  point  fixe  donné, 


i,îy— iyi;=o 
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est  l'équation  de  la  surface  qui  passe  par  la  courbe  SS' 


et  par  le  poiaty;  son  paramètre  ç  est  égal  à  ^7;  par  cou- 

V 
séquent, 

I^  I^  H-  lfl[,  =  o 
est  l'équation  de  la  surface  qui  passe   par  celte   même 
courbe  et  dont  le  paramètre  a  pour  valeur  —  -  ou  — <f. 

V 

D'ailleurs  les  équations 


Jef=  O        OU        l'  ,  =  O 

représentent  respectivement  les  plans  polaires  du  polnt^ 
par  rapport  aux  surfaces  S  et  S'. 
D'après  cela,  l'équation 

/  =  o     ou     !«!',-!- I/T^ — 2lfjl',y=  o 

nous  montre  que,  pour  avoir  les  droites  du  complexe, 
qui  passent  par  le  point  y,  on  construira  la  surface  —  o 
du  système  dont  le  paramètre  est  égal  et  de  signe  con- 
traire à  celui  de  la  surface  du  système  qui  passe  par  le 
pointy,  on  prendra  ensuite  les  plans  polaires  du  point^ 
par  rapport  aux  surfaces  S  et  S',  et  l'on  fera  passer  un 
cône  par  le  point/^  et  l'intersection  de  la  surface  — <}) 
par  l'un  ou  l'autre  de  ces  plans  polaires.  Les  arêtes  de 
ce  cône  sont  les  droites  du  complexe  qui  passent  par  le 
point  y. 

170,  Considérons  trois  surfaces  4>i,  ^,^  «^3,  passant 
par  l'intersection  SS'.  On  peut,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, tracer  des  triangles  conjugués  à  S,  dont  les  som- 
mets a,  b,  c  soient  situés  respectivement  sur  les  surfaces 
01,  4>2,  ^3.  Prenons  le  pôle  d  du  plan  abc  par  rapport 
à  Sj  nous  formons    ainsi  un  tétraèdre  abcd  conjugué 

à  S,  et  nous  savons  alors  (68,  b)  que^ --    -  const. 
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Or,  si  (Pi,  Çj;,  03  sont  les  paramètres  des  surfaces  $1, 
4),,  <ï>3,  on  a 

lû  —    If,  r    =0,        li  —  y..  1'/^  =  O,        le  —  O,  î'^.  =  O, 

de  sorle  que,  les  trois  premiers  rapports  qui  figurent 
dans  l'expressioij    écrite    ci-dessus    étant   constants,   le 

l' 
({uatrième  -^  est  aussi  constant,  et  par  conséquent  (I08) 

le  point  (l  décrit  une  surface  4>4  qui  passe  aussi  par  la 
courbe  SS'.  Nous  connaissons  huit  points  delà  surface  S4; 
car,  si  nous  menons  un  plan  E  qui  touche  les  trois  sur- 
faces ^1,  ^1^25  ^35  les  points  de  contact  déterminent  (154) 
un  triangle  conjugué  à  S;  donc  le  pôle  de  ce  plan  E,  par 
rapport  à  S,  sera  sur  la  surface  4>v .  De  là  ce  théorème  : 

Quatre  surfaces  S,  <i^i,  4>j,  <i>3  passant  par  les  mêmes 
points^  si  les  sommets  a,  &,  c  d'un  triangle  conjugué 
à  S  sont  situés  respectivement  sur  les  surfaces  4>i,  4»,, 
4^3,  le  pôle  du  plan  abc  pris  par  rapport  à  S  décrira 
une  surface  *^^.  qui  passera  par  les  points  communs  aux 
surfaces  données  et  par  les  pôles  [par  l'apport  à  S)  des 
huit  plans  tangents  communs  aux  surfaces  <î>i,  4»2,  4>3. 

D'où  le  suivant  : 

Quatre  surfaces  S,  4>i,  4^2-  4>3  passant  par  les  mêmes 
points,  si  les  sommets  a,  £,  c  d'un  triangle  conjugué  à 
S  sont  situés  respectivement  sur  les  surjaces  4^1^  4>2,  *î>3, 
le  plan  de  ce  tiiangle  enveloppera  une  surface  2  qui 
touchera  les  huit  plans  tangents  communs  aux  surfaces 
4>i,  <î>2î  ^i  ^t  qui  sera  inscrite  à  la  développable  formée 
par  les  plans  menés  à  la  surjace  S  en  ses  points  d'in- 
tersection avec  les  autres  surfaces. 

Cette  surface  2  est  d'ailleurs  conjuguée  au  tétraèdre 
autopolaire  des  surfaces  données. 
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CoROLLAinES.  —  i''  Lorsque  quatre  surfaces  S,  *î>i, 
<î>2,  4>3  passent  par  les  mêmes  points^  on  peut  construire 
une  surface  2  qui  touche  les  huit  plans  tangents  com- 
muns aux  surfaces  *î^i,  ^2:  ^31  ainsi  que  les  plans  tan- 
gents de  S  menés  en  ses  points  d^ intersection  avec  les 
autres  surfaces. 

1°  On  prend  pour  S  un  cône.  Etant  donnés  trois  sur- 
faces ^J*!,  ^._,,  ^3  et  un  cône  ayant  la  même  courbe 
d'intersection,  si  Von  prend  sur  ces  surfaces  respective- 
ment trois  points  a,  b,  c,  tels  que  les  droites  da,  db^  de, 
menées  au  sommet  d  du  cône,  soient  des  diamètres  con- 
jugués de  ce  cône,  le  plan  ahc  enveloppera  une  surface 
S  qui  sera  inscrite  au  cône  et  qui  touchera  les  huit  plans 
tangents  communs  aux  surfaces  données. 

Si,  dans  ce  corollaire,  on  prend  pour  cône  celui  qui, 
ayant  pour  sommet  le  centre  de  ^1,  passe  par  le  cercle 
imaginaire  de  l'inCni,  nos  surfaces  sont  liomocycliques, 
et  nous  voyons  que  : 

Etant  données  trois  surfaces  liomocycliques  ^^i,*?'^. 
4>3,  si  l'on  prend  sur  chacune  d'elles  des  points  a,  b,  c 
tels  que  le  trièdre  oahc,  dont  le  sommet  est  au  centre, 
comnnui  o,  soit  trirect.an gle  en  o,  le  plan  abc  envelop- 
pera une  sphère  qui  touchera  les  huit  plans  tangents 
communs  aux  surf  aces  données. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  ftE  MÉCAMQilE  ÉLÉMENTAIRE 

PROPOSÉE  AU  coiNCOLRS  d'agrégation  E^  iSyS^ 
Par   m.  GAMBEY. 


Déterminer  les  positions  d'équilibre  de  deux  poids 
égaux  p^  mobiles  sans  frottement  sur  une  circonférence 
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fixe,  située  dans  un  plan  vertical,  et  sur  une  tige  recti- 
ligne  pouvant  librement  tourner  autour  d\in  point  A, 
pris  sur  le  diamètre  horizontal  de  la  circonférence. 
On  négligera  les  dimensions  des  poids  mobiles. 

Soient  M  et  M' les  positions  des  poids  ^^  O  le  centre 
de  la  circonférence;  OB  le  rayon  sur  lequel  est  pris  le 
point  A;  posons  enfin 

MAB  =  y.,      MOB  =:  p. 

Les  réactions  dues  à  la  résistance  de  la  circonférence 
étant  normales  à  cette  courbe  n'influent  pas  sur  le  mou- 
vement des  poids;  on  peut  donc  les  négliger.  Il  suffira 
d'évaluer  les  composantes  tangenlieiles  des  poids  mo- 
biles, et  d'écrire  que  leurs  moments,  par  rapport  au 
point  fixe,  sont  égaux;  ce  qui  donne 

AM  cos  3  =  A  M'  cos  'i-j.  —  '^]. 

Les  triangles  OAM,  OAM'  donnent  en  ou  ire 

AM  _  OM  _         Ai\r 
sinfl        sina        sin^2a  —  p] 

On  déduit  aisément  de  ces  relations 

sin2  8==sin[4^-—  2fS   ; 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

4z  —  i^^aKTT  -}-  2^, 
d'où 

(0 

ou  bien 

4- 
d'où 

f2) 


a  =  K--HP; 

p  =  '2K-Î-  r 

~  —  7Ji,, 

"~          2     '     4 
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Mais  l'angle  OMA  =  a  — (3  ne  peut  être  droit;  donc  il 
faut  se  borner  à  la  relation  (  2  ). 

Si  l'on  y  donne  à  K  toutes  les  valeurs  entières  à  partir 
de  zéro,  on  obtiendra  toutes  les  positions  d'équilibre  : 

pour  K  =  O,      a  =  -r  ; 

pour  K  =  I ,      a  =  -7-  • 
4 

Les  valeurs  suivantes  de  K  reproduiraient  les  deux 
positions  déjà  obtenues. 

Ainsi  la  tige  doit  être  à  45  degrés  sur  le  diamètre  ho- 
rizontal de  la  circonférence.  Il  est  facile  de  distinguer  la 
position  d'équilibre  stable  par  cette  considération  que 
le  centre  de  gravité  du  système  des  deux  poids  doit  être 
le  plus  bas  possible. 

Cette  même  considération  donne  immédiatement  une 
solution  géométrique  de  la  question.  Cela  revient,  en 
effet,  à  chercher  le  point  le  plus  bas  et  le  point  le  plus 
haut  du  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes  qui  pas- 
sent par  le  point  A.  Or  on  sait  que  ce  lieu  est  une  cir- 
conférence ayant  pour  diamètre  OA.  On  retrouve  ainsi 
les  résultats  précédents. 

(*)  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Duranlon,  chargé  de  cours 
au  lycée  du  Puy. 


SOLUTION  DE  LA  QVE8TI0\  DE  MATilÊMATIQlES  SPÉCIALES 

PROPOSÉE    AU     COJMCOURS    d' AGRÉGATION    EN     iSj"»; 
Par  m.   GAMBEY. 


u4  un  ellipsoïde  donné  on  circonscriL  une  série   de 
surfaces  du  deuxième  ordre  2,  la   courbe  de  contact 
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étant  rinterscction  de  Vellipsoïde  par  an  plan  fixe  P. 
On  circonscj'it  ensuite  à  chaque  sur/ace  S  un  cône  ayant 
pour  sommet  un  point  donné  A  : 

l*'  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact  des  cônes 
et  des  surfaces  E  ; 

2°  Classer  les  surfaces  qui  forment  le  lieu  qua/id  on 
suppose  le  plan  ^  fixe  et  le  point  A  mobile  dans  l'es- 
pace. 

On  déterminera,  pour  chacune  des  variétés  du  lieu, 
les  surfaces  qui  limitent  les  régious  de  l'espace  oii  se 
trouve  alors  le  point  A. 

L'cquation  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  trois  diamètres 
conjugués  de  longueurs  «,  &,  c,  choisis  de  manière  que 
le  plan  des  xy  soit  parallèle  au  plan  P,  étant 

a-         b-         c- 

si  l'on  déplace  parallèlement  à  lui-même  le  plan  des  a:}  , 
de  manière  qu'il  coïncide  avec  le  plan  P,  cette  équation 
deviendra 

.r^  y-  ' z-^  h  - 

h  étant  la  distance  de  la  nouvelle  origine  à  l'ancienne. 
L'équation  générale  des  surfaces  S  sera  alors 

a:-  y-  I  z -^  h'- 

*  a-         b^  c- 

et  celle  du  plan  polaire  du  point  A  (a,  S,  y)  par  rapport 
à  ces  surfaces 

y.x         8  V  h  -\-  'I  —  ")  r- Y  //■-  —  c"--^  Il  y 

2  1       — 7  -r-  Vr   ~1 ''~~. ~  ~' : =  O' 

a-  u-  c  c- 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconcjue  de  la  courbe 
de  contact  dont  on  cherclie  le  lieu  satisfaisant  aux  étjua- 
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lions  (i)  et  (2),  on  obtiendra  ce  lieu  en  éliminant  X  entre 
ces  deux  équations,  ce  qui  donne 

I X-       y'\.      '^''"       p  ■^'^       c/.zx 

'^  \â'~''  'b"  j  'F  1/-  ^ 

c'  c- 

en  posant  c'  — h-  =.  K'. 

On  peut  encore  écrire  ainsi  cette  équation 


I  >/  l- 


b-  c-  I 

fSi'    ■ 

•     ^       i  fa.r         Sr         f7  +  /^h'3  +  /i) 

\  |_  u'  0-  c- 

Discussion.  —  Ou  constate  facilement^  en  supposant 
K^>o: 

i"  Que  toutes  les  surfaces  (S)  passent  par  le  point  A 
et  par  le  pôle  du  plan  P,  point  qui  a  pour  coordonnées 

K- 


j  =  o,     z  = 


'2^  Qu'elles  ont  en  commun  l'ellipse 

a-         b^  c- 

et,  par  suite,  ne  peuvent  être  des  paraholoïdes  hyper- 
boliques ni  des  cylindres  paraboliques-, 

3°  Que,  pour  y  ^o,  elles  représentent  àcs  hyperbo- 
loïdes,  et  pour  y  =  o  deux  plans  dont  l'un  est  le  plan  P 
et  l'autre  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'el- 
lipsoïde; 

4"  Enfin  qu'elles  sont  bilangentes  à  rellipsoïdc, 
comme  le  montre  la  forme  (S)',  et  qu'elles  le  coupeni 
suivant  le  plan  P  et  le  plan  polaire  du  point  A. 

Gardant  les  hypothèses  y^o  et  K'^  ^>  o,   nous  classe- 


(  8o  ) 
rons  les  surfaces  (S)  en  employant  la  décomposition  en 
carrés. 

Multipliant  par  \y^  deux  carrés  se  forment  immédia- 
tement, et  l'on  obtient 


.3)    ;  —     ^  ' 

_^47[A7H-K^_4KV^^ 
(  '^  c'  c"  ' 

après  avoir  posé 

a?         S'        4//7 

-  +  7:^  + V  =  p- 

a-        b'  c^ 

Distinguons  maintenant  deux  cas  : 

I.  P^o.  Multiplions  par  P  l'équation  (  3)  et  formons 
le  carré  par  rapport  à  ^5  il  vient 

On  peut  encore,  par  une  transformation  facile,   écrire 
ainsi  le  second  membre  : 

^'[c'K'P  —  (^7-f-K')=]. 
Posant 

■ — A,      7 —  iJ,       F- ^ :=C, 

l'équation  (4)  prendra  la  forme  caractéristique 
(I)  PA=+ PB-— C-i=:Q. 

II.  P  =  o.  Si  P  est  nui,  on  ne  peut  plus  multiplier 


(  8i   ) 
par  P;  mais,  en  annulant  celte  quantité  (3),  on  obtient  la 
forme  ci -dessous 

(II)  A-' -t- B' +  D  =  o, 

après  avoir  posé 


On  voit  que,  P  étant  négatif,  on  aura  des  ellipsoïdes 
réels,    parce   que  Q  est    alors   nécessairement    négatif, 

sauf  pour  a  =  o,  (3  =  o,  7  ^  — >  auquel  cas  les  sur- 
faces (S)  se  réduisent  à  un  point,  le  point  A,  pôle  du 
plan  P.  Tandis  que,  pour  P^o,  on"aura  des  hjperbo- 
loïdes  à  une  nappe,  si  Q  est  positif,  des  cônes  réels 
pour  Q  =  o,  et  des  hjperholoïdes  à  deux  nappes,  si  Q 
est  négatif. 

SiP  =  o,  on  aura  des  paraboloïdes  elliptiques,  à  moins 
que  D  ne  se  réduise  à  une  constante,  ce  qui  arrivera,  si 
l'on  a  aussi  Q  =  o.  En  etlet,  la  seconde  forme  de  Q 
montre  que,  si  l'on  a  simultanément  P  =  o,  Q  =  o,  on 
a  nécessairement  hy  +  K^  =  o,  et,  par  suite,  D  se  ré- 

duit  à  —  ■ —'  Dans  ce  cas  l'équation  (II)  sera  celle 

d'un  cylindre  elliptique  dont  l'axe  est  défini  par  les 
équations  A=  o,  B  =  o. 

Avant  de  poursuivre  cette  discussion,  étudions  la  na- 
ture et  la  position  des  surfaces  représentées  par  les  équa- 
tions P  =  o,  Q  =  o,  où  nous  regarderons  ce,  [ù,  y  comme 
les  coordonnées  courantes  d'un  point. 

La  première  représente  un  paraboloïde  elliptique, 
tangent  à  l'origine  au  plan  P  et  situé  tout  entier  du  côté 
des  z  négatifs  5  ses  diamètres  sont  parallèles  à  Taxe  des  z. 

La  deuxième  représente  un  cône,  ainsi  que  le  montre 
la  première  forme  de  Q,  abstraction   faite  du  facteur 

Ann.  de  Mathéinat.,  2«  série,  t.  XVII.  (Février  1878.)  0 


(  Ha  ) 

^-^•)  qui  n'est  pas  nul.  La  seconde  forme  de  Q  montre 

que  ce  cône  est  circonscrit  au  paraboloïde  P.-=--o,  la 
courbe  de  contact  étant  l'intersection  du  plan  h-^-{-  K-^=o 
avec  le  paraboloïde.  Il  en  résulte  que  le  plan  P  est  à 
égale  distance  du  centre  de  cette  courbe  et  du  sommet  du 
cône  Q  =  o.  Du  reste,  le  sommet  de  ce  cône  est  le  pôle 
du  plan  P  j  d'où  il  suit  qu'il  est  aussi  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde. 

Nous  pouvons  maintenant  délimiter  nettement  les  di- 
verses régions  occupées  par  le  point  A  quand  l'équa- 
lion  (S)  représente  telle  ou  telle  surface.  Ces  régions 
sont  au  nombre  de  trois  : 

1°  Celle  qui  occupe  l'intérieur  du  paraboloïde  P --  o, 
et  pour  tous  les  points  de  laquelle  on  a  P--r^o.  Elle  cor- 
respond aux  ellipsoïdes  de  l'équation  (S)-,  car,  à  cause 
de  la  position  du  cône  Q  zrrr  o,  on  a  nécessairement  pour 
les  points  de  cette  région  Q  <  o. 

1°  Celle  qui  est  située  à  l'intérieur  du  cône,  mais  à 
l'extérieur  du  paraboloïde,  et  pour  tous  les  points  de  la- 
quelle on  a  P  ^.  o  et  Q  <^  o.  Elle  correspond  aux  liyper- 
boloïdes  à  deux  nappes  de  l'écjuation  (S). 

3"  Entîn  celle  qui  est  tout  entière  à  l'extérieur  du 
cône  Q  --  o  et  pour  laquelle  on  a  nécessairement  P  ^  o 
et  Q^,-o.  Elle  correspond  aux  hyperboloïdes  à  une 
nappe  de  l'équation  (S). 

Comme  transition,  si  le  point  A  est  sur  le  paraboloïde 
P  z=  o,  l'équation  (S)  représente  un  paraboloïde  ellip- 
tique. S'il  est  sur  le  cône  Q  =-  o,  la  même  équation  re- 
présente aussi  un  cône.  Enfin,  si  le  point  A  est  sur  la 
courbe  de  contact  de  P  ::=:  o  et  de  Q  1::=  o,  la  surface  (S) 
représente  un  cylindre  elliptique.  Si  l'on  avait  K'^<^o, 
c'est-à-dire  //^.:  c,  le  plan  P  ne  couperait  plus  réellement 
l'ellipsoïde.  Ou  aurait  toujours  Q-  ',  o?  sauf  pour  ?;  ^:r=  o, 


(  ^3  ) 

K2 

|3  =  o  el  y  — -  y-'  Il  n'y  aurait  donc  plus  d'ellipsoïdes 
imaginaires,  ni  de  cônes  imaginaires,  à  moins  que  l'on 
n'eût  a  =  G,  |3  =:::  G,  y  =:=  —,  auquel  cas  les  cônes  se  ré- 
duiraient à  un  point,  le  point  A,  intérieur  à  l'ellipsoïde 
et  pôle  du  plan  P.  Il  n'y  aurait  plus  également  de  cônes 
réels  propi'ement  dits,  ni  d'iiyperboloïdes  à  une  nappe. 

Nota.  —  La  méniG  question  a  été  résolue  par  MM.  E.  Humbert,  élève 
du  lycée  de  Besançon;  Duranton,  chargé  de  cours  au  lycée  du  Puy  ; 
V.  Hioux,  professeur  au  lycée  de  Rennes;  A.  Tourrettes,  censeur  au  ly- 
cée d'Albi;  Escary,  professeur  au  lycée  de  Châteauroux;  Lévy,  profes- 
seur au  lycée  de  Rennes. 
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Question  1228 

(voir  2*  série,  t.  XVI,  p.  192  )  ; 

Par    m.    V.    J  A  M  E  T  , 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Brieuc. 

Sur  une  normale  menée  par  un  ombilic  O  à  une  sur- 
face du  second  degré,  il  existe  un  point  P  tel,  qu^en 
menant  par  ce  point  une  transversale  rectiligne,  ren- 
contrant la  surface  en  des  points  M,  M',  l'angle  MO.M' 
est  constamment  droit,  quelle  que  soit  la  direction 
donnée  à  la  transversale.  Et  le  plan  polaire  du  pointV ., 
par  rapport  à  la  surface  considérée,  est  parallèle  à  un 
plan  cj'clique  de  celte  surface. 

La  mélliode  que  je  vais  suivre  montre  que  les  ombilics 
d'une  surface  du  second  ordre  jouissent  de  la  propriété 
énoncée,  à  l'exclusion  de  tous  les  autres  points  de  la 
surface . 

6. 


(  H  ) 

Soil  une  surface  du  second  ordre;  prenons  potir  ori- 
gine un  point  de  !a  surface,  pour  axe  des  z  la  normale 
en  ce  point,  et  pour  axes  desx  et  des  j'  deux  droites  pa- 
rallèles aux  axes  de  la  section  faite  dans  la  surface  par 
un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  l'origine. 

L'équation  de  la  surface  est  alors  de  la  forme 

kœ-'-^-  A'j^  — A"z^-i-  2Bjz-T-  l^'xz  -^-  ilz  —  o. 

Faisons  tourner  les  axes  des  x  et  des  y  d'un  angle  cp 
autour  de  l'axe  des  z.  L'équation  de  la  surface  dans  ce 
nouveau  système  d'axes  sera 

A  (x  ces  y  —  y  sin5/)'-h  A'(arslnç)  -i-  y  cosç)-  H-  A"c- 

-;-  2B  ^jrsinç  + j'cosij»)  z -f-  2B'(xcoso  —  jsinç^jZ-i-2/z  =  o. 

Si,  dans  cette  équation,  on  fait  x  =  o,  on  obtient  une 
équation  qui  représente  la  section  faite  dans  la  surface 
par  le  nouveau  plan  desjz.  Celte  équation  est 

(    (Asin^ç -{- A'cos'ç)  j'-T- A"z2 

(i)  <  ,  .      \ 

(        -i-2iBcoso  —  B  sma))jz-i- 2/2  =  o. 

Soit  maintenant  une  droite  située  dans  le  plan  des  ■)  z,  et 
dont  l'équalion  sera 

///  r  H-  «  ;  :^  I . 
L'équation 

(A  sin-(j»  -+-  A'cos'o)  y- 

-r-  A"z^  +  2  (B  cosa-  —  B' sin »  1  jz  +  2/z  >«>'  -f-  «z)  =o 

représentera,  dans  le  plan  des  7  z,   les  deux  droites  qui 
joignent  l'origine  aux  points  où  cette  droite  coupe  la  co- 
nique représentée  par  l'équation  (i). 
Celte  dernièie  équation  peut  s'écrire 

(Asin-çp -i- A'cos'ep)  j' 

-f-  2^B  COS3  —  B'sino  -+-  C/«)jz  H-  (  A"+  2I/1)  c=  :i^  o. 


{  85  ) 
Pour  que  ces  deux  droites  soient  rectangulaires,  il  faut  et 
il  suffit  cju'oi  ait 

A  sin'tp  ~  A'cos^çp  -J-  A"  -f-  2/«  =  o, 

d'où 

A  sin'o  -+-  A' COS-&  -f-  A" 
n—~ — 

7.1 

Portant  cette  valeur  de  n  dans  réquation 

m  y  -—  nz  z—  1 , 
il  vient 

A  sin^c»  H-  A'cos'o  +  A" 
ru  y -^ z..:. 

La   droite   représentée  par  celle  équation  coupe   l'axe 
des  z  en  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  est 


A  sin^cp  -1-  A'  cos''(};  -t-  A' 

Pour  ([ue  cette  distance  soit  indépendante  de  ç),  il  faut  et 
il  suffit  cjue  A  =  A',  c'est-à-dire  que  l'origine  soit  un 
ombilic  de  la  surface. 

Si  la  condition  A  =  A'  est  satisfaite,  les  coordonnées 
du  point  P  sont 

2/ 

.r  =  o,      y  =r.  o,      z  -z . 

"^  A  -i-  A" 

Le  plan  polaire  de  ce  point  a  pour  équation 

—  2(A"3  -;-  By-^B'x-hC)  +  (A  -f-  A")z  =  o. 

Le  plan  mené  par  Torigi ne  parallèlement  à  celui-ci  a  pour 
équation 

(  I  )  A"z  -■-  1  Bj  H-  2  B'.r  =  A  3. 

D'ailleurs  l'équalion  delà  surface  peut  s'écrire 

A{x--'-j^)  -h  z[A"z  -i-  2Bj--  2B'j:)  -+-  o.lz--  o; 

par  conséquent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 


(  86) 
de  l'inlersectiou  de  la  surface  avec  le  plan  représenté  par 
l'équation  (i)  satisfont  à  l'équation 

A(.r-  -;-j=-|-  z-'j  -h  2/c  =  o, 

qui  est  celle  d'une  sphère,  ce  qui  démontre  la  propriété 
énoncée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc; 
E.  Paturet;  A.  Morel;  B.  Launoy  ;  A,  Berthomieu,  élève  du  lycée  de 
Bordeaux;  H.  Picat,  élève  du  lycée  de  Grenoble;  Ch.  Brunot,  élève  du 
lycée  de  Dijon  ;  II.  Dessoudcix,  élève  du  lycée  de  Bordeaux  ;  A.  Genouille, 
professeur  au  lycée  de  Tournon. 


Question   1231 

(voir?"  série,  t.  XVI,  p.  24o)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

D  un  point  iM  on  mène  trois  normales  à  une  coni'jue  ; 
soit  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
formé  parles  trois  pieds  de  ces  normales;  démontrer 
que  la  droite  OP  et  la  quatrième  normale  que  Von 
peut  mener  du  point  M  à  la  courbe  sont  également  in- 
clinées sur  les  axes. 

Si  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère,  la  droite 
OP  passe  par  le  pied,  de  la  quatrième  normale. 

(Lagcf.rre.  ) 

Soient  A,  B,  C  les  pieds  des  trois  premières  normales 
et  D  le  pied  delà  quatrième.  Je  prends  les  axes  de  la 
conique  pour  axes  des  coordonnées,  et  je  suppose,  pour 
fixer  les  idées,  que  la  conique  est  une  ellipse  :  pour 
riiyperbole,  il  sufEra  de  changer  dans  le  résultat  b^ 
en  —  b'. 

Soient  .Tj,  y^  les  coordonnées  du  point  M  et 

(l)  a"^)"^ -r-  b'' X-  —  a^  b- =^  o 


(  8;  ) 
l'équation  de  la  conique.  Les  pieds  des  quatre  normales 
sont  les  intersections  de  celte  conique  avec  l'hyperbole 

(2]  c'^-xy  —  a^.Xyy  -i-  b'jyX  =  o. 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  a  une  ëcjualion 
de  la  forme 


(3) 

en  posant  cr 


2^/  --  S  =  o, 


—  R^  ^.  S. 


De  l'équation  (2)  on  tire 

a-  j  ,  —  c- X 


En   reportant   cette    valeur    dans   les    équations    (i) 
et  (3),  on  obtient  les  équations 


r^r- 


—  a'c' 

-c'S 

-  a\r1 


X-  -r  la^cx^x  —  a^x-  =  o, 


lU'C-X^  \  X- 

i 
2C*x         1 


(?'  x^S  =  o, 


2ct-c^XiS 


qui  déterminent,  la  première  les  abscisses  des  points  A, 
B,  C,  D,  et  la  seconde  celles  des  points  A,  B,  C,  P' 
[P'  étant  le  point  de  l'hyperbole  (2)  diamétralement 
opposé  au  point  P]. 

Ces  deux  équations  ayant  trois  racines  communes, 
leurs  premiers  membres  admettent  un  diviseur  commun 
du  troisième  degré 


ic^y-X^ —  ^(r<'':r,x    '    x-  -'■-  la^x\'j. 


a'xll. 


-    2a^6^jr,j,  p 
— -  2<7'c*j:,T 


(  88  ) 
où  T  =  S  -h  a^,  que  l'on  obtient  en  les  retranchant  l'un 
de  l'autre. 

En  exprimant  que   le  reste   de   la  division   est  nul. 
quel  que  soit  x,  on  a  les  trois  équations 

( 6 )  4 '^^  ^'ji  ='■  (ji  ^  ~'~  ■'^i  P  —  -2^1  ji  )  —  4 ^'^'' *'  '^'  ^^^  ^-  o  > 

(8)  4rt'c^x'  — r=TV  =  o, 

en  posant,   pour  abréger,   c^  T  H-  2  b-y^^j  —  i>'^y\  =  V« 
En  ayant  égard  à  l'équation  (8),  l'écjuatioii  (7)  se  ré- 
duit à 

«=.r,a(j-,  —  2p;,  —  pV=:o, 
d'où 

V    r f  t  1     • ; , 

et,  par  suite, 

(9)  4r<a,8'  =:c,  («'x,a-;-  !3V.p)(>i  —  26/. 

En  remplaçant  V  par  sa  valeur  dans  l'équation  (6), 


4û^^^j,a(j,a4-^,p  — .r.J.)  — 4«'c'a'  -r-  '"'"'''  ''^  •'^; ^ 


et,  en  ayant  égard  à  l'équation  (9), 

/{h\r,  (  J,  y.  -f-  X,  !3  —  ^,J,  ;  .B'^  —  Â'j:,J,  fJ  (j,  —  2  P  )^  ::^  O, 

(10)  4'^f  — -^.j.  —  o. 

On  voit  que  les  centres  des  quatre  cercles  circonscrits 
au  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  normales 


(  ^9  ) 
pris  trois  à  trois,  sont  si  lues  sur  une  hyperbole  équila- 
tère  ayant  pour  asyniploies  les  axes  de  la  conique  et  pas- 
Gant  par  le  milieu  de  OM. 

Au  moyen    de   l'équation  (lo),   l'équation   (9)   peut 
être  remplacée  par 

(9')   4a'a(a  — ^,)  +  4è^(p  _j,)^«=x;  +  è'j;  —  c'  =  o, 

qui  représente  une  conique  do  même  espèce  que  la  pro- 
posée, passant  par  les  centres  des  quatre  cercles. 

En  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la  division  du  poly- 
nôme (4)  pdi'  le  diviseur  [d],  on  a  l'abscisse  du  point  D, 

puis 

/)-r,x       h''[->.p — j,) 

a^.r^  —  c^x  c' 

et,  par  suite, 

2 A' 3  —  /.- >  ,  xJo.b-R  —  a^Ti) 

J— Jf  =  - '—. —  -      x  —  .r,=-  *       - 


ic'P 


coefficient  angulaire  de  la  quatrième  normale  MD. 

De  même,  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la  division 
du  polynôme  (5)  par  le  diviseur  (d),  on  a  l'abscisse  du 
point  P'  symétrique  du  point  P  par  rapport  au  centre 
de  l'hyperbole  (2) 

,  V  «-.r,  f  2  [5  —  .Ti  'l 

4<^V.p  -[-  r>.n''x,^  —  n'-.r,f, 

^:=  '■ -r 5 

2  c'  'i 


(  90  ) 
et,  en  vertu  de  l'équation  (lo), 

, ^"Vi-^       ?,/7'P —  b-jt 

a'.T^  —  c-x  i'^ 

y  _  ^p 

coefficient  angulaire  de  OP'. 

La  droite  OP'  est  donc  parallèle  à  MD. 

Les  coordonnées  dvi  centre  de  l'hyperbole  (2)  étant 

— ^  et ^)  celles  du  point  P  symétrique  de  P'  par 

rapporta  ce  centre  sont 

7/<-.r,  j:,  (2  fl-p —  />»'_)',  )  .z-i  (  2r7- j3 -F  è^ji  ) 

c'  2  c^  ^                                  2  c^  !3 

_        2/;2i-,  2rt'(3  — (^=r,  _  {la''^ -h  b\r,) 

c-  c-                                      c' 

Le  coefficient  angulaire  de  OP  est  donc 

j  _  2  |3 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilalère, 
h^  =  «^,  les  coordonnées  du  point  D 

41^  2 

vérifient  Téquation 

X  .r, 

de  la  droite  OP. 

Donc  la  droite  OP  passe  par  le  pied  de  la  quatrième 
normale.  c.  q.  f.  d. 
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Question  1245 

(voir  ?.'  série,  t.  XVI,  p.  333); 

Par  m.  BARTHE, 

Élève    du   lycée  de    Bordeaux. 

Toute  corde  incuée  par  le  foyer  d'une  parabole  est 
égale  au  quadruple  du  rayon  vecteur  du  point  de  con- 
tact de  la  tangente  parallèle  à  cette  corde. 

(P.  Sondât.) 

Soient  P  le  pôle  de  la  corde  focale  AB,  qui  se  trouve 
sur  la  directrice,  I  le  milieu  de  celle  corde,  M  le  point 
de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  la  corde ^  on  a, 
d'après  une  propriété  connue, 


puis 
d'où 


Mais  le  triangle  rectangle  PAB  donne 
donc 

AB^::4MF. 

A'ota.  —  Autres  solutions  de  MM.  !\Ioret-Blanc  ;  H.  Lez;  C.  Cochery  ; 
B.  Robaglia;  F.  Pisani,  professeur  à  Naples  ;  Th.  Franchy,  maître  ré- 
pétiteur au  lycée  de  Moulins;  A.  Droz,  ingénieur;  G.  Carraud,  élève 
du  lycée  de  Chàteauroux  ;  R.  Beaugey,  élève  du  lycée  de  Grenoble; 
E.  Fauquembergue,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin  ;  G.  Lam- 
biotte,  élève  de  l'École  des  Mines  de  Liège;  Numa  Parra,  J.  Lapierre, 
L.  Troupenat,  J.  Chambon,  élèves  du  lycée  de  Bordeaux;  A.  Genouille, 
professeur  au  lycée  de  Tournon;  Ad.  Protard,  élève  du  lycée  de  Moulins; 
E.  Dunoyer,  élève  du  lycée  de  Marseille;  A.  Didier,  élève  du  lycée  de 
Grenoble;  E.  Fauqucmbergue,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quen- 
tin ;  E.  Ambert,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Montpellier;  S.  K.,  à  Vienne 
(Autriche). 


PM  ^ 

^  MI, 

PM 

~-  MF, 

PI  ^ 

ri  M  F. 
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Intorno  alla  somma  délie  quarte  j)otenze  dei  niimeri  natu- 
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Geinscid,  astronome  et  géomètre  arabe,  mort  avant  i45o, 
a,  dans  un  passage  de  sa  Clef  du  calcul,  traduit  par  AVœpcke, 
donné  et  appliqué  au  cas  de  «  =  lo  la  formule 


r/2)-hg(l-h2-}-3-^ 


■[n—\)-{-»—i) 


pour  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  nombres  natu- 
rels. Fermât ^  dans  une  Lettre  du  4  novembre  i636,  a  donné 
la  formule 


-(4« 


2^  -i-  3*  +  .  .  .-^-  n 
,  V  nin  -M- il 


l-H-  l'-\-  3= 


Le  P.  /.  Preslet  a  donné,  en  161 5,  la  formule  générale 


'a  -i-  nb)"'-^'  —«'"+'  - 
(ni  -4-  l 'l  w  (ru  —  i 


1  . 2 


[fu-i~i)b 
qui  se  réduit  facilement  à  la  suivante  : 


(  /«  -f-  I  )  r  2 

m  (m  —  I  )  (ru  —  9, 


^S„ 


(  ///  —  I  ) 


A=S„._,-. 


2.3 

nr" 


-r^s,„_, 


m  4-  I 


2.3.4 

démontrée  dans  plusieurs  Traités  d'Algèbre  élémentaire. 

Intorno  alla  parola  :    «   Cumulo  »   usata  da  Francesco    dal 
Sole;  in  senso  di   o  mille  milioni  ».  —  B.  Boncompagni  (aoùl 

1877)- 

François  del  Sole,  arithméticien  de  Château-Thierry,  a,  dans 
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un  Traité  d'Arithmétique,  imprimé  à  Ferrare  en  i546,  em- 
ployé le  mot  Cumula^  dans  le  sens  de  mille  millions.  — 
Etienne  de  la  Roche,  dans  son  Traité  d'Arithmétique,  im- 
primé en  i520,  a  donné  au  mot  Billion  le  sens  de  million  de 
millions.  —  Jacques  Peletier,  dans  un  Traité  d'Arithmétique, 
imprimé  pour  la  première  fois  en  i549,  emploie,  dans  le  même 
sens,  le  mot  milliard. 
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SIR  L4  RËSOLITION  DES  EQUATIONS  NlMËRIQlËS 

Par    m.    LAGUERRE. 

[suite  (*).] 


II. 

Examen  du  cas  où  toutes  les  racines  de  V équation 
sont  réelles. 

5.  Considérons  une  équation  du  degré  «,  F(s)  =  o, 
ayant  toutes  ses  racines  réelles. 

Soit  la  courbe  dont  l'équation  est  //  z=  F(2;),  prenons 
un  point  quelconque  M  sur  cette  courbe  et  par  ce  point 
menons  une  parallèle  à  l'axe  des  u  et  la  tangente  à  la 
courbe.  Soient  respectivement  P  et  T  les  points  où 
ces  droites  coupent  l'axe  des  z  \  portons  sur  cet  axe,  à 
partir  du  point  P  et  dans  la  direction  PT,  une  longueur 
PT'  égale  à  /z  X  PT. 

Du  théorème  I  et  de  l'interprétation  géométrique  de  la 
méthode  de  Newton,  on  déduit  immédiatement  la  pro- 
position suivante  : 

La  courbe  dont  l'équation  est  u  =  ¥ [z)  rencoiitre 
au  moins  une  fois  V axe  des  z  entre  les  points  T  et  T'. 

6,  Cette  propriété  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une 
propriété  beaucoup  plus  générale. 

Convenons,  comme  précédemment,  de  représenter  une 


(*)  Nouv.  Ann.,  2"  série,  t.  XVII,  p.  20. 
Ânn.  de  Mackém.,  z''  série,  t.  XVII.  (Mars  1878.) 
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quantité  imaginaire  quelconque  a  -f-|3i/  païun  point  d'un 
plan  ayant  respectivement  a  et  j3  pour  abscisse  et  pour 
ordonnée  relativement  à  deux  axes  rectangulaires  arbi- 
trairement choisis. 

L'équation  F[z)  =  o  ayant  toutes  ses  racines  réelles, 
ces  diverses  racines  seront  représentées  par  divers  points 
de  l'axe  des  abscisses. 

Cela  posé,  j'énoncerai  d'abord  la  proposition  suivante: 

La  condition  nécessaire  et  suj^fisante  pour  quune 
équation  F(z)  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  est 
que  chaque  point  du  plan  et  son  point  dérivé  soient 
situés  de  part  et  diantre  de  V axe  des  abscisses. 

En  effet,  si  un  point  7?i  etsonpointdérivé  y.  se  trouvaient 
d'un  même  côté  relativement  à  l'axe  des  abscisses,  on 
pourrait,  par  les  deux  points  met  f/.,  faire  passer  un  cercle 
situé  entièrement  d'un  même  côté  par  rapport  à  cet  axe. 
L'équation,  en  vertu  du  théorème  I,  aurait  donc  au  moins 
une  racine  imaginaire,  ce  qui  est  contraire  à  1  hypothèse. 

Récipioquemcni,  si  l'équation  a  des  racines  imagi- 
naires, on  peut  trouver  une  infinité  de  points  dont  les 
points  dérivés  sont  situés  du  même  côté  relativement  à 
l'axe  des  abscisses. 

Il  suffit  pour  le  démontrer  de  remarquer  que,  quand 
un  point  7?i  du  plan  tend  vers  une  racine  '(  de  l'équation, 
le  point  dérivé  u.  tend  vers  la  même  racine;  en  pre- 
nant nt  suffisamment  rapproché  de  t,  on  pourra  évi- 
demment faire  en  sorte  que  le  point  dérivé  soit  situé 
du  même  côté  relativement  à  l  axe  des  abscisses. 

La  proposition  précédente  est  donc  entièrement  établie. 

7.  La  droite  aî3  désignant  Taxe  des  abscisses  {fig.  i), 
soit  M  un  point  quelconque  du  plan  et  p.  son  point  dérivé. 
Comme  je  viens  de  le  faire  remarquer,  les  deux  points  M 
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el  y.  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  abscisses  ^ 
menons  par  ces  points  un  cercle  quelconque,  et  soient  H 
el  K  les  points  où  ce  cercle  coupe  l'axe  a[ù. 

En  vertu  du  théorème  I,  le  cercle  renferme  au  moins 
une  racine,  et  comme,  par  hypothèse,  toutes  les  racines 
de  l'équation  sont  réelles,  celte  racine  est  comprise  entre 
les  points  H  el  K, 

Les  points  M  et  ^.  restant  fixes,  on  peut  faire  varier 
le  cercle,    et  l'on   obtiendra  ainsi   une  infinité  de  seg- 

Fig.  I. 


ments  analogues  à  HK  et  tels  que  chacun  d'eux  renfer- 
mera au  moins  une  racine.  Soit  I  le  point  de  lencontre 
de  M  fji  avec  l'axe  ;  au  point  I,  élevons  une  perpendicu- 
laire de  longueur  IM,  telle  que  IP  =  ftii  X  p-l- 

Les  divers  segments  dont  je  viens  de  pailer  sont  vus  du 
point  P  sous  un  angle  droit. 

AchaquepointMdu  plan  correspond  donc  un  point  P, 
défini  comme  je  viens  de  le  dire,  et  jouissant  de  la  pro- 
piiété  énoncée  dans  la  proposition  suivante  : 

•Si,  par  le  point  P,  on  mène  deux  droites  reclangulaii  es 
quelconques  interceptant  sur  l'axe  un  segment  RS,  ce 
segment  renferme  au  moins  une  racine  de  i équation  et 
en  renferme  au  plus  (  //  —  i  ). 

7- 


(    ïoo   ) 

Eli  considérant  diverses  positions  du  point  M,  on  ob- 
tiendra autant  de  positions  du  point  correspondant  P. 
Il  est  facile  de  se  rendre  compte  com.ment  ces  points  P 
sont  distribués  dans  le  plan. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  soit  du 
troisième  degré  et  désignons  par  a,  Z>,  c  {flg.  2)  les 
points  qui,  sur  l'axe  aa',  représentent  les  racines  de 
l'équalion. 

Sur  chacun  des  trois  segments  ab,  bc  et  ca  comme 
diamètres  décrivons  une  demi-circonférence  :  nous  ob- 
tiendrons ainsi  trois  arcs  de  cercle  formant  une  sorte  de 
triangle  curviligne  ac'ba'ch'a. 

Fi{f.   2. 


En  examinant  la  figure,  on  verra  facilement  que  deux 
droites  rectangulaires  quelconques  passant  par  nn  point 
situé  dans  l'intérieur  de  ce  triangle  interceptent  sur  Taxe 
un  segment  renfermant  au  moins  une  racine  de  l'équa- 
tion et  en  renfermant  au  plus  deux.  Au  contraire,  si  l'on 
prend  arbitrairement  un  point  en  dehors  de  ce  triangle, 
on  peut  toujours  par  ce  point  mener  deux  droites  rec- 
tangulaires interceptant  sur  l'axe  un  segment  ne  com- 
prenant au(mne  racine  de  l'équation  ou  les  comprenant 
toutes. 

Tous  les  divers  points  P  couvrent  donc  une  portion 
du  plan  comprise  tout  entière  dans  le  triangle  curvi- 
ligne a  c'/j  a' cè'a,  et  il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  qui 


(    «oi    ) 
la  limite  esl  tangente  aux  cercles  aux  points  «,  i,  c  et  a 
un  rebroussement  en  cliacun  de  ces  points. 

Dans  la  fig.   a,  celte  portion  du  plan  a  été  couverte 
de  hachures.  (^  suivre.) 


Sll{    LE   BINOME   DE  KEWTO^^ 

Par  m.  g.  de  LONGCHAMPS, 

Professeur  de  îMathématiques  spéciales  au  lycée  de  Poitiers. 


L'objet  de  cette  Note  est  une  démonstration  de  la  for- 
mule du  binôme,  dans  le  cas  d'un  exposant  entier.  Cette 
démonstration  est  directe  (^),  elle  repose  simplement 
sur  l'identité  '**  ) 

H-  ?..3.  .  .(j  +2^  '  [z-h  l)z.  .  .[z—j) 


y 


-jr)  [z  —  y  -hi 


identité  facile  à  vérifier  (***) 

En  développant  les  premières  puissances  de  (x  H-  a], 


(*)  l^qrez  sur  ce  sujet  :  E.  Catalan,  Nouvelles  Annales,  p.  59,  1S7/1, 
et  Laurent,  Algèbre,  2°  édition. 

(**)  Cette  identité  est  un  cas  particulier  de  l'identité 

.r(a:+i)(.r+2)    ...    {x-^j)  \ 
(j-'+l)  (j;H-2)    ...    \x-\-r-+-l)*   _(z^\^z...(z — r^—(x-\-r^....v(x—l) 

'• i  ^^^" 

(2  — j)(^z— r-4-i)    ...    {z—i)zl 

proposée  par  ;\I.  Haton.  Voyez  Nouvelles  Annales,  p.  4/6;  1872. 

(***)  Elle  est,  en  effet,  évidente  pour  s  —  )  ==;  1,  et  l'on  voit  immédia- 
tement que,  si  elle  est  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  z  —  r,  elle  est 
encore  vraie  pour  la  valeur  de  z — v  supérieure  d'une  unité. 


(     '02    ) 

on  aperçoit  inie  loi,  Joi  facile  à  généraliser  et  en  vertu 
de  laquelle  on  peut  poser 

(  X  H-  a  )'"  =  x"'  -h  A„,,,  a  j:'"-*  -+-  A„,,  a'^x""'-  -f-  .  .  . 
H- A„,<fl^t'«-*-;-.     .  +  «'". 

Il    s'agit   donc    de   déterminer   les    coefficients   A,„  i, 

A„,.5.   .... 

i .  Multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente par  X  -f-  <7,  nous  aurons 


/7I+1  ^m-f-l 


.r  -{-  «  r'-^'  ^  X 


A„,,,   \   ux"'+  A,„,5 


-h  I 


rt-x""-'- 


.r"'-*+'  -h  .  .  .  -i-  fl" 


D'autre  part,  et  d'après  la  notation  que  nous  adoptons, 
on  peut  écrire 

(.r  +  n\"'+'  =  jf"+'  +  A.m+x,ya^+  A„+,,,  «'.r"—^ -f- . .  . 
+  A„+,,i«*j:"'-*+'  -f-  .  .  .  +  «"'+'. 

Identifions  ces  deux  résultats  5  on  aura  d'abord 

Am+1,1  =1-1-  A„,  I, 

■^m,\  1  ~T~  Am — 1,15 


et  par  suite 


Ajji  —  I  H—  Ai^i, 

Ajoutons  et  remarquons  que  Aj^j  =:  r,  on  obtient 


Cherchons  A,„+i...  On  a 
ou,  puisque  A,,,,,  =  ///,  d'après  l'égalité  (i), 


(   ï"3  ) 

par  suite 

A„,,2  =  A„,_,,2  +  [m  —  I  ), 

> 

A.,, 2  =  A2,-2  -t-  2. 

Ajoutons  et  remarquons  que  A2  ^  =r  i,  on  trouve 

A                                 '"  ^  '"    "^    '  ) 
2  A„+,,2   = 

I  .  15 

2.  Les  égalités  (i)  et  (2)  font  pressentir  la  loi  à  la- 
quelle obéissent  les  coefficients  Ju  développement  de 
(.r-f-a)'".  Nous  admettrons  donc  que 

m  {m  —  1)  .  .  .  [m  —  />  -\-  i] 

A,,!, A  = , ? 

I  .  2  ...  A- 

quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  k,  pourvu  qu'elle  soit 
entière  et  au  plus  égale  à  ni,  et  nous  allons  démontrer  que 

,  5 ,  _  (/»-]-  I  ]//?...(/??—  X-  4-  ?•  ) 

(  ■J  J  Am-\-i,li  —  ;;  • 

I  .  2  .  .  .    /• 

Egalons  en  effet  les  deux  coefficients  de  «^.r"'~*+*  dans 
les  deux  développements  de  (x  H-  <7)'"+^,  et  nous  aurons 

par  suite 


A/-+i,t=  A/l-,i   H-  Ai, /;•_!• 


Ajoutons;    remaïquons   que    A/.^/,  =:  î  d'après  l'iden- 
tité (3\  et  remplaçons  aussi 

Ai,A-i,      •••,      A„_, ,/,_,,      A,„,/-_i 

par  leurs  valeurs  respectives  tirées  de  cette  identité  trans- 
formée par  le  changement  de  k  en  (A'  —  i),  nous  ob- 
tenons 

-2.3...  k-ï-3./^...[/{-i~i]-\-...-j-{m  —  /c-{-'2)...fn 

1.2.  .  .  (  A  H-  I  ) 


(  io4  ) 

ou  enfin,  et  en  nous  servant  de  l'identité  citée  au  début 
de  cette  Note, 

\  m  -+-  })  m .  .  .  ' m  —  /•  -\~  et  ■ 


^m-i-\,k 


I  .  2  .  .  .  I  /-  l  j/i 


La  loi  des  coefficients  est  donc  généralisée,  et  la  for- 
mule du  binôme  établie. 


REMAUQIJES  SUR  QIELQIES  POINTS  M  LA  THÉORIE 
DES  ÉQLATIOXS  NOIÉRIQI'ES , 

Par  un  ABONNÉ. 


1.  Etant  donné  un  poIynômey(a:),  du  degré  «,  on  sait 
le  rôle  important  que  joue  sa  dérivéey'  (x)  dans  la  réso- 
lution de  l'équation /^(  a:)  =  o. 

Dans  la  plupartdes  cas,  ou  peut  i^emplacer  cette  dérivée 
par  le  polynôme 

o{x)=:  {1  —  x]f'[x)  -H  nf'x),< 

qui  renferme  une  constante  arbitraire  X  et  qui,  quel  que 
soit  ).,  est  généralement,  ainsi  que  la  dérivée,  du  degré 

[a-i). 

2.  Supposons,  par  exemple,  qu'en  effectuant  sur  f[x) 
eto(jc)  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur,  en 
changeant  de  signe  tous  les  restes,  nous  formions  une 
suite  de  polynômes, y,  c-,  Oi,  cp,,  •••,  analogues  à  ceux  que 
Ton  forme,  dans  la  méthode  de  Sturm,  en  prenant  pour 
point  de  départ  les  polynômes  y  eiy. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  démonstration,  on 
voit  clairement  que,   si  l'on  fait   varier  .r,  la  suite  des 


(  i"5  ) 
termes/,  cp,(pi,  ...  ne  peut  perdre  (le  variations  que  quand 
f{x)  s'annule.  Dans  ce  cas,  l'expression 

/'(•^) 


71  -4-   1  ),  —  X 


f[^\ 


passe  évidemment  du  positif  au  négatif,  si  x  ^  X,  et  du 
négatif  au  positif,  si  x  <^  X. 

D'où  la  proposition  suivante,  due  à   M.  Hermile  (*): 

Si,  dans  la  suite  des  polynômes  f^  cp,  (]pi,  c^^,  ...,  on 
substitue  deux  nombres  a.  et  [-j  (a  <^  fj),  l'excès  du 
nombre  des  'variations  de  cette  suite  pour  x  ^=  a,  sur  le 
nombre  des  variations  de  cette  suite  pour  x  =  (3,  est  égal 
à  V excès  du  nombre  des  racines  de  V équation  f  [^x)  =  o, 
comprises  entre  a  et(î  et  plus  petites  que  X,  sur  le  nombre 
de  ces  racines  qui  sont  plus  grandes  que  X. 

II  est  clair  que  la  proposition  précédente  peut  servir 
aux  mêmes  usages  que  le  théorème  de  Sturm,  en  ayant 
soin,  lorsque  l'on  veut  déterminer  le  nombre  des  racines 
réelles  comprises  entre  a  et  (3,  de  substituer  le  nombre  X 
dans  la  suite,  si  X  est  compris  entre  a  et  (3. 

Je  remarquerai  maintenant  que  l'on  peut  toujours 
déterminer  X,  dételle  sorte  que  le  polynôme  o  (.r)  s'a- 
baisse au  degré  (/z  —  ^).  On  aura,  par  suite,  une  division 
de  moins  à  faire  que  dans  l'application  de  1a  méthode  de 
Sturm;  ce  qui,  dans  certains  cas,  pourra  être  plus  avan- 
tageux. 

3.  Je  prendrai,  comme  second  exemple,  la  séparation 
des  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré. 

M.  Maleyx,  qui  a,  dans  ce  Journal,  publié  plusieurs 
Notes  intéressantes  sur  la  séparation  di!s  racines  (**),  a 

(*)  Mémoire  sur  l'équation  du  cinquième  degré,   p.  3i. 
(**^  i\'o«i'.  Anii.,  ?."  série,  t.  XI.  ]>.  .^'1,  ^-t  l.  XIII,  j).  385. 


(  io6  ) 
remarqué  que  les   racines  de  l'équaiioi)    du  cinquième 
degré  jjouvaient  être  séparées  en  résolvantdeux  équations 
du  deuxième  degré. 

Le  procédé  suivant  sera  peut  être  plus  commode  dans 
la  pralic[ue. 

En   désignant  pary^(a)   un  polynôme  du  cinquième 
degré,  déterminons  X  de  telle  sorte  que  le  polynôme 

s'abaisse  au  troisième  degré  ;    puis  eliectuons  la  division 
de  f  par  9.  Nous  obtiendrons  l'équation 

où  Q  et  E.  sont  des  polynômes  du  second  degré. 

Eu  remplaçant  0  par  sa  valeur,  la  relation  précédente 
peut  s'écrire 

/(i-5Q)=-(a-  .r)Q/'(.r)+R; 

on  en  conclut  que  les  racines  de  f[x)  =  o  sont  séparées 
par  les  racines  des  équations 

X  —  1  =  0,     Q  =:  o,     R  =  o, 

dont  une  est  du  premier  degré  et  deux  du  second  seu- 
lement. 


COXCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1877. 


Mathéma tiques  spéciales. 

Rechercher  les  surfaces  S  du  second  degré,  sur  les- 
quelles existe  une  droite  D,  telle  que  l'hyperboloïde  de 
révolution  H,  qui  a  pour  axe  une  génératiice  recliligne 


(    lo;  ) 
quelconque,   G,  de  la   surface  S,  et  du  même  système 
que  D,  et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  oriliogonale- 
ment  la  surface  S  en  tous  les  points  de  celte  droite. 

Si  l'on  considère  tous  les  hyperboloïdes  H  qui  se  rap- 
portent à  une  même  surface  S,  jouissant  de  la  propriété 
énoncée  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  sommets  A  et  celui  des  foyers  F 
des  hyperboloïdes  H' conjugués  des  hyperboloïdes  H; 

2"  Par  l'un  des  foyers  F  de  l'hyperboloïde  H',  on 
mène  un  plan  P  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  G  et  D,  et  faisant,  avec  cette  dernière, 
un  angle  supplémentaire  de  celui  que  fait,  avec  cette 
même  droite,  l'axe  G  de  l'hyperboloïde  H;  trouver  le 
lieu  de  la  droiie  qui  joint  le  point  où  le  plan  P  coupe  la 
droite  D  à  l'un  des  points  où  ce  plan  coupe  la  courbe 
d'intersection  de  la  surface  S  et  de  l'hyperboloïde  H. 

Maillé malique s  élémentaires. 

Etant  donnés  deux  plans  P  et  P'  et  un  point  A  en 
dehors  de  ces  deux  plans,  on  considère  toutes  les  sphères 
cjui  passent  par  le  point  A,  et  qui  sont  tangentes  aux 
deux  plans  donnés  : 

1°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
centre  de  la  sphère  variable  5 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  où  cette  sphère  touche  l'un 
des  plans. 

Philosophie. 

Etant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  trouver  : 

1°  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  irièdre  dont  les  trois 

arêtes  sont  tangentes  à  cette  sphère,  et  dont  les  trois  faces 

sont  égales  chacune  à  60  degrés  5 

2°  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  trièdre  dont  les  plans 


(   io8  ) 
des  trois  faces  sont  tangents  à  la  même  sphère,  et  dont 
les  trois  angles  dièdres  sont  égaux  chacun  à  120  degrés. 

Rhétorique. 

I.  Par  un  point  A,  pris  au  dehors  d'une  circonférence 
donnée  O,  on  mène  à  cette  circonférence  une  tangente 
AB,  terminée  au  point  de  contact  B,  et  l'on  demande 
quelle  doit  être  la  distance  AO  pour  que,  en  faisant 
tourner  la  figure  autour  de  cette  droite,  l'aire  de  la  sur- 
face engendrée  par  AB  soit  la  moitié  de  la  suiface  en- 
gendrée par  la  circonférence  O. 

II.  Cartes  géographiques. 

Seconde. 

I.  Un  train  omnibus  va  du  point  A  au  point  C,  en 
passant  par  le  point  B,  où  il  s'arrête  cinq  minutes-,  qua- 
torze minutes  après  avoir  quitté  B,  il  rencontre  un  train 
express  ({ui  marche  en  sens  contraire,  et  dont  la  vitesse 
est  double  de  la  sienne.  Cet  express  est  parti  du  point  C 
au  moment  où  le  train  omnibus  était  à  aS  kilomètres  du 
point  A.  Ou  sait,  en  outre,  que  le  train  express  met 
deux  heures  pour  franchir  la  distance  CB,  et  que  si, 
une  fois  arrivé  en  A,  il  repartait  immédiatement  de  ce 
point,  il  arriverait  en  C  trois  quarts  d'heure  après  le 
train  omnibus. 

On  demande  combien  chaque  train  fait  de  kilomètres 
à  l'heure,  t^t  quelles  dislances  séparent  A,  B,  C. 

II.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle 
droit  d'un  triangle  rectangle  sur  l'hypolénuse  partage 
ce  triangle  en  deux  triangles  partiels  :  démontrer  que  le 
carré  du  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  total  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits 
dans  les  triangles  partiels. 


(   ï^9  ) 
Troisième. 

I.  Un  négociant  a  acheté,  en  Bourgogne,  24  pièces  de 
vin  à  80  francs  la  pièce  de  228  litres,  et,  dans  le  Midi, 
3  muids  de  vin  à  1 10  francs  le  muid  de  700  litres.  Il  a 
payé,  en  outre,  820  francs  pour  le  transport  et  l'emmaga- 
sinage, plus  61  fr.  60  c.  par  hectolilre  pour  les  droits 
d'entrée  et  d'octroi.  En  mélangeant  ces  deux  quantités 
de  vin,  et  en  ajoutant  une  certaine  quantité  d'eau,  il  a 
obtenu  un  mélange  dont  il  a  rempli  36  fûts  de  228  litres. 
A  quel  prix  doit-il  vendre  chacun  de  ces  fûts  pour  gagner 
1200  francs  sur  l'opération? 

II.  Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  l'angle  A  est 
droit,  et  l'angle  B  double  de  l'angle  C.  On  construit  en 
dehors  du  triangle  ABC  :  1°  sur  l'hypoténuse  BC,  le 
carré  BCDE;  2°  sur  le  côté  AB,  le  triangle  équilaiéral 
ABF;  3°  sur  le  côté  AC,  le  triangle  cquilatéial  ACG.  On 
joint  le  point  F  au  point  G,  et  au  point  E  l'extrémité 
du  côté  BE  du  carré  BCDE. 

On  suppose  l'hypoténuse  BC  égale  à  a,  et  l'on  de- 
mande de  calculer  : 

1°  Les  côtés  AB,  AC  du  triangle  ABC; 

2°  Les  distances  du  point  F  à  la  droite  BE,  et  la  dis- 
tance du  point  G  à  la  droite  AF5 

3**  La  surface  du  quadrilatère  EFGD. 

On  applitjuera  les  formules  trouvées  en  supposant  l'hy- 
poténuse a  égale  à  5  mètres. 

ENSEIGNEMENT    SECONDAIRE   f-VÉClAL. 

Mathématiques  appliquées  et  Géoniéirie  descriptive. 

I.  Sur  deux  plans  inclinés  P,  Q,  faisant  avec  le  plan 
horizontal,  le  premier  un  angle  de  60  degrés,  le  second 


(  iio  ) 
un  angle  de  3o  degrés,  el  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  l'intersection  des  plans  P  et  Q,  on  place  deux  petits 
poids  égaux  réunis  par  un  ûl  qui  s'enroule  sur  une  petite 
poulie  dont  l'axe  coïncide  avec  1  intersection  des  plans 
P  el  Q,  et  dont  les  dimensions  sont  telles  que  les  deux 
portions  du  fil  sont  respectivement  parallèles  aux  deux 
plans  inclinés. 
On  demande  : 

1°  Dans  quel  sens  se  produit  le  mouvemenlj 
1°  Quels  sont  les  espaces  parcourus  par  les  poids, 
après  trois  secondes; 

3°  Quelles  sont  les  vitesses  acquises  par  ces  mêmes 
poids,  après  trois  secondes, 

II.  On  donne,  dans  le  plan  vertical  de  projection,  un 
hexagone  régulier,  dont  un  côté,  égal  à  4  centimètres, 
coïncide  avec  la  ligne  de  terre 5  cet  liexagone  est  l'une 
des  bases  d'un  prisme  oblique,  dont  les  arêtes  sont  hori- 
zontales et  forment  un  angle  de  60  degrés  avec  la  ligne 
de  terre;  la  seconde  base  du  prisme  est  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection  situé  à  12  centi- 
mètres en  avant  de  ce  plan.  Sur  la  face  supérieure  du 
})risme  repose  une  sphère  qui  a  4  centimètres  de  rayon, 
et  qui  touche  le  plan  de  la  face  supérieure  du  prisme  au 
centre  du  parallélogramme  formé  par  cette  face. 

On  demande  de  représenter  le  système  de  ces  deux 
corps  solides,  et  de  dessiner  leurs  ombres  propres, 
l'ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  prisme,  et  les  ombres 
portées  par  les  deux  corps  sur  les  plans  de  projection. 

On  supposera  le  système  éclairé  par  la  lumière  dite  à 
45  degrés. 


QUESTION   DE    IJCEXCE    (ISGÔ); 

Par    m.    J.   GRIESS, 

à  Zurich. 


Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  projeciion  de 
son  rayon  de  courbure  sur  une  droite  fixe  située  dans 
son  plan  ait  une  longueur  constante. 

La  longueur  du  rayon  de  courbure  est 

P  = 


'-^U. 


Le  cosinus  de  l'angle  du  rayon  de  courbure  avec  la  droite 
est  égal  au  sinus  de  Tangle  de  la  tangente  avec  la  même 
droite.  Si  elle  est  prise  comme  axe  des  x,  et  que  w  dé- 
signe ce  dernier  angle,  on  a 

tangw  =  --  -, 

donc 

rty 

(l.X 


V' 


dx 


donc  la  projeciion  du  rayon  de  courbure  sera 


d' 
~dx^ 
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donc  réqualiou  différentielle  de  la  courbe  sera 

'drV 


d.r 


dy  d^r         dyT         I  dy  \''^ 

-~z=a,      (7 -— -  =  —     I -4-     -— 
dx  d.t:'         r/.c  L  \d-'^  J     \ 


Pour  intégrer  celle  équalioii,  je  pose 


dr  d-y        dp 


=  P, 


dx'         di 


donc  on  a 


Posons 

/>  =  tanf[«, 
i  a 

dfj  I       dft> 


dx         cos'w  dx 
et  il  vienl 

I       do)  I 

a —  =  tanet 


cos^w  dx  cos^oj 

d(ù  cosw  f/(w  dsini 

=  dx  =  a 


tangw  sinto  sin« 

donc 

.1- 

—  :=/sin&).        sinw  =  c"; 


on  a  maintenant 

dv 

——  =  tans^œ,  dy  =  tan^wc/j:, 

dx 

a  du 

dy  =  tariir&J •  =  adoi,       y  =r.  nco. 

•^  ^     tangw 

Eliminant  w,  on  a 

-  =  arcsin  \e  J . 

Celle  équation  représente  une  série  de  courbes,  tan- 
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génies   à   l'axe  des  y  en  des  points  dont  les  ordonnées 
sont 

T.  5  77  f)  7T 

fl-1      a  — ,       a- — ,       •••; 
2  2  2 

ces  différentes  courbes  sont  comprises  entre  des  droites 

a:  =  o      et     x^=.(ir:,      x^^'y.nr:     et     .7?=:3«7r, 
X  =z  inaiz     et     ^  ^  (  2  «  -4-  i  )  o  tt, 

et  elles  ont  en  même  temps  ces  différentes  droites  pour 
asymptotes.  Elles  sont  toutes  étendues  vers  le  côté  des 
X  négatifs. 


QUESTION  DE  LICENCE  (IVOVEMBRE  1875 

Par  m.   h.   COURBE, 

Professeur  au  lycée  de  Fribourg  (Suisse). 


Déterminei^  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  la  con- 
dition 

0P.MN  =  ).0M', 

dans  laquelle  A  désigne  une  constante  donnée,  O  Vo- 
rigine  des  coordonnées  ^1^1  un  point  quelconque  de  F  une 
des  su  faces,  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  O  sur  le  plan  tangent  en  M,  et  N  la  trace  de  la  nor- 
male sur  le  plan  des  xy. 

Soient  X,  )  ,  z  les  coordonnées  du  point  M;  X,  Y,  Z 
les  coordonnées  courantes;  l'équation  du  plan  tangent 
en  M  sera 

Z-s=/;(X-T)  +  -7(Y-r), 

Ann.  de  Ma  thémai..  2'^  série  ,  I.XVII.  (Mars  1878.)  8 
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en  posant,  pour  simplifier, 

dz  (Iz 

La  normale  au  point  M  a  pour  équations 

(  X  —  a;  j  -h/?  ; Z  —  z)  =:  o, 
(Y  _j)-i-7;Z-2)=o. 

La  distance  OP  de  l'origine  au  plan  tangent  a  pour 

expression 

z  —  px  —  qy 
0P=:  '  '^  • 

\Ip^  -h  ç'  -I- 1 

La  trace  N  de  la  normale  sur  le  plan  des  xy  ayant  pour 
coordonnées 

Z=0,      X=.r-^/73,      Y  =  J+^z, 

la  longueur  MN  a  pour  expression 


Enfin,  comme  on  a 

om'  =x^  +  y-^z\ 

l'équation  de  condition  peut  s'écrire 

Z'Z  —  px  —  qj]  =\  [x^ -\-J^-+-z^], 
ou 

riz  dz  ^x^+y'-^z^ 

'~dx'--dy^  =  ^ . ''■ 

telle  est  l'équation  différentielle  des  surfaces  cliercliées. 
On  a  donc  à  intégrer  les  équations  simultanées 

dx        dy  z  dz 

.T.         y  z-  —  X  !.r'  +  j=  -}-  z'  '. 
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La  première  donne 

.r 

La  seconde  peut  alors  s'écrire 

dz  _  z'~\[[i-^0]x^^z-'] 
dx  zx 

En  désignant  par  t  une  variable  auxiliaire,  et  en  po- 
sant 

,  dz  dt 

z  =  tx,       (1  ou       —  =z  X  — h  t, 

dx  dx 


elle  devient 

dt            1  f  1  +  C  -J 

-f.-'] 

ou 

dr                tdt 

dx                          r 

X    ~  i  -hO  -\-  t- 

et,  en  intégrant. 

log  (  I  4-  C  H-  fM  ^    H-  loga;"'  =r  CODSt. 


J 

X 

lions  inverses,  nous  aurons 


Remplaçons  t  par  -,  C  par  —•>  et  passons  aux  fonc- 


x'-'[x'-h  j'-^z-y  =  c. 

En  faisant  C  =  <^(C),  çp  désignant  une  fonction  arbi- 
traire, on  a,  pour  représenter  toutes  les  surfaces  cher- 
chées, l'équation 

ji'-'[x-  4-  J'^  +  2^  P  =  tp  j  -  )  • 


8. 
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COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

(i875)-, 

Par  m.   MORET-BLANC. 


TJve  conique  donnée  rie  forme  et  de  grandeur  se  dé- 
place de  majiière  que  chacun  de  ses  fojers  reste  sur 
une  droite  donnée.  Dans  chaque  position,  on  mène  à 
la  conique  des  tangentes  parallèles  à  la  droite  que  dé- 
crit V un  des  foyers.  Déterminer  le  lieu  des  points  de 
contact. 

Soient  2C  la  distance  des  foyers,  ia  et  ib  les  axes  de 
la  conique. 

Je  suppose  d'abord  que  les  deux  droites  données  se 
rencontrent  en  un  point  O;  je  prends  ce  point  pour  ori- 
gine des  coordonnées  rectangulaires,  et  la  droite  à  la- 
quelle les  tangentes  doivent  être  parallèles  pour  axe 
des  X. 

Soit 

l'équation  de  l'autre  droite,  a',  my.'  les  coordonnées  du 
foyer  F'  placé  sur  cette  droite  et  a  l'abscisse  du  foyer  F 
placé  sur  la  première.  On  a 

(l)  (a'— aj' +//?'«"=  4^-. 

Soient  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  parallèle 
à  Oj:,  X  et  y  ses  coordonnées,  FP,F'P'  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  foyers  sur  la  tangente;  on  a,  par  un 
théorème  connu, 

FP.F'P'=è% 
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J[y  —  ru  y.  ) 


]  =  b\ 


Les  triangles  rectangles  FPM,F'P'M,  ayant  un  angle 
aigu  égal  en  M,  donnent 


r  —  fny. 

X  —  a' 


En  éliminant  a  et  a' entre  les  équations  (i),  [i]  et  (3), 
on  aura  pour  l'équation  du  lieu 


b-^         b^^^c^-j^-[y^-b^ 


'"I  r[r+b') 

L'équation  ne  changeant  pas  quand  on  change  à  \i  fois 
les  signes  de  x  et  de  j^,  il  suffit  de  considérer  les  valeurs 
positives  de  y,  on  obtiendra  ainsi  une  première  partie 
de  la  courbe  -,  la  seconde  sera  symétrique  de  la  première 
par  rapport  au  point  O. 

Posons 

^  _   b'  ^%c\y''  —  if'^  b'Y 
A.  — '-  ■ 


y{b'-hr') 

et  considérons  d'abord  le  cas  où  la  conique  mobile  est 
une  ellipse.  On  a 

niy 

y  ne  pouvant  varier,  pour  la  réalité  de  X,  que  de  a  —  c 
h.  a  -\-  c. 

Si  l'on  construit  entre  ces  ordonnées  extrêmes  1  arc 

d'hyperbole 

y^-b' 

my 

ayant  pour  asymptotes  les  deux  droites  données,  ce  sera 
une  ligne  diamétrale.  A  partir  de  chaque  point  de  cette 


(  ii8  ) 
ligne,  on  portera  vers  les  abscisses  positives  et  négatives 
la  valeur  correspondante  de  X.  Si  }'  croît  àe  a — c  à 
a-\-c,  X.  croit  de  zéro  à  un  maximum,  puis  décroit  de  ce 
maximum  à  zéro.  On  obtient  ainsi  un  ovale  incliné  auquel 
il  faut  adjoindre  son  symétrique  par  rapport  au  point  O. 
X  atteint  son  maximum  pour  la  valeur  de  y  déterminée 
par  l'équation 

obtenue  en  égalant  la  dérivée  de  X  à  zéro. 

Si  la  conique  mobile  est  une  hyperbole,  y  croissant 
de  c  —  rt  à  Z»,  X  croit  de  zéro  à  Tinfini,  puis  y  croissant 
de  Z>  à  c  4- rt,  X  décroit  de  l'infini  à  zéro.  On  obtient 
ainsi  une  courbe  discontinue  composée  de  deux  branches 
ayant  pour  asymptote  la  droite  y  =-b,  du  côté  des  ab- 
scisses positives  et  du  côté  des  abscisses  négatives.  Il  faut 
y  joindre  la  courbe  symétrique  par  rapport  au  point  O. 
On  a  ainsi  quatre  branches  présentant  huit  points  d'in- 
flexion. 

Lorsque  les  deux  droites  données  sont  rectangulaires, 
la  ligne  diamétrale  devient  l'axe  des  j  5  les  deux  droites 
données  sont  deux  axes  de  symétrie. 

Si  les  droites  données  sont  parallèles,  en  appelant  ad 
leur  distance,  on  a 


y-  —  2 f/j-  =  ù-,     d'où     j  =  dzh  \UP -+-  b'. 

Le  lieu   se  compose   de    deux  parallèles    aux    deux 
droites,  ce  c£ui  était  évident  a  priori. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Gambey. 


THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  FOXCTIOIVS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.   h.  LAURENT. 

[suite  (*).] 


RELATIONS    DIFFÉRENTIELLES    ENTRE    LES     FONCTIONS 
AUXILIAIRES. 

Posons 

on  aura 

^^'  dx  &[x) 

Or,  en  ditïérentiant  les  formules  (5),  on  a 

1   0'(j7  +  aK'v  — i)  =—  0  (^)e       '»■ 

1  H-  0  Lr  U?        "^  — :;;: 


Or  les  deux  fonctions  H(x)  et  0(x)  possèdent  la  période 
4K  ;  il  en  est  donc  de  môme  de  H'(j:)  0  [x)  —  0'(a:)  H (x), 
et,  quand  on  y  change  x  ç^w  x -\-  i¥^' \J —  i,  en  vertu  de 
(2),  cette  fonction  devient 

[0  [x]  H'(.r)  -  H  [x]  e'[x)]  e"  "K—  ^-'^^' '''-'  ^ . 
(*)  Nouvelles  Annales,  2«  série,  t.  XVI,  p.  78,  211,  36i,  383,  ^33,  /(81. 
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en  d'autres  termes,  elle  s'est  trouvée  multipliée  par 

Or  les  fonetions  &[x)H[x)  et  0i(x)Hi(x)  sont  dans 
ce  cas;  on  doit  donc  poser 

(3)  H'(x)0{^)  — H(x)©'(j;)  =  A0(x)H(a:)  +  B0,(x)H,(.r), 

ou,  en  divisant  par  0"  et  en  tenant  compte  de  (i), 

dy-         HU)  0,(^)  H.(^) 

A :   -t-  Jj 


dx  0^X1  0(.rj    Q[x) 

Mais,  si,  dans  (3),  on  cliange  x  en  —  x,  on  a 

B.'{x)Q[a:)  —  B[:r]  Q'{x]  =—  A0(jj:)  H(a;)  +  B&,{x)  H,(ar) 
et,  en  comparant  cette  formule  avec  (3),  on  a 

A  =  o; 


donc 


fix  0    0 


Si,  dans  (3),  on  fait  x  =  o,  on  a 

H'(o)  0(o)  =  B0,  ^o;  H,  (o). 

Tirant  B  de  là,  la  formule  précédente  donne 

dy  ^  H»0(o)   e,{x]B,{x) 
^^'  rfj7~0,(o)H,(o)         0=(.r) 

Entre  cette  formule  et  les  formules  (i)  et  (2)  du  para- 
graphe précédent,  éliminons  Qi{x)  et  Hi(x);  nous 
aurons 


H--(o)r         eMo)     -ir        H;(o)      -] 


Cette  équation  serait  identique  à  celle  qui  nous  a  servi 
primitivement  à  définir  le  sinus  de  l'amplitude  de  x,  si 


(  1-'  ) 

l'on  supposait 

I  _  0,  (o)      _   0,  (o)  H  (or)  _     I     H  {x) 

)0^ïrH_ 

^^^  H.(o)0(o)-'' 

H?  fol 


=:k. 


i  0;(o] 

et  ron  aurait 

Ulsnx  \  2 


dx 
On  a  donc  bien 


=  (i  —  sn'A-l  (i  —  A-^sn^r^ 


HW   0,(o) 
snxz=  — — -  — -—  ; 
Q{^)  H,(o) 


et  il  est  nettement  établi  que  la  fonction  sno:  estmono- 
drome,  puisqu'on  peut  la  former  de  toutes  pièces  en  la 
considérant  comme  le  quotient  de  deux  fonctions  mo- 
nodromes. 

Maintenant  reprenons  les  formules  (i)  et  (2)  du  pa- 
ragraphe précédent-,  ou  peut  les  écrire,  en  divisant  par 
0^(0:), 

_ïi'ix]    ©fol  U^A^)  &'io] 


@^.t)\  Hî(o)         &[x)   U;(o) 
B^ix]  hUo]       eUx)  eHo] 


e'[x)  0^(0)       0^(^]  0^(0) 

La  première,  en  vertu  de  (5),  sera  satisfaite  en  posant 

H,(.r)     0(0) 
Q{x)    H,(oi 

et  la  dernière  donnera 

„        eUx]  ©Mo] 

1  =  A^  sn-.i--r 


'.  l"; 


(  I^-^  ) 

ou  bien 

0,  (.r)    0(0)  / 

e{x)   0,(0)         ^ 

Elle  donnera  aussi,  pour  x  =  K, 

H'(K]  H^fo)        0?(K1   0'(o) 


0^(K)   e][o]        0'(K)  0-ao) 
ou  bien 

H!(o)        0^fo) 


@\[o)        @\[o) 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  A^,  le  second 
est  donc  la  quantité  désignée  plus  haut  par  A'- 5  A'  est  ce 
que  nous  avons  appelé  le  module  complémentaire .  On 
a  donc  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU    N°    4. 

I      H(.r) 

sn^  = —-, 


V    A-     0(.r] 


dn.r  =:  VA-    3 

©î^oj        H'^;o)'       '         0^(0)'      k'        &'[o) 


['•] 


^^  ~ Jo     v/(i-x=)(i 
'  ^o     V/(I 


d.v 


x^][i  —  k'^x^ 


23 


a 


ht 

•<c 

i! 

î     1 
1 

+ 

11 

H 

•v^ 

1     ' 

Ui 

o 

i4 

^ 

JN_ 

c 

c 

C 

r; 

C 

TZ 

-a 

"3 

'S 

":> 

":> 

k> 

^ 

i^ 

i^ 

+ 

+ 

t^in 

fcd 

-o     -c      "^  Ls      ~<:    _S 


t^ 


4- 


=  ^ 


fcy^  ■>  fsd 

P4  r4  ê^ 

+  +  + 

1^  i^  ^ 

0-^  e^  f; 


8    L 


^ 

H 

H 

H 

;  H 
1  ° 

c 

a 

Vj 

1  -^ 

-C  Le 


t4 


t^     i4 


I      W 

J- 


+1 


^ 

►- 

1  ^ 

' — ' 

t4 

o 

il 

i 

i 

X 

11 

i4 

"^ 

{^ 

1 

'Â 

Cl 

^ 

Cl 

fl 

s 

c 

c 

c 

c 

iv" 

>> 

ît( 

h5 

t^ 

■SL 

(N 

iiîH 

c 

G 

C 

C 


35      c 


1     ï4 

'C       Cl 

■o 


(M 


,      C    I  - 


C 


+ 

C 


T 


C 


o       "3 
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RELATIONS    ENTRE    SIIX,  CllX    ET    dlio:. 

A  la  fonction  snx,  définie  par  l'équation 
nous  avons  adjoint  les  fonctions 


(   cnx  ^=  v  =1  ^  1  —  u'. 


La  formule  (i)  pourra  alors  s'écrire 

du 
dx 

Des  formules  (  2)  on  déduira 


dv 

Il         du 

dx 

^i_  u'  ^^ 

dw 

Pu        du 

—  —  — 

•  =—  Pou 

dx 

y/i  —  Pa^dx 

i  on  a 

Ainsi 

<^  snx 


dx 
d  cn.z 

dx 
ddnoL 

dx 


=  cu^  dn.r, 
=  —  clnxsn.z', 
:=: —  A-snjTcnjT. 


Maintenant,  si  l'on  observe  que 

a'  a 
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les  formules  (3)  pourront  s'écrire 

du 
dx 
di> 
dx 

diV 

dx 


Rien  n'est  plus  simple,  en  partant  des  formules  (3),  t[uc 
de  former  les  équations  auxquelles  satisferaient  tangamx, 
cotamj:,  ....  On  formera  ainsi  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU    N"    5. 

d  snx 


[.5] 


:.6] 


dx 
dcnx 

dx 
dânx 

dx 

Fonctions. 

u  =  sn.r, 

M  ^=  CXÏX^ 

u  =  dnx, 
u  =  tangam.r, 
u  =  cet  am  X, 
u  =  séc  amx, 
u  =  cosée  am.r , 


=  en  .77  dnx, 

=  —  dn.r  sno:', 

=  —  Psnx  en  J7. 

Leur  équation  différentielle. 


dff 
dx 
du 
dx 
du 
dx 
du 
dx 
du 
dx 


\j[i  —  «-)(i—  X-=«'), 


S=-V'--"("'-^) 


du 
dx 
du 


=  ^{u'-j){u^ -/,-'), 


dnx  dx 


(   «^6  ) 
Ce  dernier  tableau  est  utile  pour  la  réduction  de  Tin 
tégrale 


/; 


rlu 


\l[iû  +  m  ]  («'  +  n) 
aux  fonctions  elliptiques. 

FORMULES    d'adDITIOIV. 

Considérons  maintenant  le  produit 

H  (.r  -f-  «)  H  (j;  —  fl)  =  e  [x]  ; 
on  a  (tableau  n"  1  ) 

Q[x  -\-  2K)  =  Q[x), 

î.es  fonctions  H'  et  0^  satisfont  à  la  même  équation; 

donc 

H(x  +  «)H(j:  — «)  =AH'(a:)  -I- Be^H- 

Pour  déterminer  A  et  B,  on  fera  jc  =  o  5  on  aura  alors 

—  H=(«)=B0=(oi. 

On  fera  ensuite  x  =■  K'\/ —  i;  on  aura  alors 

H (K'  V  -T  +  «)  h  (K'  y/^  —a)  =  AlP  (iv'  sj'^) 

ou 

—  0  (a)  ©  (—  a)  =  —  A  0'  (o). 

On  a  donc 

^-        ©>)'      ^-0=(o)' 
et,  par  suite, 

H  (x  +  «)  H  (.■  -  «)  =  -AJ— i-L-^-^l-^U  . 

On  obtient  de  la  même  façon  une  foule  d'autres  for- 
mules, que  nous  résumons  dans  le  tableau  ci-après. 
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TABLEAU    N"    6. 

B.(x  ~  a]B(x'+-  a   z=  — '-— !— — - ' , 

'      ^  '  0'(o) 

B.[x  —  «]  &[x  -r-  a) 

H,  («]©,(«)  „,   ,      ,    ,         H(«)0(a)   „,    , 

H,  o   ©  o        ^   ^      ^   ^        H,  o  0,  o        ^   '     ^   '' 


[17]   (   H(.r  — «)H,(x  +  «) 

0(0)0,(0)       ^    ^     ^    ^         0  [0)0,(0)      ^    '       ^    '' 
H(jr  —  a)  0i(:r  H-  «) 

=  J\  H  -r  0,  .r V  \  -0  j:  H.  -r  ; 

1  H,  (0)0(0)      ^    ^     '^   ^        H,(oj0(o)      ^   '       ^    " 

l  0(^_«)0(^  +  «)  =  _Xi_i_L__AJ__±_/, 

0(^  —  a)B[x  -{-  a] 

__  H.(a)  0.(a)  H  [x)  0  (.r)  +  H  [a]  0  [a)  H,(.r)  0,(x) 

~       ^  e,(o)H,(o) 

[18]  [  0(.r-o)H,(x  +  «) 

_  @{a)e,{a)B(x)ïi,{x)  —  H(fll  ©(fl)  ©(.r-)  0,(.t) 
~  e(o)©,(o)  ' 

q[x  —  a)  0,(.r  +  a) 

ï{,{a]&(a]B.lx)  0,{x]  —  Bia]  ©Jm)  ®(x]n,ix] 


©(o)  H, (01 


En  combinaiat  ces  formules  par  voie  de  division,  et  en 
ayant  égard  aux  formules  du  tableau  n°  4,  on  trouve, 
par  exemple,  en  divisant  la  première  [17]  par  la  se- 
conde [17], 

.  ,  sn'j:  —  sn'a 

snfx  +  a    = = j —  , 

snx  cna  ana  —  snrtcnxdn-c 


(   1^8  ) 
et,  en  mulliplianl  haut  el  bas  par 

snx  cn«  dna  -|-  sn«  cnx  dnj-, 

,  sn.r  cnrtr  dna  H- snfl  en  j;  dn  j: 

sn  [.V  -+-  a]  = ; : 

I  —  A'sn^«  sn^r 

c'est  par  ce  moyen  que  l'on  formera  le  tableau  suivant 

TABLEAU    jN°    7. 


/        /      ,    ,,        SDacnbdrtbzhsnùcnadna 

sn  [a  ±  bj  = — ^ r, ; 


r      -,       ,        ,      ,    ,,        cnrtcn />  zjz  snasn  èdnfldn^ 

[iqj       ^   cn'a±b]  =  -— — -j ; 

^  •  -*       1  '  I  —  A-=sn'«sn^6 


I 

— 

A- 

'sn^a 

en' 

n  ■ 

— 

sn'rtdn'a 

i  - 

- 

A-su^« 

dn 

-a 

— 

-  /-'sn'acn' 

a 

dn«dn  è  zp  A'snasn  ècnflcn/;» 
dn{az+zb,  = — -7 

Pour  a  =  b  : 

■y.snacnadna 
snia  = 


[20] 


,   dnia = 

I    sn[a  H-  b)  +  sn(a  —  ^)  ^  Gsn^cnô  dnb, 
sn(rt  -^  b)  —  sn  (a  —  ^)  =  Gsnécnrz  dna, 
cn[a  -r-  b'  -+-  en  [a  —  b)  =  Gen^en^, 
]   cnia -h  b)  —  en  (a  —  b)  =-- — Gsna  snè  dna  dn/;, 
I  dn(rt  -T-  b]  +  dn(a  —  b]  =  Gdnrt  dn^, 
\  dn[a  -\~  b]  —dn[a  —  b)  =z—GPsr\asv\bcna  cnb. 

On  a  posé 

2 

I  —  A'sn^rtsn^ô 


(  129  ) 

F^es  Tormules  d'addilion  [ig]  sont  les  premières  que 
l'on  ait  trouvées  sur  les  fonctions  directes.  Elles  sont 
analogues  aux  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie; mais  ce  n'est  pas  comme  nous  venons  de  le 
montrer  qu'elles  ont  été  trouvées. 

C'est  en  intégrant  l'équation 

ei.x  dy 


que  l'on  est  arrivé  à  la  découverte  des  formules  d'addi- 
lion. La  méthode  la  plus  simple  qui  ait  été  donnée  pour 
l'intégration  de  cette  formule  est  due  à  Lagrange.  D'au- 
tres méthodes,  plus  simples  en  apparence,  ont  l'incon- 
vénient de  s'appuyer  sur  des  artifices  qui  supposent 
évidemment  que  Ton  connaît  d'avance  l'intégrale. 

(  A  suivre.) 


THÉORÈME  SUR  LA  GEOMETRIE  DES  QimCOKCES; 

Par    m.    Edouard    LUCAS. 


Les  sommets  ou  les  centres  d'un  échiquier  quelconque 
ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  cV un  triangle  êqui- 
l a  té  J'ai. 

En  effet,  si  l'on  prend  l'un  des  sommets  pour  origine 
des  coordonnées  rectangulaires,  et  si  Ton  désigne  par 
(rt,  è)  et  (c,  ri)  les  coordonnées  des  deux  autres  sommets, 
on  devrait  avoir 

«5  +  è-  =:c'-hd'  =  [a  —  cY  -r-[b  —  dy, 
Ânn.dc   Maché/nut.,  .i^  série,  i.  XV W.  (Mars  1S78.)  9 


(    i-^o   ) 

ou 

a'  -r-  h'  =  c-  -H  d'  =  3. ,  /'/c  -f-  ^r/  , 

et,  par  suite, 

Donc  le  nombre  3  diviserait  une  somme  de  deu>: 
carrés,  que  l'on  peut  supposer  premiers  entre  eux;  ce 
qui  est  impossible. 


SOLliTIOXS  DE  OllESTIOXS 
PROPOSÉES  DAI\iS  LES  NOUVELLES  AKMLES. 


Question  1232 

(  voir  2"  série,  t.  XVI,  p.  7\o'>; 

Par  m.    h.   LEZ. 

En  un  point  M  d' une  conique,  on  construit  la  para- 
bole osculatriee  et  l 'on  prend  le  symétrique  P  du  foyer 
de  cette  parabole  par  rapport  à  la  tangente  en  M  :  dé- 
montrer que  le  point  M  et  son  symétriquelS  par  7'apport 
à  P  sont  réciproques  par  rapport  au  cercle,  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique. 

(  Laguerre.; 

Prenant  pour  axe  des  a:  la  normale  au  point  M  et  pour 
axe  des  y  la  tangente  au  même  point,  on  pourra  écrire, 
pour  l'équation  de  la  conique, 

ax"'  -\-  ih  xy  +  r"  —  2/>  a:  z=:  o  ; 

le  centre  de  cette  conique  a  pour  coordonnées 

^^       P  .  _  ph 


(  i3i  ) 
Une  tangente  parallèle  à  la  normale  en  M  rencontrant 
l'axe  des  y  en  deux  points  donnés  par  l'équation 

[/i^ —  a]j- —  'ylipr  -1-/?^=;  o, 

on  détermine  facilement  le   rayon  R  du  cercle  concen- 
trique, lieu  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique  :  il 

'     I   .  p  S,^  i-h  a 
est  efral  a ,  -  • 

L'équation  de  ce  cercle  est  donc 

p   y    f       pfi  y   p'ii 


a  —  h'J  Y         a  —  II']  a  —  h}]' 

Les  coordonnées  du  point  N,  pris  sur  OM  de  manière 
queOM.ON  =  R',  sont  celles  du  pôle,  par  rapport  au 
cercle  en  question,  de  la  droite  x  —  hy  =  o  perpendicu- 
laire à  OM5  on  trouve  pour  leurs  valeurs 


I  +  A^       -  I  +  h' 

L'écjuation  d'une  parabole  tangente  en  M  à  l'axe  des  j 
peut  s'écrire 

llPx''  H-  linxj  -\-  Y"^  —  'X\.V  ni:  O. 

Retranchons-la  de  l'équation  de  la  conique  et  écrivons 
que  la  seconde  corde  d'intersection 

( a^  —  m-)  X  -^  2.  [h  —  /«) .r  —  '2  {p  —  /]  =  o 

se  réduit  à  l'axe  des^f ,  il  en  résultera 

m  :=:  h,    1  =/^) 

et  l'on  aura,  pour  l'équation  de  la  parabole  osculatrice, 

[hx  -\-  xY —  2/J.r  =  o. 
A  l'aide  de  formules  connues,  on  trouve  pour  les  coor- 


(     «32     ) 

données  du  foyer 


p  ph 


>    y 


i[i-\-  h'^  2  ;  I  -f-  A- 

son  sj'métrique  P  par  rapport  à  la  tangente  en  M  est  donc 
le  milieu  du  segment  MN. 

J^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1237 

(  yoir  ?'  série,  t.  XVI,  p.  387); 

Par    m.     CAURET, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Brieuc. 

Ayant  posé,  pour  abréger, 

a^  -f-  8'^  -4-  Y  4-  ^'  —  ;£  -4-  S  4-  7  -f-  0 


Q  = 

R  = 

S  = 


ou  a,  [5^  y,  0  sont  des  entiers  donnés,  on  propose  de  dé- 
composer, au  viojen  de  formules  directes,  V  expression 

V  —  Q'  -^  R^  -I-  S== 

en  deux  facteurs  représentés  chacun  par  une  somme  de 
quatre  carrés  entiers.  (S.  Realis.) 

Posons 

A  =  a=+  [î= -}- y'-i-  ^2      cl      ?.B  =  a  +  P  4-7  4- 0, 


2 

a= 

+  r 

4- 

f 

4- 

(5=  4- a 

—  P  + 

7 

4- 

S 

2 

a- 

—  ^'' 

+ 

v' 

-\- 

o-'4-  a 

4-p- 

7 

4- 

0 

2 

a/ 

'4-  p' 

4- 

7' 

'4- 

^2-f-« 

+  P4- 

7 

— 

S 

ii  vient 


(     1 

33  ) 

P=-+B- 

a, 

Q  = 

1 

-^ 

R=-+B- 

2 

7. 

s  = 

2 

-S; 

d'où 

P=+  Q'  +  R'H-  S='=:A(A-+-  2B  4-1) 

=  ^  (a'  +  p^  +  7-  +  5^  )  [(2  a  -+- 1  ;^  -+-  h.  {i  H-  i  ;.'  +  (2  7  + 1  ;=]. 

Abre.  —  La   même  question   a    été  résolue  par   MM.    Th.    Franchy, 
maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins,  et  Moret-Blanc. 


Question  1241 

(voir  2*  série,  t.  XVI,  p.  28B); 

Par    m.    J.    C  H  A  M  B  0  N  , 

Élève  du  lycée  de  Bordeaux. 

Troui^er  V enveloppe  d'un  plan  passant  par  les  ex- 
tréîîiités  de  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde. 
Montrer  que  ce  lieu  est  le  même  que  celui  du  centre 
de  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  'variable, 

(Genty.) 

Solution  analytique.  —  Supposons  T ellipsoïde  rap- 
porté à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  son  équation  sera 

a^        b'        c' 

Si  nous  considérons  un  point  (a,  j3,  7 ),  le  plan  polaire 
de  ce  point  sera 

a.x        Ëy         yz 

l'i  ^ -+-=^7 -^  ,^  =  ^; 

et,  pour  que  ce  plan  passe  par  les  extrémités  de  trois 


(   i34  ) 
diamètres  conjugués,  il  suffit  que  a,  jS,  y  satisfassent  à  Ja 
relation 

a=  fts         n,2 

(2)  -  +  |,  +  ^  =  3 

^    '  a'        b-        c^ 

en  se  rappelant  que  —  +  Vr  H —  =3  est  le  lieu  des 

sommets  des  trièdres  circonscrits  à  l'ellipsoïde  et  dont 
les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  con- 


jugues 

Pour  avoir  l'enveloppe  des  plans  représentés  par  l'é- 
quation (i),  on  n'a  qu'à  éliminer  a,  (î^  y  entre  les  équa- 
tions (i),  (2)  et  les  suivantes  : 

f-.        A         f'  ,        >     ,.  a'        b'        c' 

^-^  =  — 7-  =  -^-5      c  est-a-dire      —  !=  —  =  —• 

^fa  î-.a  ?■-  =«  (i  7 


L'élimination  se  fait  immédiatement,  en  mettant  ces 
dernières  équations  sous  la  forme 


'Il 

c'           I 

b^ 

"7  =  3 

b' 

d'où  l'on  lire 

c.  =  Z.r,       P  =  3j,      7=33. 

Le  lieu  cherché  est  donc 

.r-         x^        z'         I 
«'       é-       c-       3 

C'est  un  ellipsoïde  homothétique  à  l'ellipsoïde  donné. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  lieu  est  le  même  que  celui 
des  centres  des  sections  faites  dans  l'ellipsoïde  par  des 
plans  satisfaisant  aux  conditions  du  problème.  On  sait. 


(  i35  ) 
en  effet,  que  le  centre  d'une  section  faite  par  un  plan  est 
le  point  d'intersection  de  ce  plan  avec  le  diamètre  qui 
lui  est  conjugué.  Pour  avoir  ce  dernier  lieu,  il  n'y  aurait 
qu'à  éliminer  a,  (3,  y  entre  les  trois  relations 

a  .r         8  r         7  2 

-4-    ' 1_    - —    I 

.-/-  O'  f- 


a-         o'        z' 

Ce  sont  précisément  les  trois  relations  qui  ont  servi  à 
trouver  le  lieu  précédent. 

Solution  géométrique.  —  Considérons  le  parallélépi- 
pède construit  sur  trois  demi-diamètres  conjugués  pris 
pour  arêtes  aboutissant  au  môme  sommet  :  le  lieu  du 
sommet  opposé  à  celui-ci  est  un  ellipsoïde  dont  les  demi- 
axes  sont  «^3,  ^\/3,  c\]^^  a,  ^,  c  étant  les  demi-axes  de 
rdlipsoïde  donné. 

Or  on  sait  que,  si  l'on  mène  le  plan  pas^nt  par  les 
extrémi'és  A,  B,  C  des  diamètres  conjugués  OA,  OB, 
OC,  ce  plan  coupe  la  diagonale  du  parallélépipède  au 
tiers  de  sa  longueur  à  partir  du  point  O.  On  voit  ainsi 
que  le  lieu  M  du  sommet  du  parallélépipède  opposé  au 
sommet  O,  le  lieu  N  du  centre  de  la  section  faite  par  le 
plan  ABC,  sont  deux  ellipsoïdes  liomotliétiques  à  l'ellip- 
soïde donné. 

Cela  étant  admis,  menons  le  diamètre  conjugué  au 
plan  ABC  et  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  M  au  point 
ou  cet  ellipsoïde  est  rencontré  par  le  diamètre,  ce  plan 
tangent  sera  parallèle  au  plan  ABC.  Or  l'enveloppe  de 
et  plan  tangent  est  lellipsoïde  M;  donc  Tenveloppe  du 
pan  ABC  est  l'ellipsoïde  N.  r.   q.   f.    n. 


(  i36  ) 

Note.  -  -  Solutions  analogues  par  MM.  1".  Pisani,  professeur  à  Gir- 
genti;  Ch.  Brunot,  élève  du  lycée  de  Dijon;  H.  Dessoudeix,  élève  du 
lycée  de  Bordeaux;  Moret-Blanc;  V.  Jamet,  professeur  au  lycée  de 
Saiut-Brieuc  ;  E.  Dunoyer,  élève  du  lycée  de  Marseille;  CI.  Talon,  élève 
au  lycée  de  Moulins;  P.  Barbarin,  élève  de  l'École  normale. 


Question  1248 

(■  voir  2"série,  t.  XVI,  p.  XV,  ); 

Pau    m.     C.     MO  RE  AU, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Démontrer  que  sj5  est  égal,  à  la  limite  du  rapport 
des  deux  séries 

I        I        I         I  III  I 

I  2  O  I  i  l  L^  Il  OC) 

dans  lesquelles  chacun  des   dénominateurs   est  donné 
par  la  relation 

',  E.  Lucas.) 

Lorsqu'une  fonciion  de  n  est  déterminée  par  l'équa- 
tion 

Xn+i  ^^=  ^J'«-)-i  J'ni 

et  par  les  conditions  initiales 

on  peut  représenter  cette  fonction  par  l'expressiou 

I  H-  (7 z  —  [a  -h  z)  z-""^' 


J«  = 


s"   I  —  z^ 


où  z  est  l'une  des  deux  racines  de  l'équation 


z-  —  j"z  H-  1  =  o. 


Pour  la  première  des  deux  séries  proposées,  on  a 


(   >37   ) 
les  dénominateurs  successifs  sont  donc   donnés  par  la 
formule 


D„ 


z"  (■  iH-  r. 


et  le  terme  général  de  la  série  est 


I   -1-  3  I 

Pour  la  seconde  série,  a  =  i;  on  a 


D„  = 


z"|< 


et,  comme  les  signes  sont  alternés,  le  terme  général  est 


Il  résulte  de  cela  que  le  rapport  des  deux  séries  propo- 
sées est 


1  H-  z    \  i  -i- 
I  —  z 


z 


1  — 


I  -t-  z  /''  z  I 

1  —  z    œ(  z) 


Supposons  maintenant  que  x  soit  plus  grand  que  2, 
et  que  l'on  choisisse,  pour  z,  celle  des  deux  racines  de 
l'équation  donnée  plus  haut,  qui  est  plus  petite  que 
l'unité 5  tous  les  termes  àe  f[z)  et  de  çp(z)  pourront  se 
développer  en  séries  convergentes.  Développons,  par 
exemple, / (s  )  5  on  aura 


/(^)  =  / 


1 '_    ^1     -3        I       ,i     

H-  S   —  z  -f-  z'   —  z'M-  z'-'  — 

+  Z2_,7    _|_2l2_  2:7^_;322._ 

-4-  -J  —  z'»  +  z"  —  z"''  +  z"  — 

_    7l5_U    r2î 7.31      -_    -1" 


-1 


—  Z'' 


et,  en  faisant  les  sommes  des  colonnes  verticales,  on  re- 
trouve les  termes  successifs  de  o(  z).  Ainsi  fiz)  =  ^(-z), 
ce  qui  montre,  en  passant,  que  la  fonctiony^(z)  est  paire, 
puisque  ©12  )  n'est  autre  chose  que/( — z)]  il  s'ensuit, 
d'autre  part,  que  le  rapport  des  deux  séries  considérées 
se  réduit  à 


I  -h  Z  .^  \   -r  Z'  -i-   9.  Z  I X 

I  —  z        y    I  -I-  z-  —  iz        V  ■'■ 


Dans  le  cas  particulier  de  la  question  1248,  on  a  x  =  3, 
et  le  rapport  des  deux  séries  est  bien  égal  à  y/5. 

'î^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  .1.  de  Virieu,  profes- 
<"\\v  àLvon:  H.-J.  Krantz,  à  Bréda. 


Question  1249 

(  voir  2'  série,  t.  XVI.  p.  384); 

Par    m.    C.    MO  RE  AU, 

Capitaine  d'Artillerie. 

On  a  la  série  rapidement  convergente 

3  —  v'5        II  I  I 

2  3        3.7    '    3.7.47        3.7.47-2207 

dans  laquelle  chacun  des  facteurs  du  dénominateur  est 

égal  au  carré  du  précédent  diminué  de  deux  unités. 

!^E.  Lucas.) 
Soit  posé 

•jo=3,     ri  =  7'    J-^  =  47'     •••' 
et,  en  général, 

Ou  peut  évidemment  représenter  r»  par  l'expression 

„         I 

7n  =  "Z'^    -J -, 


(  '^9  ) 
où  X  est  l'une  quelconque  des  deux  racines  de  Téqua- 
tion 

X?  —  Zx  -f-  I  =:  O. 

On  déduit  de  là 

I  +  .,c'  I  -T-  .r*  I  H-  .r' 

jo  = 5     ji  =  — ,-->     yi  =  — T-->     "■> 

X  X^  X* 

et  la  série  proposée  devient 

1  r    .t}  x^  .r'  "1 

Or  la  série  écrite  entre  crochets  est  connue  :  c'est  un  cas 
particulier  de  celle  qui  a  fait  l'objet  de  la  question  1 181 
(  voir  t.  XV,  a*"  série,  p.  i35  et  i8o),  et  l'on  sait  qu'elle 
a  pour  limite  i  ou  x^,  suivant  que  x  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  l'unité. 

Il   résulte   de  cela   que  la    somme  de   la    série    pro- 
posée est  égale   à  la   plus    petite   racine    de    l'équation 

,   3  —  i/5 
x'^ —  3a:  -T-  I  =  o,  c'est-à-dire  à —  • 

2 

Autrement.  —  On  peut  toujours  poser 


J  a 


I  I  I 

= \ ■  H 1-  .  .  .  , 

et  chercher  à  déterminer  a. 

Or,  si  l'on  élimine  successivement  du  second  membre 
ro,Ji-.j25  .  .  -,  on  obtient 


r,  —  y-Ya 

I                  I 

= 1 \~.  .  . 

Il     j.r^ 

I         I 

=  — 1 h. . . 

72      r^ji 

2 

77  —  ot.yo.r, 

2 

Jn- 

-  aro.r,  ■ .  .jn-, 

2 

Jn            JnJ'n+t 

(  i4o  ) 

Lorsque  7i  augmente   indéfini  meut,  le   second  membre 
de  la  dernière  de  ces  égalités  tend  vers  zéro  \  on  a  donc 


Yn 


)  o^i    •   ■   '  y  n—\ 

Cela  posé,  la  relation  générale 
donne,  par  son  élévation  au  carré, 

J'n  4  =  Jn—\    Jn—\  4    ' 

On  en  déduit  facilement 

yl~^=yly]y\^■■y■n-^  yl-^  ■ 

et  l'on  voit  que 


''™  vT — ^^"T~~  ^  ^-^^  -  4  =  a  =  v/5. 

J  'i  J  i    ■   ■    •  J  n —  I 

Remarque.  —  On  peut  remarquer  que  Ton  a,  en  gé- 
néral, 

(-  +  .-^-— ■ — 

\  y»      j  lO  n-h\      y  II  .">  n+i  y  11+1 
I  1 


Il  est  facile  de  voir  également  que 


I  '\  i/5 


,-A)(.-l)(.-^)...  =  ^ 
r«/  \       yJ  \      y^.i  4 


Note.  —  La  même  question    a  été   résolue  par  MM.  Vladimir  Uabbc, 
iMoret-Blanc  et  J.  de  Virieu. 


■      (  i40 

Question   1250 

{voir  2'  série,  t.  XVI,    p.  3«i  )  ; 

Par   m,    C.    M  O  R  E  A  U  , 

Capitaine  d'Artillerie. 

Recherche  des  lignes  telles  que  la  corde  qui  sous-teud 
leurs  intersections  m^ec  les  côtés  d'un  angle  droit  pivo- 
tant sur  un  point  fixe  enveloppe  un  cercle  autour  de  ce 
point. 

On  sait  que  V ellipse,  rapportée  a  son  centre,  forme 
un  cas  particulier  de  cette  catégorie  de  courbes. 

(  HaTOW  de  la  GOUPILLIÈRE.) 

Prenons,  pour  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  cherchée,  sa  distance  OM  =:  p  au  point 
fixe  O  choisi  pour  origine  et  l'angle  XOM  =  z  que  fait 
le  rayon  vecteur  OM  avec  une  droite  quelconque  OX 
passant  par  le  point  O.  Menons  le  rayon  vecteur  OM'  =  p' 
perpendiculaire  sur  OM,  et  traçons  la  hauteur  OH  du 
triangle  OMM'. 

Pour  que  la  corde  MM'  enveloppe  un  cercle  autour 
du  point  O  lorsque  l'angle  droit  MOM'  pivote  sur  ce 
point,  il  faut  et  il  suffit  que  la  distance  OH  de  cette 
corde  à  l'origine  reste  constante  quand  l'angle  z  varie  5 
par  suite,  la  relation 

,  ,  III 

f         P  OH 

existant  entre  les  côtés  de  l'angle  droit  et  la  hauteur  du 
triangle  rectangle  OMM',  devra  avoir  lieu,  avec  une 
même  valeur  de  OH,  pour  tous  les  couples  de  rayons 
vecteurs  rectangulaires. 

Cela  posé,  on  peut  toujours  concevoir  que  l'équation 


(     ^2    ) 

de  la  courbe  cherchée  soit  mise  sous  la  forme 


2)  -,-— ,H-/(3), 

p"  2  / 


/•  étant  une  constante. 
Il  s'ensuit 


et  par  conséquent 

I  I  I         o     >        ^  / 


2 


On  voit  donc  que  la  condition  (i)  sera  remplie  si  l'on  a, 
quel  que  soit  z, 

.3.  fL-^l\=-f[z. 


1 


Ainsi  l'équation  (2)  est  l'équation  générale  des  courbes 
jouissant  de  la  propriété  énoncée,  si  la  fonction  f[z) 
satisfait  à  ia  seule  condition  de  changer  de  signe  lorsque 

la  variable  augmente  de":  /•  est  le  rayon  du  cercle  en- 
veloppe des  cordes  correspondant  à  deux  rayons  vecteurs 
rectangulaires. 

La  fonction  ^;  s  I   est   périodique;  en    effet,  si,  dans 

l'équation  (3),  on  augmente  z  de   -^  il  vient 


La  période  est  7r,  ce  qui  montre  que  le  point  O  est  un 
centre  de  la  courbe. 

Cherchons  h  raelire  f\z)  sous  une  forme  plus  ex- 
plicite. 

Si  Ton  ne  considère  que  des  fonctions  ayant  une  valeur 


(  i4^  ) 

unique  et  bien  déleruiinée  pour  chaque  valeur  de  la  va- 
riable, J^'(z)  ne  peut  être  qu'une  combinaison  de  fonctions 
simplement  et  doublement  périodiques  jouissant  de  cette 
même  propriété  et  admettant  la  période  7r.  Or  les  pre- 
mières s'expriment  au  moyen  de  sinaz  etdecos2z;  les 
secondes  s'expriment  au  moyen  des  fonctions  elliptiques 
qui,  lorsqu'elles  admettent  la  période  Ti,  peuvent  aussi 
être  représentées  à  l'aide  desinaz  et  décos  225  donc,  en 
définitive,  on  pourra  remplacer  l'équation  (2)  par  la 
suivante  : 

où©  désigne  une  fonction  arbitraire  soumise  à  la  seule 
condition  d'être  impaire,  c'est-à-dire  de  changer  de  signe 
lorsque  les   variables   sinas   et   cosiz  changent  elles- 
mêmes  désigne  toutes  les  deux  en  même  temps. 
Prenons  pour  exemple  la  fonction  impaire  simple 

ff  (  sin  2  z,  cos  2  z    =Tz  —  (  /;  sin  2  z  +  7  cos  2  z  ; 
il  en  résulte 

2/2 

û-=z   : , 

I  -+-  />  Sltl  2  Z  H-  7  COS  2  i 

ou,  eu  coordonnées  rectangulaires, 

[  i  -+-  (])  x'^  -+-    I  —  7)j''  +  ip  xy  =:  2  /% 

équation  d'une  conique  rapportée  à  son  centre. 

Dans  le  cas  d'uiie  ellipse  dont  les  axes  sont  a  et  />, 

on  a 

I  I  I 

r-         il-         h- 

le  cercle  enveloppe  est  toujours  réel  et  fini. 


;  M4  ) 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  a 


r^         a'         6=  ' 

le  cercle  enveloppe  n'est  réel  et  fini  que  si  l'axe  irans- 
verse  est  plus  petit  que  l'axe  non  transverse. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vladimir  Habbé  et 
Moret-Blanc. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Rœnigs,  élève  de  l'École  de  l'Immaculée  Concep- 
tion, à  Toulouse,  a  envoyé  une  solution  géométrique  de 
la  question  34,  déjà  résolue  analytiquement,  même  tome, 
p.  39. 

M.  Eugène  Delmas,  élève  du  lycée  de  Lyon,  a  envoyé 
une  solution  de  la  question  1230,  résolue  déjà,  même 
tome,  p.  46. 

M.  P.  Barbarin,  élève  de  l'Ecole  Normale,  a  envoyé 
une  solution  détaillée  de  la  question  1049,  déjà  résolue, 
2*^  série,  t.  XII,  p.  SaS.  Il  arrive  à  ce  résultat  intéressant 
que  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
une  bypocycloïde  à  2/9  H-  i  rebi'oussemenls  est  une  cir- 
conférence de  cercle. 

M.  Ed.  Guillet,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins, 
a  envoyé  une  solution  géométrique  très-simple  de  la 
question  1209,  déjà  résolue,  2"  série,  t.  XV,  p.  555. 
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MEMOIRE 

sur  la  repré5entatioin  des  surfaces  et  les  projfxtioks 
des  cartes   géographiques  ; 

Par  m.   a.   TISSOT. 

[  SUITE  (■).] 


CHAPITRE    PREMIER. 

Préliminaires. 

1.  Pour  représenter  une  surface  sur  une  autre,  on 
imagine  que  chacune  se  trouve  décomposée,  par  deux 
systèmes  de  lignes,  en  parallélogrammes  infiniment 
petits,  et,  à  chaque  ligne  de  la  première,  on  fait  corres- 
pondre une  des  lignes  de  la  seconde;  alors,  Tintersec- 
tion  de  deux  lignes  de  systèmes  diflerents  sur  l'une,  et 
l'intersection  des  deux  lignes  correspondantes  sur  l'au- 
tre, déterminent  deux  points  correspondants 5  enfin 
l'ensemble  des  points  de  la  seconde  qui  correspondent 
aux  points  d'une  figure  donnée  de  la  première  constitue 
la  représentation  ou  la  projection  de  cette  figure.  On 
obtient  les  divers  modes  de  représentation  en  faisant 
varier  les  deux  séries  de  lignes  qui  tracent  le  canevas 
sur  l'une  des  surfaces. 

2.  A  moins  que  les  deux  surfaces  ne  soient  appli- 
cables l'une  sur  l'autre,  il  est  impossible  de  choisir  un 
mode  de  projection  tel  qu'il  y  ait  similitude  entre  toute 
figure  tracée  sur  la  première  et  la  figure  correspondante 

(')  ISouvelles  Annales,  2*  série,  t.  XVn,p.  /^g. 

Ann.  de  Ma  thpma  t.. -î^  série  ,  t. XVII.  (Avril  1878.)  lO 
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de  la  seconde.  Au  contraire,  quelles  que  soient  les  deux 
surfaces,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  projection 
conservant  les  angles,  et  tels,  par  conséquent,  que  chaque 
figure  infiniment  petite  et  sa  représentation  soient  sem- 
blables entre  elles.  Il  en  existe  une  infinité  d'autres  con- 
servant les  aires.  JNéanmoins  ces  deux  classes  de  svs- 
tèmes  constituent  des  exceptions  :  un  mode  de  projection 
étant  pris  au  hasard,  il  arrivera  généralement  que  les 
angles  se  trouveront  modifiés,  si  ce  n'est  en  des  points 
particuliers,  et  que  les  aires  correspondantes  n'auront 
pas  entre  elles  un  rapport  constant. 

Les  longueurs  seront  aussi  altérées.  Considérons  deux 
courbes    qui    se   correspondent   sur   les  deux  surfaces  ^ 

Fip.   1. 


soient  O  et  M  [fig-  i)  deux  points  de  l'une,  O'  et  M 
les  points  correspondants  de  l'autre,  et  OT  la  tangente 
en  O  à  la  première  courbe.  Si  le  point  M  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  O,  le  point  IM'  se  rapprochera 
indéfiniment  du  point  O',  et  le  rapport  de  la  longueur 
de  l'arc  O'M'  à  celle  de  l'arc  OM  tendra  vers  une  cer- 
taine limite  :  c'est  cette  limite  que  nous  appellerons  1(î 
rapport  de  longueurs,  au  point  O,  sur  la  courbe  OM  ou 
suivant  la  direction  OT.  Dans  un  système  de  projection 
conservant  les  angles,  le  rapport  ainsi  défini  a  la  même 
valeur  pour  toutes  les  directions  qui  partent  d'un  même 
point,  mais  il  varie  avec  la  position  de  ce  point,  à  moins 
que   les  deux  surfaces  ne  soient  applicables  l'une  sur 
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l'aulie.  Lorsque  la  représentation  ne  conserve  les  angles 
qu'en   des   points  particuliers,  le  rapport  Je  longueurs 
en  lout  autre  point  change  avec  la  direction. 

Loi  de  la  (lêformalion. 

3.  La  déformation  produite  autour  de  chaque  point 
est  soumise  cà  une  loi  qui  ne  dépend  ni  de  la  nature  des 
surfaces  ni  du  mode  de  projection: 

Toute  représentation  d'une  surface  sur  ujie  autre 
peut  être  J'emplacée  par  une  infinité  de  projections 
orthogonales  faites  chacune  à  une  échelle  convenable. 

Remarquons  d'aboid  qu'il  existe  toujours  en  chaque 


point  de  la  première  surface  deux  tangentes  perpendicu- 
laires l'une  à  l'autre,  telles  que  les  directions  qui  leuj- 
correspondent  sur  la  seconde  surface  se  coupent  aussi  à 
angle  droit.  Soient  en  effet  CE  et  OD  (y?^.  2)  deux  droites 
perpendiculaires  entre  elles  et  tangentes  en  un  point  O 
à  la  première  surface;  soient  CE' et  O'D'  les  tangentes 
correspondantes  pour  ]^  seconde.  Supposons  que,  des 
deux  angles  CO'D,  D'O'E',  le  premier  soit  aigu,  et  ima- 
ginons qu'un  angle  droit  ayant  son  sommet  en  O  tourne 
de  gauche  à  droite,  autour  de  ce  point,  dans  le  plan 
CDE,  en  partant  de  la  position  COD  pour  arriver  à  la 
position  DOE.  L'angle  correspondant,  dans  le  plan  tan- 
gent en  O'  rà  la  seconde  surface,  se  confondra  d'abord 
avec  C'O'D',  et  sera  aigu-,  en  dernier  lieu,  il  coïncidera 
avec  D'O'E',    et   sera  obtus;    dans    rintervalle,   il  aura 
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donc  été  droit.  Ainsi  il  existe  un  système  de  deux  tan- 
gentes satisfaisant  à  la  condition  énoncée  (^). 

De  cette  propriété  on  conclut  que,  dans  tout  mode  de 
représentation,  il  y  a,  sur  la  première  des  deux  surfaces, 
un  système  de  deux  séries  de  lignes  orthogonales  dont 
les  projections  sur  la  seconde  sont  aussi  orthogonales. 
Les  deux  surfaces  se  trouvent  ainsi  décomposées  en  rec- 
tangles infiniment  petits  qui  se  correspondent  de  l'une  à 
l'autre. 

Cela  posé,  soit  INI  [fig.  3)  un  point  infiniment  voisin 
de  O,  sur  la  première  surface,  et  soit  OPMQ  celui  d'entre 
les  lectangles  infiniment  petits  dont  nous  venons  de  par- 

Fig.  3. 


1er,  qui  a  pour  diagonale  OM.  Déplaçons  la  seconde  sur- 
face, et  donnons-lui  une  position  telle  que  les  projec- 
tions des  côtés  OP,  OQ  tombent  sur  ces  côtés  eux-mêmes, 
prolongés  s'il  est  nécessaire 5  soit  alors  O'P'M'Q'  le  rec- 
tangle correspondant  à  OPMQ  ;  appelons  N  le  point  de 
rencontre  des  droites  OM'  et  PM.  On  peut  considérer 
ce  point  comme  la  projection  orthogonale  de  la  position 
que  prendrait  M  si  l'on  faisait  tourner  d'un  angle  conve- 


(')  La  démonstration  suppose  que  la  représentation  n'altère  pas  la 
continuité  et  qu'à  deux  directions  de  sens  contraires  partant  du  point 
considéré  sur  l'une  des  surfaces  correspondent,  sur  l'autre,  deux  di- 
rections aussi  de  sens  contraires.  Il  peut  donc  y  avoir  exception  à  la  loi 
de  la  déformation  en  certains  points  particuliers;  par  exemple,  il  en 
sera  ainsi  aux  pôles  terrestres  quand  les  angles  des  méridiens  de  la 
carte  seront  proportionnels  à  ceux  des  méridiens  du  globe  sans  leur 
être  égaux. 
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nable,  autour  de  OP,  le  plan  du  rectangle  OPMQ.  Or 
cet  angle,  qui  ne  dépend  que  du  rapport  des  deux  lignes 
NP,  MP,  est  le  même  quel  que  soit  M  5  car,  en  désignant 
respectivement  par  a  et  b  les  rapports  de  longueurs 
suivant  les  directions  OP  et  OQ,  c'est-à-dire  en  posant 
OP'  OQ' 


OP  '    OQ 


b,  nous  aurons 


NP   _  OP 

I 

MP 

OQ 

I 

MP'        UP 

a 

M'  P' 

OQ' 

b 

et,  par  conséquent, 

NP 
MP 

b 
a 

Ainsi  déjà,  M  se  déplaçant  sur  une  figure  infiniment 
petite  tracée  autour  du  point  O,  on  obtiendra  le  lieu 
décrit  par  N,  en  faisant  tourner  cette  figure  d'un  certain 
angle  autour  de  OP,  puis  en  la  projetant  ortliogonale- 
ment  sur  le  plan  tangent  en  O.  D'autre  part,  on  a 

OM'  _  OP'  _ 
ON  ~  ÔP  ~"  "' 

de  sorte  que  le  lieu  des  points  M'  est  homothétique  de 
celui  des  points  N5  le  ceplre  d'homothétie  est  O,  et  le 
rapport  d'homothétie  a  pour  valeur  a.  La  représentation 
de  la  figure  infiniment  petite  décrite  par  le  point  M  est 
donc  bien  une  projection  orthogonale  de  cette  figure 
faite  à  une  échelle  convenable  (  ^). 


(*)  M.  Chasles  (Mémoire  Taisant  suite  à  \ Aperçu  historique  sur  l'ori- 
gine et  le  développement  des  méthodes  en  Géométrie)  distingue,  dans  les 
figures  homographiques,  les  relations  descriptives  et  les  relations  mé- 
triques. «  Les  relations  descriptives  consistent  en  ce  que  à  chaque 
point  et  à  chaque  plan  de  l'une  des  figures  correspondent,  dans  l'autre» 
un  point  et  un  plan  respectivement.  Les  relations  métriques  consistent 
en  ce  que    quatre   points   en    ligne  droite,  dans  la  seconde  figure,  ont 
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Une  carie  géographique  quelcoiujue,   par   exemple, 
peut  être  considérée  comme  produite  par  la  juxtaposi- 
tion des  projections  orthogonales  de  tous  les  éléments 


leur  rapport  aiiharmoniqiie  égal  à  celui  des  quatre  points  de  la  pre- 
mière figure  auxquels  ils  correspondent.  »  L'illustre  géomètre  ajoute 
d'ailleurs  :  «  Ces  relations  métriques  sont  une  conséquence  des  rela- 
tions descriptives.  »  Nous  allons  faire  voir  que  cela  résulte  immédiate- 
ment de  la  loi  que  subit  la  déformation  dans  la  représentation  d'une 
surface  sur  une  autre. 

Soient  D,  D'  {fi^.  4)  deux  droites  qui  se  correspondent  dans  deux 
ligures  bomographiques;  il  s'agit  de  prouver  que  le  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  points  quelconques  de  D  et  celui  des  quatre  points 
correspondants  de  D'  sont  égaux.  Pour  cela,  prenons,  en  dehors  des  deux 
droites,  deux  points  correspondants  O  et  O'  dans  les  deux  figures;  joi- 
gnons le  premier  aux  quatre  points  de  D,  le  second  aux  quatre  points 
de  D';   puis  coupons  respectivement  les   deux  faisceaux  ainsi  obtenus 


Fig.  4. 


par  deux  transversales  A,  A',  infiniment  rapprochées  l'une  de  O,  l'autre 
de  O'.  D'après  la  loi  invoquée  plus  haut,  la  figure  infiniment  petite  for- 
mée par  la  portion  du  faisceau  comprise  entre  O'  et  A'  peut  s'obtenir 
en  projetant  orthogonalemenl  la  figure  correspondante  formée  autour 
du  point  O,  puis  en  modifiant,  dans  un  rapport  convenable,  les  dimen- 
sions de  la  projection  ainsi  obtenue.  Aucune  de  ces  deux  opérations 
n'altère  le  rapport  anharmouique  des  quatre  points  do  A  ;  or  celui-ci  est 
le  même  que  celui  des  quatre  points  de  D  ;  celui  des  quatre  points  de 
A'  est  le  même  que  celui  des  quatre  points  de  D';  donc  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  de  D  et  celui  des  quatre  points  de  D' 
sont  égaux. 

En  résumé,  il  s'agissait  de  faire  voir  que,  dans  deux  figures  bomo- 
graphiques, deux  faisceaux  de  droites  correspondantes  sont  bomogra- 
phiques; or  c'est  ce  qui  a  lieu,  puisque,  d'après  la  loi  de  déformation, 
l'un  est  une  projection  orthogonale  de  l'autre. 
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su[)erficiels  do  la  contrée,  pourvu  que  l'on  fasse  varier 
de  l'un  à  raiitre,  et  réchelle  de  réduction  et  la  position 
de  l'élénienl  par  rapport  au  plan  de  la  carte. 

Tangentes  principales. 

4.  De  tous  les  angles  droits  qui  sont  formés  par  des 
tangentes  issues  du  point  O  {Jîg'  3),  ceux  des  lignes  OP, 
OQ  et  de  leurs  prolongements  sont  les  seuls  dont  un  côté 
reste  parallèle  au  plan  tangent  après  la  rotation  qui  a 
été  indiquée  tout  à  l'heure-,  ce  sont  donc  aussi  les  seuls 
qui  se  projettent  suivant  des  angles  droits.  Nous  pouvons 
d'après  cela  compléter  le  lemme  qui  a  été  établi  au  com- 
mencement du  troisième  paragraphe  et  énoncer  la  pro- 
priété suivante  : 

Eji  chaque  point  de  la  sut  face  que  Von  veut  repré- 
senter,  il  j  a  deux  tangentes  perpendiculaires  entre 
elles,  et,  si  les  angles  ne  sont  pas  conservées ,  il  n'y  en 
a  que  deux,  telles  que  celles  qui  leur  correspondent  sur 
l'autre  surface  se  coupent  aussi  à  angle  droit.  De  sorte 
que,  sur  chacune  des  deux  surfaces,  il  existe  un  système 
de  trajectoires  orthogonales,  et,  si  le  mode  de  repré- 
sentation ne  conserve  pas  les  angles,  il  en  existe  un 
seul  dont  les  projections  sur  l'autre  surface  sont  aussi 
orthogonales. 

Nous  appellerons  première  et  seconde  tangente  prin- 
cipale les  deux  tangentes  perpendiculaires  entre  elles 
dont  l'angle  n'est  pas  altéré  par  la  représentation.  Nous 
continuerons  à  désigner  respectivement  par  a  et  h  les 
rapports  de  longueurs  suivant  les  directions  de  ces 
tangentes,  et  nous  supposerons  que  a  est  le  plus  grand 
des  deux. 
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Ellipse  indicairice. 

5.  Si  la  courbe  infiniment  petite  tracée  autour  du 
point  O  est  une  circonférence  dont  il  occupe  le  centre, 
la  représentation  de  cette  courbe  sera  une  ellipse  dont 
les  axes  se  trouveront  sur  les  tangentes  principales  et 
auront  pour  demi-longueurs  a  et  Z>,  le  rayon  de  la  cir- 
conférence étant  pris  pour  unité.  Cette  ellipse  constitue 
en  chaque  point  une  sorte  à'indicatiice  du  système  de 
projection  (  ^). 

(')  Imaginons  que  l'on  effectue  deux  décompositions  de  l'espace  en 
parallélépipèdes  infiniment  petits,  chacune  au  moyen  de  trois  séries  de 
surfaces,  et  faisons  correspondre  les  surfaces  qui  opèrent  l'une  respecti- 
vement à  celles  qui  opèrent  l'autre.  Dans  la  représentation  ainsi  obtenue, 
la  loi  de  la  déformation  sera  la  suivante  : 

Toute  sphère  infiniment  petite  est  remplacée  par  un  ellipsoïde. 

Soient  en  effet  O  et  O'  deux  points  correspondants,  M  un  point  infi- 
niment voisin  de  O,  M'  la  projection  de  M.  Considérons  trois  axes 
ox,  oy,  oz  perpendiculaires  entre  eux  et  les  directions  correspondantes 
o'x' ,  o'j',  o'z'  ;  soient  x,  j,  z  les  coordonnées  de  M  par  rapport  à  ox, 
oj,  oz;  soient  x',  j>-',  z'  celles  de  M'  par  rapport  à  o'x',  o'j-',  o'z'. 
Prenons  la  distance  OM  pour  unité,  et  appelons  g;  h,  k  les  rapports  de 
longueurs,  suivant  ox,  or,  oz  ;  nous  aurons  • 

D'ailleurs  l'équation  de  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  0  et  pour 
rayon  OM  est 

X°-^Y'  H-z'  z^  I  . 

Le  lieu  des  projections    des  divers  points    de   cette  sphère   sera  donc 
fourni  par  l'équation 

.r"  y'-         z'- 

g-  Ir         A- 

qui  représente  uu  ellipso'ide  rapporté  à  trois  diamètres  conjugués. 

Les  plans  principaux  et  les  axes  de  l'ellipsoïde  fourniront  ici  des 
propriétés  analogues  à  celles  des  tangentes  principales  dans  la  repré- 
sentation d'une  surface  sur  une  autre,  et  il  serait  facile  d'établir  les 
formules  nécessaires  à  l'étude  de  la  déformation  autour  de  chaque 
point. 
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Au  lieu  de  projeter  ortbogonalement  la  circonféi'ence 
lieu  des  points  M  [fig.  3),  ce  qui  donne  l'ellipse  lieu 
des  points  N,  puis  d'agrandir  celle-ci  dans  le  rapport 
de  a  à  l'unité,  ce  qui  donne  le  lieu  des  points  M',  on 
peut  effectuer  les  deux  opérations  dans  l'ordre  inverse. 
On  obtiendra  donc  le  point  M'  [fig-  5)  de  l'ellipse  indi- 
catrice qui  correspond  à  un  point  donné  M  du  cercle, 
en  prolongeant  le  rayon  OM  jusqu'à  sa  rencontre  en  R 
avec  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre,  en  abaissant  du  point  d'intersection  R  une 
perpendiculaire  RS  sur  la  direction  OA  du  grand  axe, 
puis    réduisant  cette  perpendiculaire,   à    partir  de  son 

Fig.  5. 


pied  S,   dans  le  rapport  de  h  k  a\  l'extrémité  M'  de  la 
portion  SM'  ainsi  obtenue  sera  le  point  cherché. 


Altérations  d'angles. 


6.  Tirons  OM'  [fig-  5),  et  appelons  respectivement 
«,  u'  les  angles  AOM,  AOM'  qui  se  correspondent  sur  les 
deux  surfaces.  Comme  le  second  est  le  plus  petit  des 
deux,  on  voit  que  la  représentation  diminue  tous  les 
angles  aigus  dont  l'un  des  côtés  coïncide  av^^la  pre- 
mière tangente  principale.  Entre  u  et  u\  on  a  dmilleurs 
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la  relaliou 


tang  //'=  -  tang  u. 


7.  Prolongeons  la  ligne  RS  d'une  longueur  égale  à 
elle-même  au-dessous  de  OA,  et  joignons  le  point  O  à 
l'extrémité  Rj  du  prolongement.  Les  deux  triangles 
ORM',ORiM' donnent 

•    /  /  \        n  —  b 

sin   «  —  «     == sm   M  -}-  «    . 

a  -^  b 

L'angle  u  augmentant  de  zéro  à  '- -,  son  altération  u  —  u' 

augmente  de  zéro  jusqu'à  une  certaine  valeur  o),  puis 
diminue  jusqu'à  zéro.  Le  uiaxinnmi  se  produit  au  mo- 
ment où  la  somme   z< -f-  a'  devient  égale  à  -•  Soient  U 

et  U'  les  valeurs  correspondantes  de  u  et  de  zi';  comme 
elles  doivent  satisfaire  à  l'équation  du  n"  6,  on  aura 

tangU^y/^,       tangU'=y/^ 

Quant  à  ol),  on  peut  le  calculer  par  l'une  des  formules 
a  —  b  2  \ nb 

Sin  W  1= r  5  ces  W   =  r  1 

a  -'ç-  b  a  -T-  b 

a  —  b  o>         si  a  - —  \l  b 

tangw  = =r5      tang  -  = -^z — , 

2  \ab  '^        sj^i  H-  \J b 

'""8(i-^^)=\/r  '""=ii-ï,)=\/^ 

dont  les  deux  dernières  proviennent  de  ce  (jue,  la  somme 
de  U  et  de  U'  étant  égale  à  -  et  leur  dillérence  à  w,  on  a 


/ 


4      -  4 


(    ï^5   ) 

8.  Pour  que  l'équalion  du  n"  6  reste  satisfaîle  quand 

on  y  change  ii  en u' ^   il   suffit  d'y  remplacer  ii!  par 

u.  Les  mêmes  subslilulions,  effectuées  dans  //  +  "', 

2 

donnent  pour  résultat  v: —  [n  -\~  a'),  de  sorte  que  la  pre- 
mière formule  du  n°  7  fait  reloinber  sur  la  même  valeur 
de  l'altération.  Ainsi,  des  deux  angles  qui  se  trouvent 
modifiés  de  quantités  égales,  chacun  est  le  complément 
de  la  projection  de  l'autre. 

9.  Si  l'on  veut  calculer  directement  l'altération  éprou- 
vée par  l'angle  donné  u,  on  se  servira  de  l'une  des  deux 

formules 

[a  —  b)  tangK 


tang(«  —  «')  = 
tang(K  —  a' 


b  tang^M 

{a  —  h]s\niu 


a  -{-  b  ~\-  [d  —  b)  cos 2 u 
qui  se  déduisent  immédiatement  de  l'équation  du  n"  6. 

10.   Considérons  maintenant  ini  angle  MON  [fg.   6 
et  ^)   qui  n'ait  pour  côtés  ni   l'une  ni 

Fig.  6. 


gentes  principales  OA,OB.  Nous  pouvons  supposer  les 
deux  directions  OM,  ON  à  droite  de  OB,  et  l'une  d'elles 
OiNI  au-dessus  de  OA.  Suivant  que  l'autre,  ON,  sera  au- 
dessus  de  OA  {Jig.  6),  ou  au-dessous  [Jî-g-  '])■  on  cahu- 
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lera  Taugle  correspondaiil  M'ON'  en  faisant  la  somme  ou 
la  dilïérence  des  angles  AOM',  AO^s',  lesquels  seront  don- 
nés par  la  formule  du  n°  6.  L'altération  MON — M'OiN' 
sera  aussi,  dans  le  premier  cas,  la  différence,  et,  dans  le 
second,  la  somme  des  altérations  éprouvées  par  les  angles 
AOM,  AON. 

M.  Quand  l'angle  AON  {fig.  6)  est  égal  à  BOM', 
on  sait  que  son  altération  est  la  même  que  celle  de  l'angle 
AOAI,  de  sorte  que  l'angle  INION  se  trouve  alors  repro- 
duit en  vraie  grandeur  par  l'angle  M'ON'.  Ainsi,  à  toute 
direction  donnée,  on  peut  en  accoupler  une  autre,  et  une 
seule,  telle  que  leur  angle  se  conserve  en  projection.  Ce- 
pendant la  seconde  direction  se  confond  avec  la  pre- 
mière lorsque  celle-ci  fait  avec  OA  l'angle  que  nous 
avons  désigné  par  U. 

12.  L'angle  le  plus  altéré  est  celui  que  forme  cette 
dernière  direction  avec  sa  symétrique  par  rapport  à  OA  ; 
il  se  trouve  remplacé,  sur  la  projection,  par  son  supplé- 
ment. Le  viaximuin  d'altération  ainsi  produit  est  égal  à 
2  w.  Il  ne  peut  jamais  se  rapporter  à  deux  directions  per- 
pendiculaires entre  elles. 

Altérations  de  longueurs . 

13.  La  longueur  OM  [fig.  o)  ayant  été  prise  pour 
unité,  le  rapport  de  longueurs  suivant  la  direction  OM 
est  mesuié  par  OM'.  Désignons  par  /•  ce  rapport;  nous 
pourrons  le  calculer  au  moven  de  l'une  des  formules 

rcos;/'=  «cosK,     /sin  «'= /;  sin«,     ?'^=i  a-cos'^ii -h  h-sm-u. 

On  a  aussi,  entre  /•,  u  et  l'altération  u  —  u'  de  l'angle  u, 
la  relation 

2  /•  sin  [u  —  a'  \  z=z  '^a  —  b]  sin  2 u, 
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qui   exprime  que,  dans  le  triangle  ORiM',  les  sinus  de 
deux  des  angles  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés. 

14.  Le  maximum  et  le  minimuin  de  r  coirespondent 
aux  tangentes  principales,  et  sont  respectivement  a  et  b. 

15.  Appelons  /"  et  i\  les  rapports  de  longueurs  suivant 
deux  directions  perpendiculaires  entre  elles,  et  soit  B 
l'altération  qu'éprouve  l'angle  droit  formé  par  ces  deux 
directions.  11  est  facile  de  voir  que  Ton  aura 

ainsi  que  cela  résulte  d'ailleurs  des  propriétés  des  dia- 
mètres conjugués  dans  l'ellipse. 

1(3.  Pour  tous  les  angles  non  modifiés  par  la  repré- 
sentation, le  produit  des  rapports  de  longueurs  suivant 
leurs  côtés  est  le  même. 

En  effet,  soient  OA  {fg-  6)  et  OB  les  deux  tangentes 
principales-,  soient  MON  un  angle  quelconque  et  M'ON' 
sa  projection.  Désignons  respectivement  par  /'  et  r.^,  les 
rapports  de  longueurs  suivant  OM  et  ON,  par  ii  et  u 
les  angles  AOM  et  AOM',  il  viendra 

rcos«'=  a  cos«,      rjsin  AON'  =  Z>sin  AON; 

mais  on  sait  que,  si  raltération  MON  —  M'ON'  est 
nulle,  l'angle  AON  est  le  complément  de  «',  et  l'angle 
AON'  celui  de  m,  de  sorte  que  la  seconde  équation  donne 

/•jCOSM  =  h  cosu' . 

En  multipliant  celle-ci  et  la  première  membre  à  membre, 
on  obtient 

r/'i  rzz  ab, 

ce  ({ui  démontre  la  propriété  énoncé<\ 
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17.  Il  résulîe  de  celle  propriélé  que  les  rapporls  de 
longueurs  suivant  les  deux  directions  dont  Tangle  subit 
l'altération  jyiaxima estera]  à  \Jab;  car  l'angle  non  altéré 
qui  a  pour  côté  l'une  de  ces  deux  lignes  se  réduit  à  zéro, 
et  a  la  même  ligne  pour  second  côté  (n*'  11). 

yil  lé  rat  ion  s  de  surfaces. 

18.  Le  rapport  dans  lequel  un  élément  superficiel  se 
trouve  modifié  par  la  représentation  n'est  autre  que 
celui  du  rectangle  OP'M'Q'  [fig-  3  )  au  rectangle  OPMQ, 
ou  encore  celui  de  l'aire  de  l'ellipse  indicatrice  à  l'aire 
du  cercle  5  il  est  donc  égal  à  ah. 

19.  Lorsque  les  deux  aires  sont  équivalentes,  on  a 

;          '                             '  (           ' 
0^—1      tan;jw=:-|« 

(I  2 


lATi''  - 


tane;    -r  H —     ==  «. 
^  \4        ?■/ 


Les  deux  éléments  linéaires  dont  l'angle  est  le  plus  altéré 
conservent  alors  leurs  longueurs. 

Détermination  des  axes  de  l'ellipse  indicatrice. 

20.  Pour  appliquer  les  formules  ci-dessus  à  l'étude 
de  la  déformation  produite  autour  de  chaque  point  par 
un  mode  de  projection  suffisamment  défini,  il  faut  au 
préalable  déterminer  les  longueurs  et  les  directions  des 
axes  de  l'ellipse  indicatrice. 

Supposons  les  deux  surfaces  rapportées  à  un  même 
système  ou  à  deux  systèmes  d'axes  perpendiculaires 
entre  eux-,  soient  x,  j  ,  z  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  l'une,  x\y'^  z'  celles  du  point  corres- 
pondant de  l'autre,    /  et  m  deux  paramètres  variables. 
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On  peut  définir  le  mode  de  représenlalion  en  égalant  les 
six  coordonnées  à  des  fonctions  convenablement  choisies 
de  /  et  de  ///.  Pour  chaque  couple  de  valeurs  attribuées 
aux  deux  paramètres,  on  obtiendra  un  point  de  la  pre- 
mière surface  et  la  projection  de  ce  point.  Pour  chaque 
valeur  attribuée  à  un  seul  des  paramètres,  l'autre  restant 
variable,  on  obtiendra  une  courbe  du  premier  canevas  et 
la  courbe  correspondante  du  second.  Si  l'on  pose 

-[(§)'-(iy-(i)t' 

les  longueurs  des  côlés  de  deux  parallélogrammes  infini- 
ment petits  se  correspondant  sur  les  deux  canevas  seront, 
pour  l'un,  Ldl  et  Mr/m,  pour  l'autre,  L'dl  et  M'dni. 
En  appelant  h  et  k  les  rapports  de  ces  côtés,  0  et  &  leurs 


angles,  on  aura 


1/        ,        M' 


ces 


^"^•^  -  i7i^[(^)  (^.)  -^  (%)  (1^)  -^  (^  )  (£;)]' 

de  sorte  que  A,  A,  0  cl  0'  sont  connus  en  fonction  de  / 
et  de  ni. 

Dans  un  grand  nombre  d'applications,  notamment 
dans  celles  qui  auront  pour  objet  les  cartes  géogra- 
phiques, il  sera  inutile  d'exprinier  les  six  coordonnées 
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rectangulaires  en  fonction  de  /  et  de  /n,  et  la  nature  des 
surfaces  ainsi  que  celle  du  mode  de  projection  permet- 
tront de  remplacer  les  formules  qui  précèdent  par  d'au- 
tres pins  siinples.  En  tout  cas,  nous  pouvons  maintenant 
considérer  comme  donnés,  pour  chaque  point  de  la  pre- 
mière surface,  les  deux  angles  adjacents  supplémentaires, 
0,  -  —  0,  de  deux  éléments  linéaires,  leurs  projections, 
0',  -  —  0',  et  les  rapports  de  longueurs,  h^  A-,  suivant 
les  directions  de  ces  éléments. 

21.  Des  deux  angles  donnés,  Fuii  est  traversé  par  la 
première  tangente  principale;  nous  verrons  plus  loin 
comment  on  peut  le  distinguer  de  l'autre;  c'est  lui  que 
nous  désignerons  par  0  ;  appelons  ii  et  v  les  deux  parties 
dans  lesquelles  il  se  trouve  ainsi  décomposé,  u  étant 
celle  des  deux  qui  est  formée  par  la  tangente  principale 
et  la  direction  suivant  laquelle  le  rapport  de  longueurs 
est  Ji\  soient  u'  et  v'  les  portions  correspondantes  de  0'. 
Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  h  ^A',  l'angle  u 
sera  nécessairement  aigu  et  même  plus  petit  que  v  et  que 
T.  —  v\  quant  à  t^,  il  pourra  être  aigu  ou  obtus.  D'après 
les  formules  du  n°  12,  on  a 

«+('=0,         «  COSH  = /i  COSJf',        aCOSi' = /•  COSt'', 

«'-l-p'=:0',      6  sin  M  =  A  sm  ?/',     ^  sint' =: /•  sini''; 

d'où  l'on  déduit 

ab  sin0  =  hk  sin0', 
(rt-+  b^)  sin=0  =  /2--r-  /^—  ihk  cos0cos0', 

ou  bien  encore 

{a  +  /))^sin-0  =  /r  +  k- —  ihk cGs[&  -f-  ©'), 
[a  —  è,'sin'0  =  /i^-+-  k-—  o.hkcos[&  —  ©'). 

Ces  équations  ne  changent  pas  lorsqu'on  y  lemplace  à 
la  fois  0  par  t:  —  0,  et  0'  par  û  —  0';  elles  fourniront 


[6 


lOl 


donc  a  et  h  sans  qu'il  soit  besoin  de  savoir  quel  est  celui 
des  deux  angles  donnés  à  l'intérieur  duquel  passe  la  pre- 
mière tangente  principale.  Il  vient  ensuite,  pour  le  cal- 
cul de  n  et  de  t', 


In'—  ir- 


fû—li'                               ,            a'—l.-' 
taniî;/  =  l/- -r-)        tanc;('==tt/ -• 

^       y^  h'  —  b'  ^         V  k'  —  b^ 


Pour  déterminer  complètement  la  direction  de  la  pre- 
mière tangente  principale,  il  reste  encore  à  choisir,  rela- 
tivement à  0,  entre  deux  angles  supplémentaires  donnés, 
et,  relativement  à  v,  entre  deux  valeurs  supplémentaires 
fournies  par  les  trois  dernières  formules.  On  lèvera  im- 
médiatement toute  indécision  en  chercliant  quelle  est 
celle  de  ces  deux  valeurs  qui,  ajoutée  à  w,  produit  une 
somme  égale  à  l'un  des  deux  angles  donnés;  en  eflèt, 
l'équation  n  --)-(-'  =  0  est  incompatible  avec  chacune  de 
celles  que  l'on  formerait  en  y  remplaçant  soit  0  par 
71  —  0,  soit  ^'  par  tt — v,  soit  en  même  temps  0  par 
71  —  0  et  r  par  tt  —  P",  à  moins  cependant  que  l'on  n'ait 

0  ==:  -:  OU  t^  =  -5  OU  a  =  o:  mais  ces  trois  cas  particu- 
2  2  ^ 

liers,  qui  ne  comportent  d'ailleurs  aucune  incertitude, 
se  trouvent  parmi  ceux  que  nous  allons  examiner.  Re- 
marquons encore  que,  si  \>  est  obtus,  0  sera  à  plus  forte 
raison  obtus,  et  que,  si  t^  est  aigu,  0  sera  aigu  ou  obtus, 
suivant  que  a-  ■+■  h^^  se  trouvera  plus  petit  ou  plus  grand 
que  Iv  -\-  A^ . 

22.  Lorsque  les  deux  angles  supplémentaires  qui  sont 
donnés  sur  la  première  surface  n'éprouvent  pas  d'altéra- 
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lion,  c'esl-à-dire  pour  0'=  0,  les  équations  qui  four- 
nissent  les   demi-axes   de    l'ellipse    indicatrice    se   ré- 
duisent à 

(ib  z=  11/, ,      [a  —  b)  sin0  =  /t  —  h. 

Lorsque  les  mêmes  angles  se  changent  Tun  dans 
laulre  par  l'efïet  de  la  représentation,  c'est-à-dire  pour 
0'—-  "  — 0,  les  équations  deviennent 

nb  =  hl,,      [a  H-  b)  sin©  =z  h  -\-  /, . 

Quand  les  angles  sont  droits,  c'est-à-dire  pour  0  =  -, 

les  formules  générales  se  ramènent  à  celles  qui  expriment 
les  propriétés  des  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse  indi- 
catrice. Alors  II  et  y  sont  complémentaires,  et  la  pre- 
mière tangente  principale  se  dirige  à  l'intérieur  de  celui 
des  deux  angles  droits  donnés  qui  a  pour  projection  un 
angle  aigu. 

Quand  les  rapports  de  longueurs  suivant  les  directions 
des  deux  éléments  linéaires  sont  égaux,  c'est-à-dire  pour 
7i  =  A,   on  a 

0'  .0' 

cos  —  sm  — 

2  '> 

a  =z  /l  -,         h  zz=:  Il 


0  .      0 

cos  —  sm  - 

2  2 

la  première  tangente  principale  est  bissectrice  de  celui 
des  deux  angles  donnés  qui  se  trouve  diminué  en  pro- 
jection. 

Si  les  mêmes  rapports  sont  liés  à  0  et  à  0'  par  la  re- 
lation 

//  ces©  =  h  COS0', 


Il  vienara 


di 


a  r^  h^        b  :^  h  • 

sin© 
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et   la   première  tangente  principale  coïncidora  avec  la 
direction  suivant  laquelle  le  rapport  de  longueur  est  h. 
Si  les  données  satisfont  à  la  condition 

h  COS0'  =  /■  COS0, 

il  viendra 

sin0' 

a  =z  h  ,       u  =  /. , 

sin0 

et  la  première  tangente  principale  sera  perpendiculaire 
à  la  direction  suivant  laquelle  le  rapport  des  longueurs 
est  h.  {A   suivre.  ) 


SUR  LES  NOUMALES  AUX  SIRFACES  DU  SECOND  ORDRE  ; 

Par    m.    LAGUERRE. 


1.  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  K  ayant 

pour  équation 

.r'        r-        s' 

+-  V  -i I  =  O, 

a  o  c 

et  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  a,  |5,  y,  on  sait 
que  l'on  peut  de  ce  point  niener  six  normales  h.  la  sur- 
face, les  pieds  de  ces  normales  étant  déterminés  par  les 
équations 


ny. 


hp  cy 


I  0  —  o 


OÙ  p  est  une  des  racines  de  Téquation 


Ces   six  points  sont  d'ailleurs   déterminés   par   Tinter- 
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section  de  K  avec  ta  cubique  gauche  H,  définie  par  les 
équations 

/i         i\  y.j        Sjt  /i     ,     \\  ,    ,Ôs        v.r 


/  I  I 

—  I    z.r 


\c         a 


:=  G. 


Cela  posé,  déterminons  les  quantités  |,  /:,  '(,  P,  Q,  R, 
X,  Y,  Z  et  G,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  identique- 
ment 


I xi,     ^    yr,     ^    z'Ç 
\  a  b     '     c 


=  {x-^+rv  +  3?  +  G)  (:!"  ^  ^  +  ^  -  I  )  , 


X  (j^^  -+- J-  -+-  Z'  —  2  X^  —  lYr  —  2Z2  -i-G 

r' 

On  aura,  entre  ces  dix  quantités,  les  neuf  relations 

/    2X2  4- p'/î +  '/!;=:—  ^G  + a), 

;)  ]    2Y73  H-vÇ  +  at  r=—     G4-  è), 

f   2Z  C  ^  aH  +  p-/)  =  —  [  G  +  c)  ; 


12X  — a^'r;         l'aY—  S)? 


^        «, 


(4) 


P,l_')^(^lzi£^ 


9.Z 


Y^r) 


Ql^-^ 


;2Z  —  7)H  (2X  — a)Ç, 


(  i<^5  ) 

et 

i   Qv  — Rp=2flX+ (G +«)?, 

(5)  <    Ra  — P7  =9.Z>Yh-  (Gh-Ô)-/5, 

(  P[5  — Qz  =  2cZ  +(G  +  c;(;. 

Comme  nous  disposons  de  dix  quantités  indéterminées 
pour  satisfaire  à  ces  neuf  relations,  on  pourra  y  satis- 
faire d'une  infinité  de  manières. 

Considérons  niainlenanl  l'équation  (2),  elle  exprime 
évidemment  que,  des  six  pieds  des  normales  que  l'on 
peut  abaisser  du  point  M,  quatre  sont  situés  sur  la 
sphère 

.1-^  -)-  j'  +  z^  —  iX.T  — 2Yj  —  2Zc-4-G  =  o 
et  les  deux  autres  dans  le  pian 

—  +  -^H 1=0, 

abc 

dont  le  pôle,  par  rapport  à  la  surface  du  second  ordre  K, 
a  pour  coordonnées  |,  ï7,  ^\  et,  comme  ces  quantités 
renferment  un  paramètre  arbitraire,  elles  sont  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  polaire,  par  rapport 
à  K,  de  la  corde  qui  joint  les  pieds  des  deux  dernières 
normales  dont  je  viens  de  parler. 

2.   Désignons  par  S  la  sphère  dont  l'équation  est 

.r^  +  j'+  z-  —  2X.r  —  2Yj'  —  O-Zz  -|-  G  =  o; 

les  coordonnées  de  son  centre  sont  évidemment  X,  Y,  Z 
et  G  est  la  puissance  de  l'origine  relativement  à  cette 
sphère.  Elle  contient,  comme  je  l'ai  dit,  quatre  des  pieds 
des  normales  que  l'on  peut  abaisser  du  point  M.  Soient 
D  la  corde  qui  joint  les  pieds  des  deux  autres  normales 
et  A  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  K.  D'après  une 
dénomination  généralement  adoptée,  A  est  un  axe  re- 
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lativemeiit  à  K  el  aux  surfaces  du  second  ordre,  qui 
fonnent  avec  elles  uu  système  homofocal-,  en  d'autres 
termes,  les  deux  droites  D  et  A  sont  perpendiculaires 
entre  elles. 

De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  il  résulte  que,  si  ron  con- 
sidère H.  ■/;,  '^  comme  des  coordonnées  courantes,  la 
droite  A  est  précisément  déterminée  par  les  équations 
(3),  ou  encore,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(6;  2X  =  a  +  A,     2Y  =  8-4-B,     2Z  =  7  +  C, 

par  les  suivantes  : 

^  7  ;  A  £  -I-  fl  =:  B ■/;  -7-  6  =  C  Ç  -f-  r  ;=  À, 

avec  la  reiation 

(8)  G-f- a5-f- 6/,  ^-7i;  =  -).. 

3.  Tirons  de  (j)  les  valeurs  de  ç,  v^,  ^  et  portons-les 
dans  (8),  en  égalante  zéro  le  terme  constant  et  le  coef- 
ficient de  X,  il  viendra 

/     ^  >•■         ?         7 

Q  1-  ^   -h   -,   -t-  I    =:  O 

^^'  ABC 

et 

y.t!         Si         vr 

(,o)  0=--  +  ^  +  ^. 

Soient  .»  ,  )  ,  z  les  coordonnées  d'un  quelconque  des 
points  où  D  rencontre  la  surface  du  second  ordre  K,  le 
plan  tangent  en  ce  point  contient  A,  et  son  étjuation  est 

.r£        rr,         z'C 

— ;  -1-  V  -^ I  =  o. 

(i  b  c 

Remplaçant,  dans  cette  équation.  ?.  r,  ^  par  leurs 
valeurs  tirées  de  (7  j.  il  vient,  en  égalant  à  zéro,  le  terme 


constant  cl  le  coeliicient  de  X 

x         y        z 

III  h" 1 t-l:^0 

^     '  ABC 

et 

('"î  ^+^-^^==°- 

L' équation  (12)  est  celle  du  plan  dianiéiial  contenant 
la  corde  D;  le  plan,  déterminé  par  l'équation  (ii), 
contient  le  point  M  en  vertu  de  la  relation  (9)5  c'est 
donc  le  plan  qui  passe  par  les  deux  normales  dont  les 
pieds  sont  situés  sur  D;  je  le  désignerai  par  P. 

4.   En  général,  pour  abréger  le  discours,  étant  donné 
un  plan  quelconque  ayant  pour  équation 

jn  Y  z 

h-H hi=o, 

P         7        r 

j'appellerai  centre  à*^.  ce  plan  le  point  dont  les  coordon- 
nées sont  /?,  ^,  /'  etjoyer  de  ce  plan  le  point  où  se  cou- 
pent les  deux  normales  à  K  qui  sont  contenues  dans  ce 
plan.  On  voit  que  le  plan  P,  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  a 
pour  foyer  le  point  M  et  pour  centre  le  point  m  dont  les 
coordonnées  sont  A,  B,  C. 

La  notion  de  centre  cVun  plan  se  présente  fréquem- 
ment dans  la  théorie  des  normales  aux  surfaces  du  second 
ordre,  et,  à  ce  sujet,  je  rappellerai  une  élégante  propo- 
sition due  à  Joachirasthal  : 

Etant  donnés^  sur  une  surface  du  second  ordre ^  trois 
points  a,  b,  c,  tels  que  les  normales  en  ces  points  con- 
courent en  un  même  point  M,  le  pôle  du  plan  abc, 
relativement  à  cette  surface,  est  le  centre,  relativement 
aux  trois  axes  de  In  surface^  du  plan  qui  passe  par  les 


(  i68  ) 
pieds  des  trois  autres  normales  que  Poti  peut  encore 
abaisser  du  point  M   (*). 

O.  En  adoptant  les  dénominations  qui  précèdent,  il 
résulte  immédiatement  des  équations  (6)  que  le  cenlreN 
de  la  splière  S  est  le  point  milieu  du  segment  Mm. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  de  la  sphère  qui  contient,  les  pieds  de  quatre 
des  normales  que  Von  peut  abaisser,  d'uji  point  donné 
M,  sur  une  surface  du  second  ordre  K,  est  le  milieu  du 
segment  qui  joint  le  point  M  au  cejitre  du  plan  qui 
contient  les  deux  autres  normales . 

6.  Pour  déterminer  complètement  la  sphère  5,  dont 
on  peut  construire  le  centre  au  moyen  de  la  proposition 
précédente,  il  suffit  de  connaître  la  puissance  G  de  l'ori- 
gine relativement  à  cette  sphère,  ou  bien  encore  de  con- 
naître la  sphère  S,  dont  l'équation  est 


Cette  splière  E  peut  être  facilement  déterminée  en  s' ap- 
puyant sur  la  propriété  suivante  : 

Le  point  M  et  le  pôle  du  plan  P,  relativement  à  la 
surface  du  second  ordre  K,  sont  deux  points  conjugués 
relativement  à  la  sphère  E,  en  d'autres  termes  le  plan 
polaire  de  chacun  d^eux,  relativement  à  E,  contient 
l'autre  point. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  je  remarque  que  le 


(*)  JoACHiMSTHAL,  De  quibusdaui  cequationibus  quarti  et  sexti  gradus 
quœ  in  theoria  linearuni  et  siiperficierum  secundi  gradus  occurrunt 
(Journal  de  Crelle.  t.  LUI,  p.  172). 
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pôle  du  plan  P,  relativement  à  K,  a  pour  coordonnées 

abc 
~P      ~B'      ~C' 

le  plan  polaire  de  ce  pôle,  relativement  à  Z,   a  pour 

équation 

ax        by        cz       „ 

-A  ^i+c-«=°> 

et,  en  vertu  de  la  relation  (lo),  il  contient  évidemment 
le  point  a,  {3,  y 5  ce  qui  démontre  la  proposition 
énoncée. 

7.  La  cubique  gauche  H  rencontre  la  sphère  S,  d'abord 
aux  quatre  points  où  les  normales  concourent  en  M, 
puis  en  deux  autres  points.  Je  dirai,  pour  abréger,  que 
la  corde  qui  joint  ces  deux  derniers  points  est  la  corde 
supplémentaire  Ae  D. 

L'examen  de  l'équation  (2)  montre  immédiatement 
que  la  corde  supplémentaire  est  constamment  comprise 
dans  le  plan 

x^  +  jï)  H-  sÇ  H-  G  =  o, 

OÙ  ^,  •/],  '(  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que de  A. 

Remplaçons,  dans  l'équalion  précédente,  ^,  y?,  1^  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (7),  et  égalons  à  zéro  le  terme 
constant  ainsi  que  le  coefficient  de  À;  nous  aurons  les 
équations  suivantes,  qui  définissent  la  corde  supplémen- 
taire : 

,    „ ,  ax        br        cz 

(.3)  _  +  ^+__G=o, 


et 


J    ,    z 


^  ABC 
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L'équation  (i4)  montre  que  le  plan  diamétral  passant 
par   la   corde  supplémentaire  est  parallèle  au  plan   P. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Les  six  pieds  des  normales j  que  Von  peut  d\in 
point  M  abaisser  sur  une  surface  du  second  ordre, 
sont,  ainsi  que  le  point  M  et  le  centre  O  de  la  surface, 
situés  sur  une  même  cubique  gauche  H. 

Si,  par  le  point  O,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan 
qui  contient  M  et  les  pieds  de  deux  quelconques  des 
normales ,  ce  plan  coupe  la  cubique  en  deux  autres 
poijits.  Ces  deux  points  et  les  pieds  des  quatre  autres 
normales  sont  situés  sur  une  même  sphère. 

8.  En  désignant  par  ^,  •//,  '{^  des  constantes  arbitraires, 
le  pôle  du  plan 

xc         yr,         z'Ç 

h  --. r —  I , 

abc 

relativement  à  K,  est  le  point  (ç,  ii,  'Q-)  dont  le  plan  po- 
laire, relativement  à  E,  a  pour  équation 

.'■^-i-jr,  -h  zC  +  Q  =  O, 

Il  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  que,  si  le 
plan 

XÇ,  >"■/■(  .3? 

a      '      ù     '     c 
tourne  autour  de  la  corde  D,  le  plan 

tourne  autour  de  la  corde  supplémentaire. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  droite  A  et  la  corde  supplémentaire  de  D  sont 
polaires  réciproques,  relativement  à  la  sphère  2. 


9.  Comme,  dans  la  tliéoriedes  normales  à  une  surface 
du  second  ordre,  on  a  souvent  à  considérer  les  centres 
de  divers  plans  (ces  centres  étant  déterminés  relative- 
ment aux  axes  de  la  surface),  il  n'est  pas  inutile  d'entrer 
dans  quelques  détails  relativement  aux  propriétés  de 
ces  points. 

En  premier  lieu,  soit,  p  désignant  un  paramètre  va- 
riable, 

[a  -{-  pa'  ).T  -h  [h  -h  p  0')j  -\-  [c  +  pc')z  -i-  d  -i-  pd'  =z  o 

l'équation  d'un  plan  tournant  d'une  droite  fixe. 

Pour  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  ce  plan, 
identifions  son  équation  avec  l'équation 


od' 


X 

A 

H- 

-^+^-^' 

=  o; 

il  viendra 

d  +  pd' 

rt  -r  p« 

b  -h  p  1) 

,     c 

d'où  l'on  voit  que  le  centre  décrit  une  cubique  gauche 
passant  par  les  sommets  du  tétraèdre  0  formé  par  les 
plans  principaux  et  le  plan  à  l'infini. 
D'où  les  propositions  suivantes  : 

Le  lieu  des  centres  fies  plans ,  qui  passent  par  une 
di-oile  jîxe,  est  une  cubique  gauche  passant  par  les  som- 
mets du  tétraèdre  0;  et  réciproquement: 

Si  une  cubique  gauche  passe  par  les  sommets  du  té- 
traèdre 0,  les  plans,  dont  ses  divers  points  sont  les 
ceJitres,  passent  par  une  droite  fixe. 

En  second  lieu,  considérons  une  droite  quelconque 
dont  un  des  points  soit  déterminé  par  les  équations 


pa- 


h^o// 


od'         "  d  -\-  pd'  d  -\-  pd' 
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Le  plan  ayant  pour  centre  ce  point  a  pour  équation 


o, 


a-i-pa'         b-hùb'         c-hpc'        fl~\-pd' 

et  il  est  clair  que,  quand  on  fait  varier  p,  il  enveloppe 
une  cubique  gauche  ayant  pour  plans   osculateurs  les 
plans  qui  forment  les  faces  du  tétraèdre  0. 
D'où  les  propositions  suivantes  : 

Les  plans,  gui  ont  pour  centres  les  différents  points 
d'une  droite,  enveloppent  une  cubique  gauche  inscrite 
dans  le  tétraèdre  0  (*;;  et  réciproquement: 

Si  une  cubique  gauche  est  inscrite  clans  le  tétraèdre  0, 
le  lieu  des  centres  de  ses  divers  plans  osculateurs  est 
une  ligne  droite. 

Je  m'appuierai  maintenant  sur  le  lemme  qui  suit  : 

Lemme.  —  Si  les  sommets  des  deux  tétraèdres  sont 
situés  sur  une  même  cubique  gauche,  les  huit  faces  de 
ces  tétraèdres  sont  les  plans  osculateurs  d'une  autre 
cubique  gauche. 

Réciproquement,  si  les  huit  faces  de  deux  tétraèdres 
sont  les  plans  osculateurs  d'ujie  même  cubique  gauche, 
leurs  huit  sommets  sont  situés  sur  une  autre  cubique 
gauche. 

Il  suffît  évidemment  de  démontrer  la  première  partie 
de  ce  lemme,  la  seconde  proposition  étant  corrélative 
de  la  première. 

Pour  la  démontrer,  je  remarque  que  la  cubique,  qui 
contient  les  sommets  des  deux  tétraèdres,  étant  une 
courbe  unicursale,  je  puis  supposer  que  les  sommets  du 


(*)   J'entends    par   cubique  gauche   inscrite   dans  un   tétraèdre   une 
rubique  ayant  pour  plans  osculateurs  les  faces  de  ce  tétraèdre. 
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premier  lélraèdre  soient  déterminés  par  les  racines  d'une 
équation  du  quatrième  degré  f{x)  =  o,  et  les  sommets 
du  second  par  les  racines  d'une  équation  de  même  degré 
F(x)  =  o. 

Cela  posé,  on  voit  que  les  racines  de  l'équation 

F{x)  -hlf[a:)  =  o, 

où  X  désigne  un  paramètre  variable,  déterminent  sur  la 
cubique  les  sommets  d'une  suite  de  tétraèdres,  cliaque 
point  de  la  courbe  étant  d'ailleurs  le  sommet  d'un  seul 
de  ces  tétraèdres;  d'où  il  résulte  que  les  faces  de  tous 
ces  tétraèdres  enveloppent  une  cubique  gauche,  puisque, 
par  chaque  point  de  la  courbe  donnée,  on  ne  peut  mener 
que  trois  plans  osculateursà  l'enveloppe. 

En  particulier,  les  faces  des  deux  tétraèdres  donnés 
sont  des  plans  osculateurs  de  cette  cubique  gauche;  la 
proposition  est  donc  démontrée. 

H,  Considérons  maintenant  quatre  plans  dont  les 
centres  soient  en  ligne  droite:  d'après  ce  que  j'ai  démontré 
plus  haut,  les  faces  du  tétraèdre  T,  déterminé  par  ces 
quatre  plans,  sont  les  plans  osculateurs  d'une  cubique 
gauche  inscrite  dans  le  tétraèdre  0.  Du  lemme  précédent 
il  résulte  que  les  sommets  des  télraèdies  T  et  0  sont 
situés  sur  une  même  cubique  gauche  et,  par  suite,  les 
plans  ayant  pour  centres  les  sommets  du  tétraèdre  T 
passent  par  une  même  droite. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  les  quatre  Jaces  d'un  tétraèdre  ont  leurs  centres  en- 
ligne  droite,  les  plans  gui  ont  pour  centre  les  sommets 
du  tétraèdre  passent  par  une  même  droite. 

Et  de  même  : 

Si  les  plans  qui  ont  pour  centres  les  sommets  d'un 
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tétraèdre  passent  par  une  même  droite,  les  centres  des 
faces  de  ce  tétraèdre  sont  en  ligne  droite. 

12.  Si  d'un  point  quelconque  M  de  l'espace  on  mène 
les  six  normales  à  la  surface  du  second  ordre  K,  on  sait 
que  le  point  M  et  les  six  pieds  des  normales  sont  situés 
sur  une  même  cubique  gauche  passant  par  les  sommets 
du  tétraèdre©.  Désignons  par/^j,  /7o,  /^g,  ...,/>6  les  pieds 
de  ces  normales. 

Des  considérations  qui  précèdent  il  résulte  immédia- 
tement que: 

Si  Ion  forme  un  tétraèdre  ayant  pour  sommets 
quatre  quelconques  des  sept  points  M,  p^^p^.  . . .  ,  p^, 
les  centres  des  faces  de  ce  tétraèdre  sont  en  ligne 
droite. 

13.  Considérons  une  droite  quelconque  E,  normale 
à  une  surface  de  second  ordre,  ayant  pour  axes  les  axes 
de  coordonnées  Oj:,  Oy  et  Oz.  Le  lieu  des  centres  des 
plans  qui  passent  par  E  est  une  cubique  gauche  L  pas- 
sant par  les  sommets  du  tétraèdre  0.  Soit  M  un  point 
quelconque  pris  sur  cette  normale;  parce  point  on  peut 
mener  à  la  surface  cinq  normales  distinctes  de  E;  soient 
P\i  P^i  ]^si  P>  6t  p.i  leurs  pieds.  Désignons  par  Nj  le 
centre  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  points  ^g, 
ps,  /7;  et  p-i,  de  même  par  N.2  le  centre  de  la  sphère  qui 
passe  parles  quatre  points  p,,  p^,pu  et/?5,  ...  -,  désignons 
enfin  par  ?7z,,  /«,,  '"3,  '"i  et  m:^  les  centres  des  plans  cpii, 
passant  par  E,  contiennent    respectivement  les  points 

Pi,  Pi,P3->  pi  et/?3. 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  les  cinq  points  m  sont 
situés  sur  la  cubique  gauche  L:  d'ailleurs,  comme  je  l'ai 
montré  précédemment  (n°  5),  les  points  IN  sont  respec- 
tivement les  milieux  des  segments  M///. 
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D'où  l'on  déduit  immédiatement  les  propositions  sui- 
vantes : 

Sid'uji  point  !\1  on  mène  cinq  normales  quelconques 
aune  surface  du  second  ordre,  ayant  pour  centre  O, 
les  cinq  pieds  de  ces  normales  peuvent  être  regardés 
comme  les  sommets  de  cinq  tétraèdres;  les  centres  des 
cinq  sphères  circonscrites  à  ces  tétraèdres  sont  situés 
sur  une  cubique  gauche,  passant  par  le  milieu  du  seg- 
ment MO  et  par  les  points  situés  à  V infini  sur  les  axes 
de  la  surface. 

Êtatit  donnés  une  droite  quelconque  F.  et  trois  droites 
rectangulaires  Ox,  Oj  et  O2,  imaginons  toutes  les 
surfaces  du  second  ordre  ayant  ces  droites  pour  axes 
et  normales  à  E;  si  d'un  point  M,  pris  arbitrairement 
sur  E,  on  mène  à  V une  de  ces  surfaces  quatre  normales 
distinctes  de  E,  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre,  forîué  par  les  pieds  des  normales, 
est  une  cubique  gauche  passant  par  le  milieu  du  seg- 
ment MO,  et  par  les  trois  points  à  l'infini  sur  les  axes 
Ox,  Ojet  Oz. 

Il  est  à  remarquer  que,  si  le  point  M  se  déplace  sur  la 
droite  E,  la  cubique  gaviclie  conserve  sa  forme,  chacun 
de  ces  points  décrivaîit  un  segment  de  droite  parallèle 
à  E  et  égal  à  la  moitié  du  segment,  dont  le  point  M  s'est 
déplacé. 

14.  Je  ne  développerai  pas  davantage  les  conséquences 
qu'on  peut  déduire  des  propositions  précédentes,  et  je 
terminerai  cette  Note  en  établissant  quelques  formules 
qui  peuvent  être  utiles  dans  les  recherches  sur  les  nor- 
males aux  surfaces  du  second  ordre. 

Soient  p'  et  p"  les  deux  racines  de  l'équation  (1)  qui 
correspondent  aux  deux  normales   dont  les    pieds   sont 
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situés  sur  la  droite  D,  et  soit 

F(p)  =  (p-p')(p-r'';. 

En  désignant,  pour  un  instant,  par  p  Tune  quelconque 
de  ces  racines,  les  coordonnées  du  pied  correspondant 
sont 

a  —  p        b  —  p        c  —  p 

l'équation  du  plan  langent  en  ce  point 

c  a  7-,  3  C  7 


a  —  p         Z»  —  p        c  —  p 

Ce  plan  contient  la  droite  A;Uirons  de  (7  )  les  valeurs 
de  ^,  r,,  1^  et  portons  ces  valeurs  dans  l'équation  précé- 
dente. En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  À,  on  obtiendra 
la  relation 

Aifl  —  p)        B^6  — p,        C(c — pj 

et  cette    relation    devant   être  satisfaite  pour  p=:p'  et 
0  =  a'\  il  vient,  après  quelques  réductions  faciles, 

d'où 
et 


1  F('ï)  =  (<^-«)(«-^)^  =  ;«-p')(«-p"), 


F(c)  =(è-<:)(r-«)^=:(c-p')(r  -  p"). 
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Puisque  p"  satisfail  à  réquation  (i),  ou  a  ideulique- 
ineuL 

a  y.' [a  —  p' Y  ^P';^  — p')' 


[(=  —  ?' ï"\<^ —?"  Y 


d'où,  eu  remplaçant  les  dénorahia leurs  parleurs  valeurs 
tirées  de  (i6)  et  p'  par  p, 

^-?y  +  n. — :r^. — ât.(^-p)^ 


'a~~hY{c  —  aY^  ''         [b  —  cY\a  —  b 

cC 


c  —  aVib 


c  —  pY  —  I  =  o. 


Celte  équation  devant  être  satisfaite  pour  p  =  p'  et 
0  =  p",  ou  en  déduit  celte  nouvelle  expression  du  poly- 
nôme F  (  p  ) , 


V'.f^)  = 


~ri[b  —  cYA'{a  —  pY-^b{c  —  aYB'{b  —  pY  1 

-hc{n  —  bYB'{c—pY—{a—bY{b—cY{c—aT-] 


a[h  —  cy  A--h  b  (c—  aVB'-Jr  ç{a  —  ÙYC- 


D'où,  en  vertu  des  équations  (lô"),  les  relations  sui- 
vantes qui  déterminent  les  coordonnées  a.  (3,  y  du  foyer 
du  plan  : 

jr  Y  Z 


.     I  =  o, 
ARC 


7. 


a  __      (c  —  a){a  —  b)[bB-'-hcO—[b  —  cY] 
1^  a{b  -c)2A^  +  b{ç  —  aYB'-^c[a  —  b')C-'' 

p_     {a  —  b){b  —  c)[cO-haA'—{r  —  aY] 
B  ~  alb  —  cYA'+  bic  —  aYB^  +  cia  —  b-]C-' 


7_     {b  —  c){c  —  a)[aA'-hbB-  —  {n—bY] 
C  ~  a  {b  —  cY  A^  -\-  b  [c  —  aYB'  -h  c{a  —  A')C=" 
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et  auxquelles  on  peui  joindre  la  relation 


i81    G  = 


'a[a  —  b  —  c)[b  —  cY  k-  -\-  b[h —  r  — n)[c  —  aj^'' 
^..r[c  —  a  —  h){a  —  byC- 


] 


a{b  —  cYA.^->^  b{c  —  ayw  +  c{a  —  byO 

PARTICILAUITÉS 
RELATIVES  A  L'ÉQIATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ; 

Par    m  .    S  .    R  E  A  L  I  S . 


Étant  donnée  l'équation  à  coefficienis  entiers 

0:^+  PjC  -+-  Q  =:  G, 

on  en  désigne  les  trois  racines  par  a,  ^,  c,  et  l'on  fait, 
pour  abréger, 

p=—  4q^  =  ?(-^)- 

Cela  posé,  la  considération  de  la  fonclion  (^  (.r)  conduit 
aux  propositions  suivantes,  faciles  à  démontrer  : 

1°  Si  a  est  racine  entière  de  l'équalion  proposée,  la 
quantité  cp(«)  est  égale  à  un  carré  :  le  produit©  (^)  9(c) 
est  le  carré  d'un  nombre  appartenant  à  la  forme  5  lâ  —  v>- 
ei  à  la  forme  équivalente  ir  —  5  f' . 

2°  Si  les  trois  racines  de  Féquaiiou  sont  entières,  la 
quantité  9(«),  où  a  désigne  Tune  quelconque  d'entre 
elles,  est  le  carré  d'un  nombre  compris  dans  les  deux 
formes  indiquées.  En  ce  cas,  si  les  racines  Z>,  c  sont  de 
même  parité,  le  produit  o(è)o(c)  est  le  carré  d'un 
nombre  appartenant  en  outre  à  l'une  des  formes  ir  —  1 6  w"" , 
\6u- —  v"- . 

3°  La  racine  a  étant  entière,  et  /?,  c  étant  exprimées 
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par  des  nombres  complexes  entiers  (*  j,  (p  [a]  est  le  carré 
d'un  nombre  de  la  forme  5u^-\-  u~  :  le  produit  '-^  (^)  o  (  c) 
est  le  carré  d'un  nombre  appartenant  en  même  temps  aux 
formes  5u^  -t-  p-^,  5«^  —  t^^,  a^ —  5  t^-,  zi^-f- 16^'^ 

4°  Quelle  que  soit  la  nature  des  trois  racines  «,  ^,  c,  si 
les  coefficients  P,  Q  sont  entiers,  le  produit  ip  (a)  cpf^)  ^(c) 
se  réduit  à  un  carré. 

Si,  de  plus,  la  quantité  —  (4P^+2-Q^)  est  égale  à 
un  carré,  le  même  produit  est  le  carré  d'un  nombre 
renfermé  dans  les  deux  formes  équivalentes  5u^ — i^^, 
u~  —  5  V". 

Si  c'est  la  quantité  4P*+  ^yQ^  qui  est  égale  à  un 
carré,  le  produit  considéré  est  le  carré  d'un  nombre  de  la 
forme  5u^  +  i^^. 

Remarque.  —  Les  formules  qui  établissent  les  résultats 
indiqués  trouvent  une  application  utile  dans  certaines 
questions  d'Analyse  indéterminée.  On  en  déduit,  par 
exemple,  l'identité 

(5  a'  —  p^  )'  +  [5  a'  —  (  2a  —  p  Y  p 

qui  fournit  une  infinité  de  solutions  entières  de  l'équation 
indéterminée 

Z  I   -\-  ^ .,  ~\-  ~.  j  J  Z   , 

au  moyen  de  valeurs  de  ^1,^2?  -^s  contenues  dans  la  forme 
5z/- — t'^,  et  de  valeurs  de  z  contenues  dans  la   forme 

L'identité  analogue 

[3(a  +  P)— "(3a-f-S)^]^ 

+  [3(oaV-(3a— OT  +  [3(a-p)'-2(p)'P  =  6(3a^  +  p^)  = 


(*)  Foir,  pour  les  racines  complexes  des  équations,  le  tome  III  de  la 
1'°  série,  pp.  f{X,  i^ï  et  32.'). 


{  >8o  ) 
ne  se  déduit  pas  directement  des  formules  mentionnées, 
mais  on  y  arrive  par  des  considérations  semblables  à 
celles  qui  amènent  les  propositions  énoncées  plus  haut. 
Elle  fournit,  comme  on  voit,  une  inlinilé  de  solutions 
entières  de  l'équation 

au  nioven  de  valeurs  de  z  renfermées  dans  la  forme 
3«--T-  i'",  et  de  valeurs  de  Zi.  2^,  z^  renfermées  dans 
Tune  ou  l'autre  des  formes  'iu"^  —  u-,  u^ —  3t^". 

Au  pointde  vue  de  la  théorie  des  nombres,  les  identités 
précédentes  constituent  des  théorèmes  remarquables 
touchant  la  décomposition  de  3  s^  et  de  6  z^  en  trois  carrés, 
lorsque  z  est  un  nombre  de  la  forme  indiquée. 

La  considération  de  fonctions  autres  que  <flx)^  com- 
posées de  même  avec  les  racines  de  iéquation  du  troi- 
sième degré,  amène  des  résultats  plus  généraux.  ]Nous 
nous  bornerons  à  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  z  étant  de  la  forme  3  u^  -\-  u^,  et  le  con- 
fident h  étant  une  somme  de  trois  carrés  entiers,  le 
produit  fiz'-  est  la  somme  de  trois  carrés  compris  dans 
une  même  forme 

[kiû^  Bue  H-  Qi>-]\ 

oii  les  coefficients  A,  B,  C  sont  des  entiers  ne  dépendant 
que  de  k,  et  les  entiers  variables  u,  v  peuvent  être  positifs 
ou  négatifs. 

Une  conséquence  immédiate  de  l'identité  qui  justifie 
et  complète  cette  proposition  consiste  en  ce  (\nG  la  somme 
de  trois  carrés  entiers  peut  être  transformée,  d'une 
infinité  de  manières  et  au  mojen  de  formules  directes, 
en  une  somme  de  trois  carrés  rationnels. 
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Il  est  à  propos  de  rappeler  ici,  d'après  Fermât  et  Euler, 
que  la  forme  quadratique  3«^  4-  i''  peut  représenter  tous 
les  nombres  premiers  compris  dans  la  forme  linéaire 
6n  H- I  :  qu'elle  peut  représenter,  par  conséquent,  tous 
les  nombres  dont  les  facteurs  premiers  appartiennent  à 
cette  forme  linéaire  [ajoir,  au  t.  VIII  des  Nouveaux 
Commentaires  de  Pètersbourg,  le  Mémoire  d'Euler  : 
Supplementum.  quoiumdam  theorematum  aritlimeli- 
corum,  etc.  j  voir  aussi,  au  t.  III  des  OEuvres  de  La- 
grange,  le  Mémoire  intitulé  :  Recherches  d' Arithmé- 
tique). 


SllR  LES  SYSTÈMES  DE  DROITES  QUI  SONT  NORMALES 
A  UNE  MEME  SURFACE; 

Par    m.    LAGUERRE. 


1.  Je  renverrai,  pour  toutes  les  notations  dont  je  me 
servirai  ici,  à  u\di^oic  Sur  les  formules  fondamentales 
de  la  théorie  des  surfaces  (^). 

Par  chaque  point  M  d'une  surface  S  menons  une 
droite  /«,  dont  la  position  soitdéfinie  par  l'angle  9  qu'elle 
fait  avec  la  normale  MZ  à  la  surface  et  l'angle  (^  que  fait 
avec  la  direction  MIL  sa  projection  sur  le  plan  tangent. 
Les  cosinus  des  angles  que  font,  avec  les  axes  coor- 
donnés, les  trois  direclious  i^X,  MY  et  MZ,  étant  res- 
pectivement 

cosa,  cosp,  cosy, 
cos^,  cos/j,  cosi;, 
ces/,      cosy.,     cosv, 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2"  série,  t.  XI,  p.  lio. 


(   i82  ) 
les  cosinus  des  angles  que  fera  avec  les  axes  la  droite  in 
en  seront  respectivement 

ces  y.  sin  9  ces  o  -f-  cos  H  sin  ô  sin  o  -h  ces),  ces  9, 
cosp  sin  9  coso  -+-  cosr,  sin  0  sin  y  -f-  cosacos9, 
cosy  sin9  coso  -\-  coso  sin  9  sino  -\-  cosv  cos9  ; 

et,  pour  que  les  divei'ses  droites  m  soient  normales  à  une 
même  surface,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'ex- 
pression 

Zdx  (ces a  sin 9  cos 9  -+■  cos?  sin  9  sino  -f-  cos).  cos 9) 

soit  une  différentielle  exacte. 
On  a 

dx  =  Er/«  cos  a  -i-  Gdv  coS;, 
dy  =z  Edu  cosB  -r-  Qdc  cos>;, 
dz  =  Edu  cos 7  -h  Qd\-  cosÇ; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente, 
elle  donne 

E  sin  9  cos  0 .  (/« -T- G  sin  9  sin  o .  (/i' ; 

et,  pour  quelle  soit  une  différentielle  exacte,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  que  l'on  ait 


—    E  sin  9  cos  o  =  — -  '  G  sin  9  sin  o 
ai'  du  '  ' 


l2.  L'équation  précédente  ne  renferme  que  les  quanti- 
tés E  et  G,  dont  l'expression  ne  change  pas  quand  on 
déforme  la  surface  S. 

D'où  la  conséquence  suivante  : 

Concevons  que  chaque  rayon  ni  conserve  une  position 
fixe  par  rapport  au  plan  tangent  en  J/,  c'est-à-dire  que 
sa  projection  sur  ce  plan  langent  et  l'angle  qu'il  fait  avec 
ce  plan  demeurent  invariable:   cela  posé,  si  les  rayons 
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éniananl  des  dhers  points  ue  S  sont,  normaux  à  une 
même  surface  et  si  l'on  déforme  S  de  façon  que  l'élé- 
ment  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  cette  surface 
concerne  la  même  valeur,  chaque  plan  tangent  à  la 
surface  entraînant  avec  lui  le  rayon  correspondant,  les 
divers  rayons  dans  leur  nouvelle  position  sont  encore 
normaux  à  une  même  surface. 

3.  L'équation  (i)  étant  satisfaite  pour  certaines  va- 
leurs des  fonctions  s-  et  0,  elle  est  encore  évidemment 
satisfaite  quand  on  y  remplace  sin0  par  A:sin0,  A'  dési- 
gnant une  constante  arbitraire. 

D'où  ce  beau  théorème  dû  à  Dupin  : 

Si  des  raj  on.'i  normaux  à  une  même  surface  se  ré- 
fractent sur  une  surjace  S,  ils  sont  encore,  après  leur 
réfraction,  normaux  à  une  même  surjace. 

4.  Chaque  rayon  m  si"  projette  sur  le  plan  tangent  en 
I\f  suivant  une  droite  faisaiit  avec  la  droite  M^  un 
angle  égal  à  çp.  Toutes  ces  projections  enveloppent  des 
courbes  que  l'on  peut,  pour  abréger,  appeler  la  projection 
du  système  de  rayons  sur  la  surface.  La  fonction  ^  étant 
connue,  on  obtiendra  l'équation  différentielle  de  cette 
projection  en  posant  ip  =  /;  d'où 

Qdi> 

tang,=  tang/=.^— . 

En  remplaçant  (p  par  /dans  l'équation  (i),  il  vient 

—    Esm9  cosn  =  —  (  Gsm9  sm/  , 
dv  dv 

ou  encore 

d  .  d  ...  di 

--    E  sm  9  )  ces  / (  G  sm  9   sm  /  —  E  sin  9  sin  /  — 

dv  du  dv 

—  G  sm  9  ces  /  —  =  G, 
du 
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ou,  en  remplaçant  respectivement  cosi  et  s'iui  par  leurs 

valeurs, 

Edu  Gclf 

ds  ds 

d  ,       .       .  d 

—    Esin6i.Er/« GsinG   Gf/c  —  EG  sinô  «f/ =  o, 

dv  du 


OU  encore 

,     .  du  d    .^    .    ,  ,        dv  d    ,  ^     . 

di  smQ  —  —----  I  E  sin  6    H-  —  —  (  G  sin  9    =  o. 
G  flf  E  du 

Si  0  est  constant,  on  peut,  dans  la  relation  précédente, 
supprimer  le  facteur  commun  sin 6*,  et,  en  remplaçant 

respectivement  —  et  -r—  parleurs  valeurs  —  GM  et  EN, 

elle  devient 

di  -h  :M  rf«  H-  N</c  =  o  ; 

ce  qui  est  précisément  l'équation  des  lignes  géodésîques. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  des  rayons  émanant  de  chacun  des  points  d'une 
surface  S  sotit  normaux  à  une  même  surface,  et  si 
chacun  d^  eux  fait  un  angle  constant  avec  le  plan  tan- 
gent au  point  de  S  dont  il  émane,  la  projection  du  sys- 
tème de  rayons  sur  S  est  un  système  de  lignes  géodé- 
sîques de  cette  dernière  surface. 

5.  La  réciproque  de  cette  proposition  est  également 
vraie.  Considérons  sur  S  un  système  de  lignes  géodé- 
siques,  nous  choisirons  les  axes  des  u  et  des  v,  de  telle 
sorte  que  ces  lignes  géodésiques  soient  définies  par  l'é- 
quation V  =  const.  Cela  posé,  cherchons  les  systèmes  de 
rayons  normaux  à  une  même  surface  et  ayant  pour  pro- 
jection le  système  considéré  de  lignes  géodésiques.  Dans 
ce  cas,  on  peut  poser  E=  i   et  G  =  F(u),  et  l'angle  dé- 
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signé  par  cp  est  égal  à  zéro,  l'équalion  (i)  devieni  alors 

,    ,  dsin  Q 

2  _— —  =  O. 

ai' 

Cette  équation  étant  identiquement  satisfaite  quand  on 
fait  0  =  const.,  la  réeiproque  de  la  proposition  énoncée 
est  démontrée.  En  particulier,  si  l'on  fait  0  =  o,  on  ob- 
tient ce  théorème  bien  connu  : 

Si  l'on  considère  un  système  rie  lignes  géodésiques 
tracées  sur  une  surface,  les  tangentes  aux  dijfêrents 
points  de  ces  lignes  sont  normales  à  uiie  même  surface. 

6.  On  satisfait  également  à  l'équation  (  2)  en  prenant 
pour  0  une  fonction  arbitraire  de  u. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Ètajit  donnés  un  système  de  lignes  géodésiques  tra- 
cées sur  une  surface  et  les  trajectoires  orthogonales  de 
ces  lignes,  si  par  chaque  point  M  d'une  de  ces  lignes 
on  mène  une  droite  située  dans  le  plan  tangent  à  cette 
ligne  en.  M  et  normal  à  la  surface,  l'angle  de  cette 
droite  ai^ec  le  plan  tangent  étant  cotistant  le  long 
d\ine  niênie  trajectoire  orthogonale,  mais  variant  du 
reste  d\tne  façon  arbitraire  quand  on  passe  de  Vune 
de  ces  trajectoires  à  une  autre,  toutes  ces  droites  sont 
normales  à  une  même  surface. 
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QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

PROPOSÉE    AU    CONCOURS    d'agRÉGATIOJV    DE     18747 

Par  m.  GENTY. 


On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  honiofocales  ; 
on  imagine  une  conique  quelconque  C,  doublement  tan- 
gente à  chacune  des  coniques  données.  Trouver  et 
discuter  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à 
l'ellipse  et  à  l'hyperbole  aux  points  où  ces  courbes  sont 
touchées  par  la  conique  C. 

Nous  traiterons  le  problème  dans  le  cas  où  les  coniques 
données  sont  quelconques. 

On  sait  (Chasles,  Sections  coniques,  §  482)  qu'il 
existe  en  général  trois  séries  de  coniques  ayant  un  double 
contact  avec  deux  coniques  données  C  et  C:  les  cordes 
de  contact  do  chaque  série  de  coniques  passent  par  le 
point  de  rencontre  des  axes  de  symptose  i^  et  L'  des 
coniques  C  et  C,  et  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  à  ces  droites. 

Donc  le  lieu  cherché  se  compose  de  trois  courbes  dis- 
tinctes qu'on  obtiendra  en  considérant  successivement 
chacun  des  systèmes  d'axes  de  symptose  des  coniques 
données. 

Soient  donc  a  ei  a'  deux  points  des  coniques  C  et  C 
conjugués  par  rapport  aux  axes  de  symptose  L  et  L',  le 
lieu  cherché  sera  \e  lieu  du  point  d'intersection  des  tan- 
gentes aux  points  a  et  <:/,  c'est-à-dire  (Chaslks,  §-io4) 
une  conique  qui  passe  aux  points  d'intersection  des 
coniques  données  G  et  C 

D'ailleurs     les    polaires   des    ombilics    correspondant 
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au  système  considéré  d'axes  de  symptose  soni  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  à  ces  droites.  Donc   les  deux 
ombilics  font  partie  du  lieu,  qui  est  ainsi  complètement 
déterminé. 

Ainsi  donc  le  lieu  cherché  se  compose  de  trois 
coniques,  dont  chacune  passe  par  les  ([uatre  points  d'in- 
tersection de  ces  deux  courbes  et  par  deux  ombilics 
conjugués. 

autrement  :  Les  cordes  de  contact  avec  C  et  C  d'une 
conique  doublement  tangente  à  ces  deux  coniques  sont 
les  polaires  de  deux  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
les  ombilics  correspondant  au  système  d'axes  de  symp- 
tose considéré,  et  ils  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  ces  points. 

Donc  le  lieu  cherché  est  le  lieu  d'un  point  tel  que 
deux  tangentes  A,  A',  menées  de  ce  point  aux  deux 
coniques  données,  soient  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  droites  menées  du  même  point  à  deux  om- 
bilics conjugués  des  coniques,  c'est-à-dire  une  conique 
passant  parles  points  d'intersection  des  proposées  et  par 
les  ombilics  (Chasles,  §455,  corollaire  II). 

Dans  le  cas  où  les  coniques  données  sont  deux  coniques 
homofocales,  les  ombilics  conjugués  sont  les  points 
imaginaires  du  cercle  à  l'infini,  les  foyers  réels  et  les 
foyers  imaginaires  des  courbes  données.  On  peut  donc 
écrire  immédiatement  les  équations  des  courbes  dont 
l'ensemble  constitue  le  lieu  demandé. 

L'une  d'elles  est  le  cercle  qui  a  son  centre  au  centre 
des  courbes,  et  qui  passe  par  leurs  points  d'intersection. 
On  aurait  pu  obtenir  directement  son  équation  au  moyen 
d(;s  remarques  suivantes  :  cette  courbe  est  le  lieu  d'un 
point  tel  que  deux  tangentes  menées  de  ce  point  aux 
deux  courbes  données  soient  conjuguées  harmoniques  par 
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rapport  aux  droites  menées  de  ce  point  aux  points  ima- 
ginaires du  cercle  à  l'infini,  c'est-à-diie  le  lieu  dn  point 
de  rencontre  de  deux  tangentes  aux  courbes  données  qui 
se  coupent  à  angle  droit. 
Soient 


les  équations  des  courbes  données. 

Les  équations  de   deux  tangentes  se  coupant  à  angle 
droit  seront 

y  —  mac=  J  a^  ni''  +  b'. 


my-\-  .r  =  \J  [a"^  —  V)  -h  (6'  —  X^j  w'; 

en  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
il  vient  pour  l'équation  du  lieu  cherclié 


SOLIJTIOX  DE  LA  OIESTIOX  D'ANALYSE 

DONNÉE    AU    C0>C0URS    d'agKÉGATION    E?i     1 87 1  ; 

Par    m.  GAMBEY. 


Etant  donnée  une  ligne  S  dans  l'espace,  on  détcr- 
nnne  la  courbe  S',  lieu  des  centres  des  sphères  d\in 
rayon  donnée,  ayant  avec  cette  courbe  un  contact  du 
second  ordre.  On  propose  de  faire  voir  que,  récipro- 
quement, la  courbe  proposée  S  est,  pour  la  courbe  S', 
le  lieu  des  centres  des  sphères  du  même  rayon  R.  ayant 
avec  elle  un  contact  du  second  ordre. 
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Nous  définirons  la  courbe  donnée  S  par  les  équations 

l'arc  s  étant  pris  pour  variable  indépendante. 
Soit  la  sphère 

{X  —  a)--+-{Y  —  bY-h  {Z  —  cY  —  R'=o. 

Nous  exprimerons  qu'elle  a  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  courbe  S  en  posant  les  relations  suivantes 
(Ch.  IÎeumite,  Cours  d'' Analyse): 

'  [e^  —  aY+  [-^  —  bY-^  (6  — c- ;=  — R-:=o, 

(  (  y  —  a)  <p"  +  (-L  —  /<  )  -y-'  +  (  ô  —  c)  9"  =  o, 

où  c&,  t^,  Q  sont  mis  pour  '^(5),  ']'{s)i  0(5),  et  où  les  dé- 
rivées sont  prises  par  rapport  ;i  s. 

Ces  trois  équations  en  a,  b,  c  définissent  une  courbe 
S',  car  on  peut  en  tirer  des  valeurs  de  la  forme 

«=©,(5),      b=-])^[s),      c  =  Qy[s). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  ces  équations,  ou  ob- 
tiendra donc  les  trois  identités 

(2)     !  (y-.ï,,)?'-^(-!^--]'.)-y  ^e^— e.)6'=<'. 

De  même,  les  trois  relations  suivantes  : 

((<?,-  «.)^  -f-  (■},  -  6,)'  +  (9'  -  ^li'  -  R'  =  o, 

(3)      j  (<p. -^'.)?',  +  (-y-^O-y, +  (9.  — ^0^',  ="' 

((?.—«,)  /,  -^  ( ■!>,  -  i,)  y,  4-  (9,  -  r,)  &",  =  o, 

définissent  une  courbe  S,  lieu  des  centres  des  sphères, 

(  X  —  a,]-  -H  (j  —  ^-0'  -H  (Z  —  c,Y  —  R=  =  o, 
ayant  avec  la  courbe  S'  un  contact  du  second  ordre. 


(    ipo  ) 
Je  dis  mainlenaat  qu'en  posant  dans  les  équations  (3) 

ces  équations  deviendront  des  identités. 
En  effet,  nous  aurons 

{  (f,  — <p)'+(-^— •^)^+(e,— 9)'— R'=o, 

(4)        {?.-?)o'.  +  (-i,--t.)-y,  +  (9.-9)e'.  =  o, 

(  (?.—?)  t".  +  (-^-'-^i-y;  +  (9.— 9]  ô",  =  o, 

et  l'on  voit  immédiatement  que  la  première  de  ces  rela- 
tions est  une  identité,  puisqu'elle  est  la  même  que  la 
première  des  relations  (2).  Quant  aux  deux  autres,  on 
s'assurera  que  ce  sont  des  identités  en  prenant  deux  fois 
de  suite  la  dérivée  de  la  première  des  relations  (2)  par 
rapport  à  s  et  tenant  compte  des  identités  qu'on  obtien- 
dra successivement  et  de  celle-ci  : 

9'2-(--y=  +  6'' — ./,'  +  -y,'  -I-  e','=  '•    ^-  Q-  ^-  °- 

Questions  833  et  748 

(Toir  2'  série,  t.  VI,  p.   ii'io  et  b?8,  et  t.  IV,  p.  !,Zi); 

Par  m.   s.   REALIS. 


Si  les  nombres  entiers  a,  Z>,   c  sont  racines  de  l'é- 
quation 


-p.T  +  ^  =  o, 


on  aura 


/3^-f-  3  j'  rt'  =  r'% 

p'-^3y"c'  =r"'\ 

j'i  j"-)  y'"  ^*  '"'  '  ''  ^"'  Gtant  racines  entières  de  deux 
équations  cubiques  homogènes  que  l'on  peut  constrinre^ 
et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
et  entières  de  p  et  q.  Le  produit  ?-'  r"  r'",  pris  positive- 
ment^ sera  un  carré.  (S.   Réalis.) 


(   '9»   ) 
Posant 

y'   =:  3 «'  —  ?,/:», 

y"  =3b-—  Q.p, 

y"'  =  Zc^  -ip, 

ï'i  j" ■)  j'"  seront  racines  de  l'équation 

y^  —  3/>^j  +  ip^  —  i-jq''  =z  o, 

et  l'on  aura,  en  observant  que  a-H  Z»  +  c  =:  o, 

/»-'+  3jr'  «''=  [ci  —  ^Y  ["  —  c  )'  =  /•'-, 
p'+Zy''  b^=  [b  —  cY[b~ay  =  r"\ 
p'^  3y"'c'  =  {c  ~  aYic  —  by  =  r"'\ 

Ces  formules  font  voir  que 

r'r"r"'  =  [{a  —  b)  [b  ~  c)  [c  —  a)]', 

et  permettent  de  construire  l'équation  ayant  r',  /-,  v'" 
pour  racines,  savoir 

Si  a,  b,  c  sont  entiers,  les  j'  et  les  r  sont  aussi  néces- 
sairement entiers. 

De  là  l'énoncé  de  la  question. 

Ajoutons  que  l'on  déduit  de  ce  qui  précède 

r'  +  /•"    -\-  r'"   =z  3p, 

Ces  formules,  où  p  peut  représenter  tout  nombre  de  la 
forme  3  u^-{-u^^  et  où.  les  valeurs  numériques  des  entiers 
r',  /'",  /•"''donnent  un  produit  égal  à  un  carré,  ces  for- 
mules, dis-je,  expriment  une  propriété  du  nombre  3p 
qui  nous  paraît  digne  d'être  signalée. 

Note.  —  La  solution  de  la  question  833  entraine  celle  de  la  question 
analogue  748  {voir  2"  série,  t.  IV,  p.  /|3i). 
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Dynamique  analytique;  par  M.  Emile  Mathieu.  Paris, 
Gauthier- Villars,  1878.  ln-4".  Prix  :  i5  francs. 

Quand  la  deuxième  édition  de  la  Méca/iiqi/e  analj  tirjue  deLagrange 
parut  au  commencement  de  ce  siècle,  elle  était  une  œuvre  accom- 
plie; mais  Poisson,  Ilamilton,  Jacobi  et  d'autres  géomètres  ont, 
depuis,  notablement  accru  l'héritage  de  Lagrange.  Aussi  M.  Ber- 
trand dut-il,  en  publiant  la  troisième  édition,  l'enrichir  de  Notes 
destinées  à  la  mettre  au  niveau  de  la  Science.  Mais  ces  découvertes 
étaient  assez  importantes  pour  qu'on  désirât  voir  fondre  les  nou- 
veaux résultats  avec  les  anciens,  et  c'est  ce  qui  a  déterminé  l'au- 
teur à  composer  l'Ouvrage  actuel.  On  peut  juger  des  résultats  dont 
la  Mécanique  s'est  enrichie  depuis  Lagrange  par  la  seule  Section  II, 
consacrée  à  des  travaux  qui  datent  déjà  de  plusieurs  années.  Voici, 
d'ailleurs,  le  contenu  des  neuf  Sections. 

La  première  renferme  les  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique, 
des  remarques  sur  la  stabilité  d'un  système  libre,  les  équations 
dHamilton  et  le  théorème  de  Gauss. 

La  deuxième  renferme  l'équation  aux  différences  partielles  d'Ha- 
milton,  son  emploi  pour  intégrer  les  équations  de  la  Dynamique, 
des  considérations  générales  sur  les  équations  aux  différences  par- 
tielles du  premier  ordre  et  sur  les  conditions  d'intégrabilité,  sur  les 
intégrales  secondes  des  équations  de  la  Dynamique,  la  solution  si- 
multanée de  deux  équations  linéaires  aux  différences  partielles  con- 
sidérées par  Jacobi,  pour  arriver  au  théorème  de  Poisson,  et  l'a- 
baissement des  équations  de  la  Dynamique  par  suite  de  l'équation 
des  forces  vives  ou  des  intégrales  des  aires. 

La  troisième  renferme  des  applications  des  théories  précédentes 
au  mouvement  d'un  point  matériel. 

La  quatrième  traite  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide, 
et  la  cinquième  de  la  théorie  des  mouvements  relatifs. 

La  sixième  traite  de  la  transformation  des  équations  différentielles 
de  la  Dynamique,  delà  théorie  des  dérivées  principales,  due  à  l'au- 
teur, et  des  équations  différentielles  de  la  Dynamique  dans  le  cas 
d'équations  de  condition  entre  les  variables. 

La  septième  est  relative  à  la  théorie  des  perturbations,  et  la  hui- 
tième aux  problèmes  de  la  Dynamique  pour  lesquels  ont  lieu  les 
trois  équations  de  la  conservation  des  aires. 

Enfin  la  neuvième  est  relative  au  mouvement  des  projectiles. 


(   193  ) 

CONCOURS  DMDMISSION  A  L'ÉCOLE  FOLYTECH^iODE 

(ANNÉE  1877) 

(voir  ?"  série,  t.  XVI,  p.  3711); 

Par  m.  lez. 

Composition  de  MaLliéinatiquns . 

On   donne  V cqualion —  r=  i  d'une  liypcrhole 

rapportée  à  ses  axes  et  les  coordonnées  {^j.,  -j)  d'iui 
point  M  de  son  plan. 

Par  le  point  ^1  on  mène  deux  tangentes  àVliyper- 
hole  la  touchant  aux  points  A  et  V>  :  trouver  l' équation 
du  cercle  passant  par  les  points  A,E  et  le  centre  O  de 
V  hyperbole. 

Ce  cercle  rencontre  Vhjperhole  en  deux  points  C  et 
D,  distincts  de  A  et  de  B  :  trouver  V équation  de  la 
droite  CD. 

Si  le  point  M  décrit  une  droite  du  plan ,  aux  diverses 
positions  du  point  M  correspondront  diverses  positions 
de  la  droite  CD  :  quel  est  le  lieu  des  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  centre  de  V hyperbole  sur  ces 
droites  ? 

On  sait  que,  par  rapport  à  l'hyperbole,  dont  l'équation 
est 

(i)  b^.T-  —  à' y-  —  a'^h-  =  o 

la  polaire  AB  d'ut)  point  M  (p.,  v)  a  pour  équation 

b'''j.x  —  fi'vj  —  a- b-  =0. 

Or,  une  conique  passant  par  les  quatre  points  où 
celte  droite  et  une  autre  Bx  -+■  A7 —  AB  =  o  rencon- 

/tftri.  f!(f  Mat/iPinat.,}^  s(:r\p.  t.  XVII.  (Mai  1878.)  l3 


{   ^9^  ) 
trait  la  courbe  (i)  sera  représentée  par 

^'^•"  —  «^x'  —  a-L- 

—  K{0'it.v  —a^-jy  —a'^f)  X  [Bx-{-  ky  —  kR   =o, 
soit 

{b^--  KB^'V-j^-H-  (KAfi^v  —  a^)y^ 

-{-K{^a^^j  —  kb^[>.)xy  -i-K(Ba=i-  + ABô'fA)^ 

+  K(Art=/''  —  ABrt=v)j  — a'^)2^i  H-KAB)  ==  o. 

Pour  que  la  conique  passe  par  l'origine  O  des  coor- 
données, il  faut  que  K  =; -,  et,  pour  qu'elle  de- 
vienne un  cercle,  on  doit  avoir 

ha--jz=z  kb'iL     et      (!'- +  rt^' =  lvBZ»^a  4- KA«^, 

De  ces  trois  relations  on  tire 

A  ==  —         ^ 
B  =  — 

-yr  

Il  est  maintenant  facile  de  trouver  que  le  cercle  pas- 
sant par  le  centre  de  l'hyperbole  et  par  les  points  A.  B, 
C,  D  a  pour  équation 


b-'ii 

(«'  + 

b"- 

)' 

b'u 

^  +  a 

v^ 

•) 

a'v 

«■^  + 

b^] 

(f-¥ 

p.v  [a^ 

-1- 

b^ 

Y 

•j. 

[n 

^b 

+ 

a 

b^ 

— 

b^ 

r- 

a' 

v^ 

X 

a^ 

[a^v 

2  

-b 

>-^j 

V 

[a^ 

b-' 

-L. 

a' 

b' 

-f- 

b' 

f-'  + 

n 

S^ 

).r 

b'  [a'-j-  —  b''\L')  ^' 


et  que  la  droite  CD  est  représentée  par 

(2)      b^i).[a'  +  b'^)x  -{-  ar-i  [a-  +  6=)  7  -f-  /!''p=  +  «^v=  =  o. 
L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O 


sur  CD  est 


(  »95  ) 
Celte    perpendiculaire    rencontre    CD   en   un   point 
ayant  pour  coordonnées 

[o]  .X  = ,      Y 


a'  H-  6^       -^  «'H-  b''- 

Or,  le  point  M  décrivant  la  droite 
(  4  )  rt.r  H-  m  y  —  nin  ==  o, 

les  variables  ^,  v  sont  liées  par  la  relation 

(5)  n^  -\~  in-j  —  mn  =  o. 

Pour  obtenir  le  lieu  cherclié,  il  suffit  d'éliminer  fji.  v 
entre  les  relations  (3)  et  (4)?  ce  qui  donne 

b^rn^  [a^  -h  b-) y  -\-  a- n  [a^  -h  b'')  X  -h  a- b^mn  =  o, 

équation  qui  représente  une  droite. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  E.  Fauquemberguc,  maître  ré- 
pétiteur au  lycée  de  Saint-Quentin;  Gambey;  Moret-Rlanc;  Thornton. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SLPERIEIRE 

1877); 


Par   m.    a.  TOURRETTES. 


On  considère  toutes  les  coniques  cuconscrites  à  un 
triangle  ABC  rectangle  en  A,  et  telles  que  les  tangentes 
671  BetCà  ces  coniques  aillent  se  couper  sur  la  hauteur 
du  triangle.  On  demande  : 

i"  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en 
B  e^  C  «  ces  coniques  ; 

2°  Le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  ;  on  distinguera 
les  points  du  lieu  qui  sont  centres  des  ellipses  de  ceux 
qui  sont  centres  des  hyperboles  ; 

i3. 
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3°  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  quelconque  D.  Ce 
lieu  est  une  conique;  on  considère  toutes  les  droites  D 
pour  lesquelles  cette  conique  est  une  parabole^  et  Von 
demande  le  lieu  des  projections  du  point  A  sur  ces 
droites. 

Je  prends  pour  axes  les  côtés  AB,  AC  du  triangle,  et 
je  pose  AB  =  a.  AC  z=  h.  Soit  M  (a,  jS)  un  point  pris  sur 
la  hauteur  AD  du  triangle  5  je  tire  MB,  MC  que  je  con- 
sidère comme  deux  tangentes  à  Tune  des  coniques  cir- 
conscrites au  triangle. 

1°  Les  coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  étant 

8         S  — />    ,  ,  T,        .^ 
1 ■)  Jes  normales  en  d  et  C  auront  pour  équa- 


tions 


jr=  — - —  \x-  a)-, 
? 


pour  avoir  le  lieu  des  points  de  concours  de  ces  normales, 
il  suffit  (l'éliminera,  j^  entre  (i),  (2)  et  l'équation 

(3)  aoL  —  6p  =  G, 

qui  exprime  que  le  point  M  est  sur  la  hauteur  AD.  On 
trouve  sans  peine  les  deux  équations 

ay -^  bx  —  abiz^o, 
ax —  by  z=^  a-  —  b"^. 

La  première  est  l'équation  de  CD  et  répond  au  cas  où  le 
point  M  est  à  l'infini  sur  AD  :  alors  la  conique  circon- 
scrite est  un  cercle. 

La  deuxième  donne  une  parallèle  à  la  hauteur,  que 
l'on  construira  facilement. 

2°  Pour  avoir  l'équation  générale  des  coniques  circon- 
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scrites  au  triangle,  je  forme  celles  des  latigentes   :  celle 
de  MB, 

(4)  [y-^]{a-a]-^^[x-y.)=o, 
celle  de  MC, 

(5)  a(j-p)  +  (è-p)(x-a)=o, 
et  celle  de  BC, 

(6)  ay-it-b.T — ab=zo. 
Alors  Téqualion 

.[(r-P)(«-a)+p(.r-a)] 
y<,[oL{Y  —  '^)-\-[b—^][x—<x)]  —  l[ay->r-b.r.  —  abY  =  o, 

où  k  est  un  paramètre  arbitraire,  est  celle  des  coniques 
inscrites  dans  l'angle  B-MC;  en  exprimant  qu'elle  est 
satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  A,  j'aurais  l'équa- 
tion demandée,  que  l'on  met  aisément  sous  la  forme 

(  "y  )  b^x'^  -\-  ah  .ry  -\-  a  y.y^  —  abpx  —  abuy  =:  o, 

après  avoir  supprimé  le  facteur  ab  — n[ù  —  ^a;  ce  fac- 
teur ne  devient  nul  que  quand  le  poijit  M  est  en  D  5  alors 
la  conique  est  l'ensemble  de  deux  droites  confondues 
avec  CB.  Elle  ne  répond  donc  pas  à  la  question. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  (^)  s'obtiendra  en 
éliminant  a,  (5  entre  les  dérivées J"'x  =  o,J'j  =  o,  tirées 
de  l'équation  (y),  et  l'équation  (3).  On  trouvera 

(8)  ■i:'—y'-^{ax—by)=o, 

équation  d'une  hyperbole  équilatèi  e  ayant  ses  asymptotes 

parallèles  aux  bissectrices  des  axes,  le  centre  au   point 

a     b  i"      •    •  -Il  1 

y)  -.•,  et  passant  par  1  origine,  ou  elle  est  tangente  a  Ja 
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hauteur  AD,  et  par  les  milieux  E,  F,  H  des  trois  côtés 
AB,  AC,  CB. 

Le  binôme  caractéristique  des  coniques  (7)  est 
ah —  4^-1^5  ou,  au  moyen  de  (3  ),  Z>^  —  4  ^-'• 

Donc,  si 

b'^  —  4='-"  <C  o,   ellipses, 
b'^  —  ^vr  =z  o,  parabole, 
b~^ — ^y?~^o,  hyperboles. 

Je  construis  les  deux  droites  Kl,  K' 1',  données  par 
a  =  zi=  -?  et  qui  vont  couper  AD  prolongée  en  des  points 

I  et  !'(*). 

Par  conséquent,  si  M,  étant  toujours  sur  la  hauteur 
L'ADL  indéfiniment  prolongée,  se  trouve  entre  les  deux 
parallèles  IK,  l'K',  les  coniques  (t)  seront  des  hyper- 
boles 5  s'il  se  trouve  en  dehors,  sur  IL  ou  l'L',  elles 
seront  des  ellipses. 

Reste  à  savoir  quelles  seront  les  différentes  parties  de 
la  courbe  (8)  qui  répondent  aux  positions  successives  de 
M.  Je  remarque  que,  si  Ton  joint  le  point  M  au  milieu 
H  de  CB,  le  second  point  d'intersection  sera  le  centre  de 
la  conique  (7)  correspondante.  11  est  facile  de  voir  que 
les  droites  IH  et  l'H  sont  respectivement  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  (8)  et  que  la  tangente  en  H 
est  parallèle  à  la  hauteur  AD,  parce  que  les  points  A  et 
H  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de  1  hyperbole. 

Si  donc  le  point  M  se  déplace  de  I  vers  L  et  de  1'  vers 
L',  on  aura  la  branche  de  droite  ;  s'il  se  déplace  entre  I 
et  1',  on  aura  la  branche  de  gauche. 

En  résumé,  les  centres  des  ellipses  sont  sur  la  branche 


(*)  Le  lecteur  csl  \n\é  àc  faire  la  ligure. 
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de  droite,   et  ceux    des  hyperboles   sur  la  branche   de 
gauche. 

'à°  Soit  nix  -+-  ny  -{-  p  =  o  l'équation  de  la  droite  D. 
Son  pôle  par  rapport  aux  coniques  (7)  sera  donné  par 

"y.b^x  -\-  ah  y  —  nb^ nh.T.  -\-  laoLy  —  aboL 

in  n 

nb  fj.T  -t-  aboLy. 

P 

On  aura  le  lieu  des  pôles  en  éliminant  oc  et  [i  entre  ces 
deux  équations  et  l'équation  (3)  ;  ce  qui  donne 

7.fJ  -h  am  )  .r^  • — •  (  an  —  bin  )  xy 
—  [ip  -h  bn)y'^  —  ap x.  +  bpy  =  o. 

Cette  conique  sera  une  parabole,  si  l'on  a 

(lo)  [an-^  bmy  +  8p[am  -[-  bn)  H-  i6/>'^  =  o  (*). 

Le  lieu  des  projections  du  point  A  sur  la  droite  D,  quand 
la  conique  (9)  est  uneparabole,  s'obtiendra  en  éliminant 
w,  7Z,/>  entre  (10)  et  les  deux  équations 

mx  +  ny  +/?  =  o, 
my  —  nx  =  o. 
On  en  tire 

p-i:  py 


x"^  +  y'^  x'-  H-  y''- 

que  l'on  substitue  dans  (10).  Il  vient 

i6(^'H-.>-^)  — 8(<7r +  ôr)(j:^  -^y'']  H-  («J  +  bxy  —  o, 


(*)  Lorsque  les  coefficients  m,  n,  p  remplissent  la  condition  exprimée 
par  la  relation  (10),  la  droite  D  est  tangente  à  l'hyperbole  équilatère 
que  l'équation  (8)  représente;  il  s'ensuit  que  le  lieu  des  projections 
du  point  A  sur  la   droite  D  est  la  podairc  de   A   par  ra])porl   à   cette 

liypcrbolc.  ((i-) 
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OU,  en  coordonnées  polaires, 

p  =  -7  (acos9  -h  èsinO   ±7  Ja-  —  b^  i/cos2Ô. 
4  4 

Celle  courbe  se  construil  facilement  au  moyen  du  cercle 

fj,  z=  -  'a  ces 9  +  b  â'inO), 

4^ 

el  de  la  leniniscale 


p2  =  =t  yrt^  —  b-  y'cos  -2  9. 

A^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Genty,  Fauquem- 
bcrgne,  Moret-Blanc,  Gambey. 

La  solution  de  M.  Genty  est  entièrement  géométrique. 


tOi\COl]RS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE. 

1''=    SESSION.    —    JUILLET     1877. 
(  Toir  2'  série,  l.  XVII,  p.  2g); 

Par  m.   J.   CHAMBON. 


On  donne  un  triangle  AOB,  rectangle  en  O,  et  Von 
considère  toutes  les  hyperboles  qui  passent  aux  points 
A  ei  B  et  ont  leurs  asymptotes  parallèles  aux  côtés 
OA,OB. 

I  "^  Former  V équation  générale  de  ces  hyperboles  ,• 

2°  Former  r équation  du  lieu  des  sommets  de  ces 
hyperboles  et  construire  ce  lieu; 

3°  Prenant  un  point  P  sur  le  lieu  trouvé,  construire 
celle  des  hyperboles  considérées  qui  a  un  sommet  en  P, 
et  reconnaître  sur  quelle  partie  du  lieu  doit  être  ce 
point  P,   pour  que  A  et  B  appartiennent  soit  à    une 


même  branche,  soit  aux  deux  brandies  de  celle  Jij  per- 
bote. 

\^  En  prenant  pour  axes  des  coordonnées  les  côtés 
OA,  OB  du  triangle  AOB,  l'équation  générale  des  hyper- 
boles satisfaisant  à  l'énoncé  du  problème  aura  la  forme 

et,  si  a  et  Z>  sont  les  longueurs  OA  et  OB,  ces  hyperboles 
devant  passer  aux  points  A  et  B,  les  paramètres  X,  v,p 
satisfont  aux  relations 

'j.a  -i-  A  =:  o,     V  Z»  -t-  /  =  O; 

en  vertu  desquelles  l'équation  précédente  devient 

y 


a        b 

2°  Le  lieu  des  sommets  des  hyperboles  (  i  )  s'obtiendra 
en  éliminant  A  entre  l'équation  (  i  )  et  l'équation  géné- 
rale de  l'axe  de  ces  hyperboles.   Or  les  coordonnées  du 

centre  étant  j^  =  v' J=  -   l'équation  générale  de  l'axe 

b  fi) 

est 


(2; 
ou 

(3] 


I 

i 

a 

= 

X 

1 
~'b 

y 

l 



.V. 

suivant  que  l'on  considère  l'une  ou  l'autre  des  bissec- 
trices des  angles  des  asymptoies. 

En  éliminant  X  entre  (  i  )  et  (2),  etsimplifiant  le  résul- 
tat, on  a  l'équation 


•-   —  .T.  -r-  V 

a  b 
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Et,  en  éliminant  Je  même  paramètre  entre  (  >  )  et  (3), 
on  trouve  pour  résultat 

.r-        j"^ 

--+  -—  ,r  —  j  =  0. 

a         U 

Transportons  les  axes  des  coordonnées,  parallèlement 

n  h  , 

a  eux-mêmes,  au  point  :r  =  — .  j=  -»  centre  commun  de 

ces  deux  courbes,  les  équations  de    ces   dernières  de- 
viendront respectivement 

Les  quantités  a,  h  étant  positives,  le  lieu  des  som- 
mets des  hyperboles  (  i  )  se  compose  d'une  hyperbole  et 
d'une  ellipse  ayant  même  centre,  même  direction  d'axes 
et  circonscrites  au  rectangle  Ox\CB,  construit  sur  les 
côtés  OA,  OB  du  triangle  AOB  ;  en  outre,  ces  deux 
courbes   sont  homofocales,  et  la  distance   du  foyer  au 


cen 


liv       b"-  fb-       a'       .  , 

Ire  est  \/  -? ;-  ou  \/  -r  — ,-  suivant  que  a  est  plus 

V    4       4         V    4       4 

grand  ou  plus  petit  que  b  ;  Taxe  transverse  de  l'hyperbole 
est  parallèle  au  plus  grand  des  côtés  OA,  OB  du  triangle 
AOB. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  triangle  AOB  devient 
isoscèle,  l'hyperbole  se  réduit  aux  diagonales  du  carré  et 
l'ellipse  au  cercle  circonscrit  à  ce  carré. 

3°  Si  l'on  remarque  que  le  lieu  des  centres  des  hyper- 
boles (i)  est  la  diagonale  OC  du  rectangle  OACB,  pour 
avoir  le  centre  de  celle  de  ces  hyperboles  qui  a  son  som- 
met en  un  point  P,  pris  soit  sur  l'hypeibole,  soit  sur 
l'ellipse,  il  n'y  a  qu'à  mener  parce  point  une  parallèle 
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à  la  bissectrice  de  l'angle  AOB  dans  le  premier  cas,  et 
de  son  supplément  dans  le  second  cas,  parallèle  qui  coupe 
la  diagonale  OC  au  centre  cherché.  L'hyperbole  deman- 
dée est  alors  facile  à  construire. 

De  la  manière  d'obtenir  ce  centre  résultent  les  con- 
séquences suivantes  : 

Lorsque  le  point  P  est  sur  l'iiy^jerbole  (4)}  le  centre 
correspondant  de  l'hyperbole  (  i  )  se  trouve  toujours  en 
dehors  du  rectangle  et,  parsuite,  les  points  A  et  B,  situés 
dans  le  même  angle  des  asymptotes,  appartiennent  à  la 
même  branche. 

Lorsque  le  point  P  est  situé  sur  l'ellipse  (5),  le  centre 
de  la  courbe  [i*)  est  à  l'intérieur  du  rectangle  et,  par 
suite,  les  points  A  et  B  appartiennent  aux  deux  branches 
de  l'hyperbole  (  i  ). 

Note.  — La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez,  Moret-Blanc, 
Gambey,  A.  Boilleaii,  Georges  Lambiotte. 

M.  Boilleau  a  généralisé  la  question,  en  supposant  que  les  droites 
OA,  OB  forment  un  angle  (Quelconque  donné. 


COKCOl'US  D'ADIIISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE 

(  voir  2°  série,  t.  XVII,  p.  3i  ); 
2"   SESSION. 

Par  m.   MORET-BLANC. 


O/i  donne  un  trapèze  isoscèle  ABCD  dont  la  lianteur 
est  ili^  la  denii-soninie  des  hases  la.,  et  les  angles  obtus 
a.  On  considère  tontes  les  coniques  circonscrites  à  ce 
trapèze  : 

i"  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques  ; 

a"  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
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menées  à  chacune  d' elles  parallèleinent  au  côté  BC,  et 
construire  ce  lieu,  après  avoir  vérifié  que  le  côté  BC  en 
fait  partie  .- 

3°  Étant  donné  un  point  cte  ce  lieu,  reconnaître  le 
genre  de  la  conique  circonscrite  au  trapèze,  qui  passe 
par  ce  point. 

1°  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux des  côtés  non  parallèles  du  trapèze  et  le  milieu  de 
celte  droite  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires. 
Si  l'on  pose  ta.ngy.=  m,  les  équations  des  bases  et  des 
côtés  non  parallèles  du  trapèze  seront  respectivement 

y  +  ma  qz  m  x  =  o, 

et  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au  tra- 
pèze sera 

(j-  +  maY —  m- a:-  =  X  (y^  —  h^) 
ou 

(  I  )        m"x-  -T-  (X" —  1  )^'^  —  2.may  —  m-a'^  —  ^/i^  =  o. 

La  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  unebyper- 
bole,  suivant  que  k  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  i. 

2°  Les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à 
BC  doivent  satisfaireen  outre  à  l'équationy'^.  H-  in/'^  =  o 
ou 

(2)  mx  -\-  {^A-  —  ï)  j  —  rua  =  o. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  des  points  de  contact 
en  éliminant  A  entre  les  équations  (  1  )  et  (  2).  De  la  der- 
nière on  lire 

m  (a —  .v)         . y  -'<-  liio,  —  nix 
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el,  en  subsliluant  dans  réquation  (  i  ),  il  vient 

(y  —  m.T  -\-  ma  )   [w  [.ry  +  aj]  -f-  /i-]  1=  o, 
équation  qui  se  décompose  en  deux  autres 
y  —  mx  +  ma  =  o. 


j  [x-\-a)=i 


m 


La  première  représente  la  droite  BC,  qui  appartient 
au  lieu  cherché.  En  efi'et,  le  système  des  droites  AD,  BC 
fait  partie  des  coniques  circonscrites  au  trapèze,  et  la 
droite  BC  est  sa  propre  tangente. 

La  seconde  représente  une  hyperbole  équilatère  ayant 
pour  asymptotes  l'axe  des  x  et  la  parallèle  à  l'axe  des  j 
menée  par  le  milieu  de  AD.  Elle  passe  par  le  point 

// 
Y  =  h,    x= — a = —  «-{-/icot  7Î-  —  aU 

m 

facile  à  déterminer  f*).  Connaissant  les  asymptotes  et  un 
point,  il  est  facile  de  construire  la  courbe. 

3°  X  et  j  étant  les  coordonnées  d'un  point  donné  du 
lieu,  on  a 

—  ml  X  —  a) 

~         r         ' 

ce  point  appartiendra  à  une  ellipse  si  a:  —  a  el  y  sont  de 
même  signe,  car  —  ni  est  positif  ;  il  appartiendra  à  une 
hyperbole  si  x —  a  et  j^  sont  de  signes  contraires,  et  à 
une  parabole  si  x  =  a. 


(*)  Ce  point  est  le  point  donné  D.  La  droite  AD,  dont  l'équation  est 
mx  -+-  ma  ;=  — j-,  coupe  l'hyperbole  aux  points  A  et  D.  Le  côté  AD  du 
trapèze  est  un  diamètre  de  cette  hyperbole,  dont  le  conjujué  est  égal  et 
parallèle  à  BC.  (G.) 
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Les  points  de  contact  appartenant  aux  hyperboles  sont 
donc  compris  entre  les  droites  a:  =  —  a  el  x  =^  -\-  a  '■,  les 
points  en  dehors  de  ces  deux  parallèles  appartiennent 
aux  ellipses. 

Note.  —   La  même  question  a   été   résolue  par  Î\IM.  Lez,  Gambey  et 
Georges  Lambiotte,  élève  à  l'École  Polytechnique  de  Bruxelles. 


COXCOllRS  D  ADMISSION  A  L'ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

1877). 


2°   QIESTIOS 

(voir  2'  série,  t.  XVI,  p.  320); 

Par    m.     ROBAGLIA. 


Résoudre  léqualionx  -\~  \j  a~  —  x'  =^h,  dans  laquelle 
les  quantités  données  a  et  b  sont  supposées  réelles  et 
positives. 

Donner  la  condition  de  réalité  des  racines  et,  en  la 
supposant  remplie,  exannner  si  les  racines  satisfont 
toutes  à  Véquation. 

î.   Les  racines  de  l'équation  proposée  étant 

.x'  =  -   {h  -\-  sjicr—  b')     et     x"  =  ~  {b —  y  2«-'  —  *')  (*)» 
la  condition  de  réalité  est  Q.a-  —  b^^o. 


La  racine  x"  satisfait  à  l'équation  a:  H-  \i a'-  — x'  :=  Z>, 

/,■> «' 

(*)   x'  et  x"  sont  les  racines   de  l'équation   x- — bx-\ ^o 

•2 

qu'on   obtient  en  faisant  disparaître   le  radical  de  l'équation  proposée 
X  -+■  ^a-  —  X-  =  h.   L''équation   x  —  ^cr —  .r-  =  b    conduit    de    même    à 

h^  —  a- 
x-  —  hx-T-- =^0,   et  c'est  pourquoi   il   y  a  lieu   d'examiner  si  les 

racines  r'  et  x"  satisfont  toutes  deux  à  l'équation  proposée. 
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car,  en  remplaçant  x  par  ^  [b  —  \' ^a'^ —  b^) ^  on  a 


b  — \/-2.a-  —  b'  -h  V  2«^  +  ib\j  la"^  —  b"^ 


-  V  «^  —  X-  =r  • =  b  [     j 

Mais  la  racine  x'  ne  satisfera  à  l'équation  que  si  l'on 

a  Z»>a(**). 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

(ANNÉE  1877). 

3°   QUESTION 
(  voir  7.'  série,  t.  XVI,  p.  37.o  )  ; 

Par  m.  SONDAT. 


On  donne  un  demi-cercle  construit  sur  AB  comme 
diamètre,  et  Von  mène  la  tangente  BT  au  jwint  B. 
Cela  posé,  on  demande  de  mener  par  le  point  A    la 


(*)  Le   radical  -f- V  2  «'-+- ■■i'^  V''^"' — b^  =^  b -^  \J  i  a- — ^-;donc 


h  —  \Jl  a-  —  !>--{-  \  -iar-i-  lb  \Ji a'  —  A-        ob 


(**)  La  substitution  de  —  ( /' -t- y'j  «" — b-)  a.  x  donne 


/-.- ,,        b-V-^-ia'  —  h'-i-  V  3  a-  —  lb  \jia-  —  h- 

\j  a  —  X  -  =^  ■ — 


Pour  b'^a,  on  a  -^\jia.- —  2b  ^id-—  b'  ^^  b  —  \J iir —  o-,  et  par  suite 
X  -t-  V"'  —  X-  =  —  =  b. 

2 

Si  b  z=z  o  :  \J  1  a-  —  b- =:  b,    y'>(7"- — 2b  y  in"  —  b'- z=  o,    .r' -f- y  «'  —  x''^=b; 
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sécante  AMN  (M  et  N  étant  les  points  où  elle  coupe  la 
demi-circonférence  et  la  tangente  BT),  telle  que  si  l'on 
fait  tourner  la  figure  autour  c?e  AB,  le  ^volume  engendré 
par  la  portion  de  cercle  AMB^o/^  équivalent  au  volume 
engendré  par  la  surface  MNB  qui  est  limitée  par  les 
droites  MN,  ISB  et  Varc  de  cercle  MB. 

Je  mène  la  perpendiculaire  MC  au  diamètre  AB,  et 
j'appelle  B.  le  rayon  du  cercle  ;  \>  et  i-'  les  volumes  en- 
gendrés par  le  triangle  ABN  et  la  portion  de  cercle 
ABM. 

On  doit  avoir 


et,  comme  v'  =  |7TR.BiN^^etr'=f7rR.MC-+i-R.BC% 
en  considérant  ce  dernier  volume  comme  eugendré  par 
le  triangle  AMB  et  le  segment  MB  ,  il  vient 

BIN'=  —  1  MC-  -^  BC% 

ou,  en  remplaçant  MC"  -t-  BC'  par  MB*, 

BN-  —  MB=  =  MC= 
ou  encore 

MK^  =  MC=. 

Il  en  résulte  que  MN=:  MC,  ce  qui  entraine  l'égalité 
des  triangles  AIMG  et  BMiN  ,  et  par  suite  des  côtés  AC  et 
MB. 

mais,  lorsquon  a  b  <^a,  il  en  résulte 


-H  V  2  «-  —  -ibyj-ia-  —  (>■  =  y/a  tr  —  t>^  —  b  ; 
d'où 

x'  -+-  \Jn°  —  .r'-  =  y/j  «-  —  ^*  >  b. 


La  racine  x'  satisfait  alors  à  l'équation  .r  —  y  a-  —  .r-  =  b. 
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En  désignant  par  .r  chacun  de  ces  deux  cotés,  le  triangle 
A  MB  donne 

AW  —  2R^  =  4R^  — :c^  ; 
d'où  Téquatioii 

ar^  +  2Rx  —  4R'  =  o, 

et,  en  rejetant  la  solution  négative  dont  la  valeur  absolue 
excède  le  diamètre, 

.r  =  R(v/5-,)(*). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  B.  Robaglia. 


CONCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1877. 

mathématiques  spéciales, 
Par  m.   MORET-BLANC. 


Rechercher  les  surfaces  S  fin  second  degré  sur  les- 
quelles existe  une  droite  D,  telle  que  V hjperboloïdc  de 
révolution  H,  quia  pour  axe  une  génératrice  rectiligne 
quelconque  G  de  la  surjace  S,  et  du  même  système 
que  D,  et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  orthogona- 
lement  la  surjace  S  en  tous  les  poifits   de  cette  droite . 

Si  Von  considère  tous  les  hyperholoïdes  H,  qui  se 
rapportent  à  une  même  surface  S  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  sommets  A  et  celui  des  foyers 


(*)  Cette  valeur  de  x  montre  que  le  point  C  s'obtient  en  divisant  le 
diamètre  AB,  en  moyenne  et  extrême  raison.  Le  plus  grand  des  deux 
segments  de  cette  division  est  AC. 

Ànn.  de  Mathém.,  2^  série,  t.  XVII.  (Mai  187S.)  l4 
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F  des  hjperboloïdes  H'  conjugués  des  hyperboloïdes  H  ; 
2°  Pav  V un  des  foyers  F  de  Vîiypevboloïde  H',  on 
mène  un  planV  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  G  et  D,  et  faisant  avec  cette  dernière 
un  angle  supplémentaire  de  celui  que  fait  avec  cette 
même  droite  V axe  (j  de  Vhyperboloïde  H;  trouver  le 
lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  oii  le  plan  P  coupe 
la  droite  D  à  F  un  des  points  oii  ce  plan  coupe  la 
courbe  d  intersection  de  la  surface  S  et  de  l'hyper- 
holoïde  H. 

La  normale  à  l'hyperboloïde  H  en  un  point  de  la 
droite  D,  perpendiculaire  à  cette  droite,  devant  rencon- 
trer l'axe  de  riiyperboloïde,  c'est-à-dire  une  généra- 
trice quelconque  G  de  la  surface  S,  du  même  système 
que  D,  est  une  génératrice  du  second  système.  Cette 
condition,  qui  est  nécessaire,  est  suffisante,  car  en  tout 
point  de  la  génératrice  commune  D,  la  normale  à  H 
étant  contenue  dans  le  plan  tangent  à  S,  les  deux  sur- 
faces se  couperont  ortliogonalement  en  tous  les  points 
de  la  droite  D. 

Il  résulte  de  là  que  les  surfaces  S  sont  des  paraboloïdes 
hyperboliques  à  plans  directeurs  rectangulaires. 

Si  l'on  prend  la  droite  D  pour  axe  de  z,  les  plans  di- 
recteurs pour  plansdes  orzet  des.rj',  et  la  génératrice  du 
second  système  perpendiculaire  au  premier  plan  direc- 
teur pour  axe  des  /,  l'équation  des  surfaces  S,  abstrac- 
tion faite  de  leur  position  dans  l'espace,  sera 

(S)  yz  =  kx, 

k  étant  une  constante  pour  une  même  surface  S,  et  va- 
riant d'une  surface  à  l'autre. 

Les  équations   des  génératrices  du  premier   système 
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(celui  de  D)  sont 

G)  <  I  .  équations  de  l'axe. 

z  =  -  X  ,     t      ^ 

1°  Le  centre  de  l'hyperboloïde  H  est  sur  Taxe  0}   à  la 

distance  \i.k  de  l'origine  ou  de  la  droite  D  5  l'équation  de 

cet  hyperboloïde,  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes,  est 

x'"'-  +  y'^         z'- 

i .  Pour  le  rapporter  aux  axes  primitifs, 


u}  k'  h'' 

il  faut  transporter  l'origine  au  point  O  et  faire  tourner 
les  axes  Ox'  et  Oz'  de  l'angle  a,  dont  la  tangente  est  fjt. 
Les  formules  de  transformation  sont 

y' 7=^  y — u./-,    j?'=:.7?cosa — z  sina,     z'  ^^  ,r  sina  H- ;:  cosa. 

L'équation  de  l'hyperboloïde  H  devient,  en  chassant 
les  dénominateurs, 

(cos^K  —  ft'sin'a)^-  +  J^  +  (sin'a  —  u?  cos'a)  z- 
— -2(1  -4-  u?\  sina  cosa  ocz  —  2jla  hy  =  o. 
Mais  on  a 

sma=  —  1      coSk  =  —  ; 

V'  I  H-  u-^  V'  ^  +  ^" 

en  remplaçant  sin  a  et  cosa  par  leurs  valeurs,  il  vient 

( H )  (  I  —  \j?]  x^  -\-  f^  —  2  p. ,r3  ■ — -2  yh'  =  o, 

2°  Lessonimels  de  l'hyperboloïde  conjugué  H'  sont  sur 
l'axe,  à  une  distance  du  centre  égale  à  A,  et  les  foyers  à 
la   dislance  k^Ji  -\-  jo,-. 

On  a  donc  pour  coordonnées  des  sommets,  a  étant 
l'angle  de  l'axe  avec  OZ, 

-4-  /    ■  -1-        F-^' 

v/i+F 
r  =  f//(-,     z  =:  zh  /,  cos  a  = 


•4 
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d  où  Ion  lire,  en  éliminant  a, 

yz  =  f>x', 

le  lieu  des  sommets  est  rintersection  du  paiaboloïde  Sel 
du  cylindre  x-  -\~  z-  =  1"- .  Les  coordonnées  desfoyers  sont 
X  =r  ±|u.A,  y=^  f/./«,  z  =  ±  A.  Les  foyers  sont  donc  situés 
sur  les  deux  droites  z  =  A',  j)^  =  xet  z=  —  f{,Y  =  —  x. 
3"  Si,  parlefoyerF(T  =  [jLk,j  =  uA,  z  =  A),  on  mène 
un  plan  P  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  droites  G  elD,  c'est-à-dire  parallèle  à  Taxe  Oj  ,  et 
faisant  avec  D  un  angle  supplémentaire  de  l'angle  que 
l'axe  G  fait  avec  D,  ce  plan  coupera  évidemment  la 
droite  D  à  la  distance  z  =  -ik  de  l'origine.  Le  lieu  des 
droites  qui  joignent  ce  point  à  l'un  des  points  où  ce  plan 
coupe  la  courbe  d'intersection  des  surfaces  S  et  H  est 
donc  un  cône. 

On  a  : 

Equation  du  plan  P: 

(i)  pz  H-.r  =  2f//-; 

Equation  de  la  surface  S  : 

(2)  jz.  =  /-.r; 
Équation  de  l'hyperholnïde  H  : 

(3)  (  I  —  p')  X-  -H  V-  —  2  'J-.rz  —  2  fi.  ^jr  =  o  ; 

Équations  d'une  génératrice  du  cône: 
X       Y       Z~ih        I 


(4) 


z  —  2X- 


On  obtiendra  l'équation  du  cône  en  éliminant  x^  y,  z, 
X,  p  entre  ces  six  équations,  ce  qui  donne,  en  remettant 
les  petites  lettres, 

(5)     (r.  —  a/'^i  (x2-f-j=)(3jr  — 2j)  —  x'  (.r  —  2j)  =  0. 


(  ^i3  ) 
Remarque.  —  Tous  les  plans  P  passent  par  la  droite 

qui  se  trouve  ainsi  introduite  dans  l'équation  du  cône 
comme  solution  étrangère. 

On  trouverait  de  même,  en  remplaçant  le  foyer  F  par 
le  foyer  F',  le  cône 

{z  -\-  ifiY  [x"-  +  y'']['^  jc  -\-  ly)  —x^{x-\-  2j)  ==  o, 

renfermant  la  solution  étrangère  z=  —  2A",  x  =  o. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Escary  et  Gambey. 


CONCOURS  GENERAL  UE  1877 

(voir  ■>'  série,  t.  XVII,  p.  io6); 

MATHÉMATIQUES     ÉLÉMENTAIRES.     PHILOSOPHIE. 
RHÉTORIQUE.   SECONDE.   TROISlîiME. 

Par  un  ABONNÉ. 

I.   —  Mathématiques  élémentaires. 

Étant  donnés  deux  plans  P  et  P'  et  un  point  A  hors 
de  ces  plajis,  on  considère  toutes  les  sphères  qui  passent 
par  le  point  A,  et  qui  sont  tangentes  aux  deux  plans 
donnés  : 

1°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
centre  de  la  sphère  variable  ,• 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  oii  cette  sphère  touche 
l'un  des  plans. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  les  plans  P,  P'  se  coupent, 
et  le  point  A  est  situé  dans  Tintérieur  de  l'un  des  angles 
dièdres  formés  par  P  et  P'.     Le    centre    C   de   la   sphèie 
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Naiiahle  appartient  au  plan  bissecteur  de  cel  angle 
dièdre.  Les  projections  c,  c'  de  C  sur  les  plans  P,  P' 
sont  les  points  de  contact  de  la  sphère  et  de  ces  plans. 

Soient  Aa  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  sur 
le  plan  bissecteur  ;  A' le  symétrique  de  A,  par  rapport  à 
ce  plan  j  p,  p  les  points  où  la  perpendiculaire  A«  pro- 
longée coupe  les  plans  P,  P'.  Il  est  clair  que  A'  est  un 
point  de  la  sphère  dont  C  est  le  centre,  et  qui  passe  en 
A,  et  que  la  droite  pc  est  tangente  à  la  sphère  en  c.  On 
a  donc  pc  =  yJpA'  X  pA  5  il  s'ensui  t  que  le  lieu  du  point  c 
où  la  sphère  variable  touche  le  plan  P  est  une  circonfé- 
rence qui  a  pour  centre  le  point  p,  et  pour  rayon  la 
moyenne  géométrique  entre  jiA'  et  pA.  De  nième,  le 
lieu  du  point  c'  est  une  circonlerence  dont  p' est  le  centre 
et  qui  a  pour  rayon  yJp'A'xp'A.  Ces  deux  circonfé- 
rences sont  égales  et  symétriques  par  rapport  au  plan 
bissecteur. 

La  ligne  plane  décrite  par  le  centre  C  de  la  sphère  va- 
riable, se  projetant  suivant  une  circonférence  sur  le  plan 
P,  est,  comme  on  sait,  une  ellipse.  Le  point  a  est  le 
centre  de  cette  ellipse;  ses  axes  se  déterminent  au  moyen 
d'une  construction  bien  connue. 

Par  conséquent,  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point 
A  au  centre  de  la  sphère  variable  est  un  cône  dont  la 
trace  sur  le  plan  bissecteur  est  une  ellipse  déterminée, 
et  qui  a  pour  sommet  le  point  donné  A. 

Lorsque  les  plans  P,  P'  sont  parallèles,  le  centre  C  de 
la  sphère  appartient  à  un  plan  parallèle  à  P  et  P'  et 
éqtjidistanl  de  P  etP'.  La  ligne  décrite  par  C  se  projetant 
en  vraie  grandeur  sur  le  plan  P  est  une  circonférence,  et 
le  lieu  de  la  droite  AC  est  un  cône  de  révolution. 

.VuCe.  —  Mùnic  solulioii  de  MM.  Moret-Blaiic  el  (laintji'v. 
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II.    —   Philosophie. 

ÈtanL  donnée  une  sphère  de  rajon  R,  trouver  : 
1°  Le  lieu   du  sommet  d\in    trièdre    dont  les  trois 

arêtes  sont  tangentes  à  cette  sphère,   et  dont  les  trois 

faces  sont  égales  chacune  à  60  degrés  ; 

"iP  Le    lieu  du  sommet  d'un    angle  trièdre  dont  les 

plans  des  trois  faces  sont  tangentes  à  la  même  sphère, 

et  dont  les  trois  angles  dièdres    sont    égaux  chacun 

à   I20  degrés. 

I**  Soient  SA,  SB,  se  les  trois  arêtes  tangentes  aux 
points  A,B,Cà  la  sphère  dont  le  centre  est  O,  et  le 
rayon  R.  Il  résulte  des  données  de  la  question  que  les 
six  arêtes  du  tétraèdre  SABC  sont  égales  entre  elles.  La 
droite  OS  est  perpendiculaire  au  plan  ABC,  en  un  point 
M,  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équilatéral 
ABC.  On  a 


et 


donc 

0S=  Rv/3. 

Le  lieu  du  sommet  S  est  donc  une  sphère  concentrique 
à  la  sphère  donnée,  et  dont  le  rayon  est  R  y'^. 

2°  A,B,C  désignant  les  points  de  contact,  les  trois 
faces  du  trièdre  OABC  sont  égales  chacune  à  60  degrés. 

Les  six  arêtes  du  tétraèdre  OABC  sont  égales  à  R. 

On  a 

CM=4 

v/3 


CM  = 

CB 

V3 

_  se 

ocx  se 

= 

os  X  CM 

R.SC 

= 

08  55, 

V'3 

(  ^'S  ) 

D'autre  part,  le  triangle  rectangle  OCS  donne 

0C^=0MX0S,      ou     R^  =  Rl/|xOS, 
d'où 


OS  =  R      ' 

2 


v1 


Le  lieu  du  sommet  S  est  une  sphère  concentrique  à  la 
sphère  donnée,  et  dont  le  rayon 


=  Vi- 


os 

JSoie.  —  Même  solution  de  M.  ?iIoret-Blanc. 

III.  —  Rhétonque. 

Par  un  point  A,  pris  en  dehors  d" une.  circonjèrence 
donnée  O,  on  mène  à  cette  circonférence  une  tangente 
AB,  terminée  au  point  de  contact  B,  et  Von  demande 
quelle  doit  être  la  distance  AO  pour  que,  en  faisant 
tourner  la  figure  autour  de  cette  droite^  V aire  de  la 
surface  engendrée  par  AB  soit  la  moitié  de  la  surjace 
engendrée  par  la  circonférence  O. 

Menons  BH  perpendiculaire  sur  AO,  et  posons 
BH  =  /i,  OB  ==  r,  OA  =  x.  Les  aires  engendrées  par  AB 
et  par  la  circonférence  ont  respectivement  pour  valeurs 
77. OB. AH,  et  47:. OB^  d'où 

77 .  OB .  AH  =1  277 . 0B%      AH  =  20B  =  2r. 

Le  triangle  rectangle  ABO  donne  AB^  =  AO  X  AH, 

ou 

x'^  —  r'  =  .r  X  2  /•,      x'  —  o-rx  —  /^  =  o  ; 

o.-  ==  /•  -f-  /•  y'2  =  /•  (  I  -f-  V  2/  ■ 
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IV.  —  Seconde. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  sonnuet  de  V angle 
droit  d'un  triangle  rectangle  sur  rhypoiénuse  partage 
ce-  triangle  en  deux  triangles  partiels  :  démontrer 
que  le  carré  du  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  total  est  égal  à  la  sonnne  des  carrés  des 
layons  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  partiels. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  de  ce  que 
les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  des  triangles  sem- 
blables sont  proportionnels  aux  côtés  homologues  de  ces 
triangles. 

V.  —  Troisième. 

Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  V angle  A  est  droit, 
et  r angle  B  double  de  V angle  C.  On  construit  en 
dehors  du  triangle  ABC  :  i**  sur  l'hypoténuse  BC  le 
carré  BCDE;  2°  sur  le  côté  AB,  le  triangle  équilatêral 
ABF;  3°  sur  le  côté  AC,  le  triangle  équilatêral  ACG. 
On  joint  le  point  F  au  point  G,  et  au  point  E,  extrè- 
rrdté  du  côté  BE  du  carré  BCDE. 

On  suppose  l'hypoténuse  BC  égale  à  a,  et  l'on 
demande  de  calculer:  1°  les  côtés  AB,  AC  du  triangle 
ABC  5  2"  la  distance  du  point  Te  à  la  droite  BE,  et  la 
distance  du  point  G  à  la  droite  AF^  3°  la  surface  du 
quadrilatère  EFGD. 

1°  Dans  le  triangle  rectangle  ABC,  l'angle  C  =  3o  de- 
grés, donc  : 

i°AB  =  -BC=-«,     et     AC=:-ai3- 
22  2 

2°  Si  l'on  prolonge  la  droite  EB  jusqu'à  sa  renrontie 
avec  FA  en  un  point  H,  l'angle  ABH  supplément  de  ABE 
sera  de  3o  degrés.  Par  suite,  l'angle  BHFest  droit  :  donc  la 
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distance  FH  du  point  F  à  la  droite  BE  est  égale  àj-  De 

même  le  prolongement  AMde  FA  forme  avec  AC  un  angle 
de  3o  degrés;  la  droite  FM  est,  par  conséquent,  perpen- 
diculaire à  GC,  au  point  M,  milieu  de  GC;  elle  est  pa- 
rallèle à  BC  et  à  DE.  Ainsi  la  distance  GM  du  point 

G  à  la  droite  AF  est  égale  à  y  a  y  3  • 

3"  Le  quadrilatère  EFGD  étant  la  somme  des  Irian- 
gles  FDG,  FDE,  on  a 

EFGD  =-DG  X  FM  +  -DE  X  DM, 

2  -2 

puisque  FM  est  parallèle  à  DE. 
Or, 

DG=DC  -i- CG  =  a -h -a.3=- ail  -h  v/Sl, 
2  2  V      /' 

FM  =  MH  -^  HF  =  «  +  ^  «  =  — , 

4  4 

DE  =BC  =«, 

DM  =  DC  +  CM  =:  «  +  i:  fl  y/î  =  7  rt  (4  -f-  V  3)  • 
4  4 

11  en  résulte 

EFGD  =  A «.(2  -f-  y/3)  +  ^«-^(4  +  ^/3)î 

1'    ' 
a  ou 

EFGD=    ',,'(18 +  7  y/3). 

On  peut  aussi  exprimer  la  surface  EFGD  en  fonction 
de  l'hypoténuse  a,  en  remarquant  que  EFGD  est  la 
somme  du  trapèze  EFMD  et  du  triangle  rectangle  FMG, 
dont  il  est  facile  d'évaluer  les  surfaces. 


'9 


CORRESPONDANCE. 

\.     Lettre  de  M.  de  Jonquières  à  M,  Gerono. 
Monsieur  et  cher  Professeur, 

Vous  avez  bien  voulu  m'inviler  à  rechercher  s'il  existe 
des  nombres  entiers,  autres  que  5,  dont  chacun  jouisse, 
comme  celui-ci,  de  la  double  propriété  d'être  la  somme 
des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs  (5  =  i'  +  2^)  et 
d'avoir  pour  carré  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres 
consécutifs  (5^  =  3"  4-  4^  )?  ajoutant  que  vous  éiiez  porté 
à  croire  qu'il  n'y  en  a  aucun. 

La  chose  se  prouve  sans  difficulté  pour  tous  les  nombres 
pi^emiers  autres  que  5  et  pour  tous  les  nombres  composés 
de  deux  facteurs  simples,  comme  vous  le  verrez  par  la 
démonstration  que  j'ai  l'honneur  de  vous  communiquer. 
Mais  il  reste  à  chercher  si  le  théorème  est  vrai  pour  tout 
nombre  composé  de  plus  de  deux  facteurs  simples. 

En  me  livrant  à  cette  étude,  nouvelle  pour  moi,  j'ai 
rencontré  la  propriété  suivante  des  réduites  d'une  cer- 
taine classe  de  fractions  continues,  qui  peut-être  n'a 
point  encore  été  remarquée.  J'observerai  pourtant  que, 
danslelrès-intéressantetimporlantMémoiredeM.  Lucas, 
intitulé:  liecheiches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Léonard 
de  Pise  et  que  vous  avez  bien  voulu  me  communiquer 
hier,  je  trouve  (p.  2)  une  relation  semblable  (au  moins 
quant  à  l'une  des  deux  parties  de  ma  proposition)  entre 
les  termes  de  même  rang  de  la  série  de  Lamé,  qui  ne  sont 
autres  que  ceux  des  réduites  de  la  fraction  continue  sui- 

vaut  laquelle  se  développe •  Bien  qu'il  n'y  ait  pas 

une  analogie  complète  enlie  ce  cas  particulier  cl   le  cas 


rac- 
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général  que  j'ai  examiné  avant  d'avoir  eu  connaissance 
de  l'ouvrage  de  M.  Lucas,  j'ai  cru  ne  pas  devoir  passer 
sous   silence   le  x-approchement  auquel  le  passage  cité 
donne  lieu. 

Cela  dit,  voici  la  proposition  dont  il  s'agit  : 

Théorème.  —  Si  V on  représente  par  — ^  la  réduite  de 

rangn  [la  première  étant,  selon  V usage,  -  \  de  la  fi 

tion  continue  suivant  laquelle  se  développe  la  racine 
carrée  de  a~  -\-  i  (a  étant  un  nombre  entier),  on  a  les 
deux  relations 

t  2n  ^^^   "n-  V"     '     ""  ■•-'  Nin+I  ' 

Q,„=:Q'„*H-QZ7i'. 

On  en  conclut,  par  exemple,  que  5  est  le  seul  nombre 
premier  (car  i  ne  doit  pas  èlre  compté)  qui  soit  et 
dont  le  carré  soit  aussi  la  somme  des  carrés  de  deux  nom- 
bres consécutifs.  Je  le  démontre  aussi  par  une  autre 
voie  qui  a  l'avantage  de  donner  à  cette  proposition  une 
plus  grande  extension. 

L'élude  de  la  fraction  continue  dont  il  est  question 
ci-dessus  donne  encore  lieu  aux  remarques  suivantes, 
qui  m'ont  été  suggérées  par  la  lecture  du  Mémoire  de 
]\L  Lucas.  Les  notations  demeurant  les  mêmes,  il  est 
aisé  de  démontrer  qu'on  a  toujours 

P„  P„+,  -  P„_ ,  P„+,  =  (  -  I  )"-'  2  a  («^  -t-  1  ), 

p;;  —  p«-.  p«+.  =  (  —  I  )"-'  (  «=  +  I  ), 

Q,,  Q„+,  —  Q«-.  Q«+2=  (  —  '  j"  2«, 

Q,;  -  Q.--.  Q.+:  =  (  -  O'S 
Q.  Q«+.  -  Q.-,  Q,-:  =  2  «  Q.(«-,  ). 

E.     DE    JoiVQTJlÈRES. 

Paris.  29  avril  1878. 
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2.  Extrait  d'unelettre  de  M.  S.  Realis.  —  «...  Per- 
mettez-moi d'observer  que  la  solution  donnée  (p.  i3?.) 
de  la  question  1237  n'est  pas  satisfaisante.  Cette  solu- 
tion, en  effet,  ne  convient  qu'au  cas  très-particulier  où 
a,  ê,y,3^  sont  tous  des  nombres  pairs;  dans  les  autres 
cas,  l'expression  proposée  se  trouve  décomposée,  par  la 
formule  de  M.  Cauret,  en  deux  facteurs,  dont  l'un  est  la 
somme  de  quatre  carrés  entiers,  tandis  que  l'autre  est  la 
somme  de  quatre  carrés  fractionnaires,  f^a  foi-mule  men- 
tionnée ne  répond  donc  pas  h  l'énoncé  de  la  question.    » 

Dans  l'égalité 

pj  _|_  Q' +  R2  -+- S^  =  A(  A -1- 2B  +  I  ) 

=  (a' H- 6^ +  7='  +  ^')  (a'  +  ê^  +  v'  +  o'  +  a-l-g-i-v  4-^+1] 

-h[l^l+  i)=+(2.î +!)=](*), 
établie  (p.  i33),  le  facteur 

^[(2a  +  iY  +  (26-h  i)^  +  (27  H-  ij^-f-  (2^  -f-  i)^] 
est  effectivement  la  somme  des  carrés  des  quatre  nombres 

r  •  '  I       ^  I  I       ^  I 

tractionnaires  y.  -\ — ,  5  H — •>'/-] 1  0  -\ • 

2  22  2 

Mais  cette  somme  peut  toujours  être  transformée  en  la 
somme  des  carrés  de  quatre  nombres  entiers.  Les  calculs 
de  cette  transformation  sont  complètement  indiqués  dans 
une  solution  de  la  question  1237,  que  M.  Realis  nous  a 
communiquée. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  a  -}-  o  -f-  7  H-  <î 
est  un  nombre  pair,  ou  impair. 


(*)  Nous    rétablissons   ici    le  ternie   (2Ô'-+-0'   qui    a  été  omis   dans 
l'impression. 
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IX  1  •  T>  a  -t-  &  -4-  7  -!-  (î  , 

Dans  le  premier,  o  ou  ' est  un  nombre 

2 

entier,  et  il  en  est  de  même  de 

B+i,   B—  !7+(îi,   B—  (Î5^  5],   B  — (a^o). 
Or,  ru  ayant  égard  aux  relations 

2  B  =  a  -f-  6  -f-  7  +  0      et      A  =  a^  +  6'  -f-  7'  +  o-, 
on  a 

A  +  2B  H-  I  =^B4-  I  /  +  [B  —  ij  +  S]f 

+  [B  —  (  §  4-  ^  ;  ]^  +  [ B  —  (  a  +  -î  )  ]^ 

donc  A  +  2  B  +  I   ou 

est  égal  à  la  somme  des  carrés   de  quatre  nombres  en- 
tiers. 

Lorsque  a  -j-  S  -h  y  -+-  S  est  impair,  B  H — est  un  nom- 
bre entier,  et  il  en  est  de  même  de  B  H a,  B  H S, 

2  2 

B  -h 7^  B  H 0,  et  l'on  a  encore 


A+2B+I=(B+-  — a)    +(B  +  - 


donc,  dans  les  deux  cas,  A  H-  2  B  -4-  i  ou 

est  égal  à  la  somme  de  quatre  carrés  entiers. 

3.  Une  solution  de  la  question  i  23^  nous  a  été  adressée 
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par  M.  Pisani,  trop  tardivement  pour  qu'il  ait  été  pos- 
sible d'en  faire  mention  dans  le  numéro  de  mars  dernier. 
En  nommant  ip  le  nombre  pair 

a-  H-  g''  H-  y'^  +  rr  -t-  a  +  6  +  7  -i-  (Î, 

un  calcul  assez  simple  a  conduit  à  régalilé 

p2  +  Q2  +  R=  -I-  S'  =  [ry?  +  g^  +  y^  +  ^2  )  (  ^  ^^  ^  ,   j^ 

Le  nombre  impair  2/;  H- i  est,  comme  le  remarque 
M.  Pisani,  égal  à  la  somme  de  quatre  carrés  entiers  dont 
deux  sont  égaux;  reste  à  exprimer  ces  carrés  entiers  en 
fonction  de  a,6,y,cJ  :  c'est  ce  qui  manque  à  la  solution 
de  M.  Pisani,  On  y  prouve  seulement  que  2/j»  -f-  i  est  la 
somme  des    carrés  des   quatre   nombres    fractionnaires 

1  /=        I  I     %        I  .      ,     ,  -Il 

a  H — 5  o  H — jvH — joH — ,  ce  qui   resuite    aussi   de  Ja 

2  1  ■?.  2  ^ 

formule  de  M.  Cauret.  (G.) 


EXERCICES  SLR  LE  TÉTRAÈDRE; 

Proposés  par  M.   GENTY. 


1.  Si,  dans  un  tétraèdre,  les  arêtes  opposées  sont 
égales  deux  à  deux,  on  peut  dire  que  ce  tétraèdre  est 
isoscèle.  Les  quatre  faces  d'un  tétraèdre   isoscèle  sont 


évidemment  des  triangles  égaux. 


Soient  «,  /',  c  les  côtés  de  l'un  de  ces  triangles, 
A,  B  et  C  les  angles.  Soient  de  plus  a,  (3,  y  les  médianes 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  a,  b  et  c  respective- 
ment, aux  milieux  des  côtés  opposés  du  tétraèdre. 
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2.   On  a 


b-"- 

-t- 

r' 

—  n' 

2 

r' 

4- 

n- 

—  /r- 

2 

a- 

4- 

b' 

—  c'- 

1 


è'  =  7=  +  a- , 

3.  Les  médianes  sont  en  même  temps  les  plus  courtes 
distances  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  et  elles  for- 
ment un  trièdre  Irirectangle. 

4.  Les  angles  dièdres  opposés  du  tétraèdre  sont  égaux 
deux  à  deux*,  et,  si  cp,  ^L,  Q  sont  les  angles  dièdres  qui  ont 
pour  arêtes  les  côtés  a,  b  et  c  de  la  face  ABC,  on  a 

sin  (p       siii-A sin9 

abc 
et  par  suite 

sin  ç        sln  ■]>        sin  9 
sin  A       sm  B       sin  C 

5.  Si  V  est  le  volume  du  tétraèdre,  on  a 

~    3 
On  a  aussi 


abc 


V  =:  — —  y  cos  A  ces  B  cos  C  • 

6,   Si  S  est  l'aire   de  l'une  des  faces  du    tétraèdre, 
on   a 
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On  a  donc  aussi 


(a  -h  b  -\-c)  {b  -h  c  —  a]  {c  -h  a  —  b]  [a  -^  b  —  c) 


7.  Le  point  d'inlersection  des  médianes,  qui  est  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre,  est  en  même  temps  le 
centre  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

Si  R  et  r  sont  les  rayons  de  ces  deux  splières,  on  a 


R2 


a^b'^c'^  cosA  cosB  cosC 

[a  +  b  -\-  c)  [b  -\-  c  ~  a]  [c  -{-  a  —  b]  [a  +  b  —  c)'' 
^  _  a^  -f-  p^  -{-  7'  _  «2  4_  ^2  _^.  c' 

"'-         4        "^       8 

8.  Tous  les  angles  plans  d'un  tétraèdre  isoscèle  sont 
nécessairement  des  angles  aigus. 

9.  Si  l'on  désigne  par  P  la  puissance  de  l'un  des  som- 
mets du  tétraèdre  par  rapport  à  la  sphère  inscrite,  on  a 

a-  b-c'' 
p  — 

[a  -\~  b  -{-  c]  [b  -^  c  —  a]  [c  -\-  a  —  b]  [a  -^  b  —  c] 
([5^  +  7^)  [f  +  0?]  (a^  +  p^) 


4(?'^7'  "^  1''^'  ~^  ^'P' 


SECONDE  SÛLITION  DE  LA  QIESTIOIV  1232 

(  TOir  p.  i?iO  ); 

Par  m.  a.   PFXLISSIER. 


Efi  un  point  M  d'une  conique,  on  conslru/l  la  parabole 
osculalrice,  et  Von  prend  le  symétrique  V  du  Joyev  Y 

Ann.  de  lilathémat.,  -x^  série,  t.  XVIF.  (Mai  1878.)  l5 
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de  cette  parabole^  par  rcippoit  à  la  tangente  en  M  ; 
démontrer  que  le  point  M  et  son  symétrique  ]N  par  rap- 
port à  P  sont  réciproques  par  rapport  au  cercle,  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique. 

(Laguerre.  ) 

La  parabole  osculatrice  d'une  ellipse  au  point  M  a 
même  axe  de  déviation  que  celte  dernière  en  ce  point; 
elle  lui  est  tangente,  et  elle  a  môme  rayon  de  courbure. 
On  en  conclut  immédiatement  que  OM  est  un  diamètre 
de  la  parabole  osculatrice.  Le  foyer  F  de  cette  courbe 
se  trouve  donc  sur  la  ligne  IMF,  symétrique  de  MO,  par 
rapport  à  la  tangente  MT. 

D'autre  part,  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  en  M 
est 


ou   — 


ab  rt'sinô 

en  appelant  a!  le  demi-diamètre  OM,  h'  sou  conjugué,  et 

6  l'angle  de  ces  deux  diamètres. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  parabole,  au  même  point, 

P' 
est  — -. —  •)  où  P'  est  le  paramètre  du  diamètre  OM. 
1  sinO 

On  a  donc,   en  égalant  ces  deux  rayons  de  courbure, 

b'^      _      P' 
a'  sm9         2  sm9 

ou,  en  remarquant  que  P'  =  4-  FM, 

2. FM  =  MN  =  -7  ; 
a 

par  suite 

b'^ 
ON  =  OM  -H  MN  =  n'  -f-  — 


a- 


et 


OM  X  ON  =  «'(«'+  ^  J  =  «'=  +  b'^  =  a-  -I-  b-. 
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La  dernière  égalité  montre  bien  que  les  points  M,  N 
sont  réciproques  par  rapport  au  cercleo:^  -+~J^  =  a^  ■+-  b^. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note  du  rédacteur.  —  Dans  le  Traité  des  sections  coniques  de  IM.  Sal- 
mon,  il  est  démontré  (p.  206,  3»  édit.,  i855)  qu'en  désignant  par 
.r--f-Bx>- -h  Cjr^H-Ej^^  0,  l'équation  d'une  conique,  i-apportée  à  une 
tangente  et  à  la  normale  au  point  de  contact,  la  parabole  osculatrice  en 
ce  point  a  pour  équation 

.r- H- B  j;-r  H- —  J- -+- E  )•  =:  0  ; 
k 

il  en  résulte  évidemment  qu'au  point  de  contact  les  deux  courbes  ont 

le  même  diamètre. 

//s  p/ 

Les  expressions   — 1  — : —    des  rayons  de  courbure  se  trouvent 

«'  sin  6  2  sin  6 

aussi  dans  le  même  ouvrage  (p.  207  et  208). 

L'égalité  OM  X  ON  =  a°H- i^i^  indique  un  moyen  très-simple  de  dé- 
terminer la  parabole  osculatrice  en  un  point  M  d'une  ellipse  donnée; 
car  cette  égalité  donne  immédiatement  le  point  N,  et  en  prenant  le  symé- 
trique F  du  milieu  P  de  MN,  par  rapport  à  la  tangente  en  M,  on  a  le 
foyer  de  la  parabole.  La  directrice  de  cette  courbe  s'obtient  en  menant 
au  point  P  une  perpendiculaire  à  la  direction  du  diamètre  OM.       (G.) 


sonnons  ftE  QiEsrioNs 

PROPOSÉES  DAXS  LES  NOIVELLES  ANMLES. 


Question   1239 

(voir  ?.'  série,  t.  XVI,  p.  28S  )  ; 

Par    m.    Edouard    LUCAS. 


L'équation  x^  —  6  aox  —  3aê  (a  H-  ê)  ^=0,  dans  la~ 
quelle  aet'o  sont  des  entiers  quelconques  qui  ti  annulent 
pas  le  dernier  ternie,  n\i  pas  de  racines  entièies. 

(S.  Realis.  ) 
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En  effet,  réquation  peut  être  écrite  ainsi  : 

et  l'on  sait  qu'Euler  a  démontré  que  jamais  un  cube 
entier  ou  fractionnaire  n'est  égal  à  la  somme  de  deux 
cubes  rationnels  (*). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1240 

(voir 2°  série,  t.  XVI,  p.  288)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

L'équation 

x^  —    s  —  7;  a:  -^  a.y  =:  o, 

dans  laquelle  a  et  y  sont  des  entiers  plus  grands  que 
zéro^  et  [i  est  un  entier  satisfaisant  à  la  condition 

ou  bien  à  la  condition 

a^  <  8<(a  +  l)% 

a  au  moins  une  racine  réelle  incommensurable . 

(S.  Realis.) 

Le  coefficient  du  premier  terme  étant  i,  l'équation 
n'admet  pour  racines  commensurables  que  des  racines 
entières  5  de  plus,  elle  a  une  racine  réelle  de  signe  con- 
traire à  y.y.,  c'est-à-dire  négative. 

Substituant  à  x  dans  le  premier  membre  successi- 
vement—  [y.  —  I  ),  —  a  et  —  (a  -{-  i  ),  on  a  les  trois  ré- 

(*)  Voir  Y  Algèbre  d'EiLER,  ou  la  Théorie  des  nomhres  de  Lecendre. 


sultats 

-(a-i)[(a-l)^-P]+V, 

—  a(a'—  ,8), 
-(a-,)[(a  +  ,)^-P]-V. 

Si  l'on  a  a-^  P  =  (^-  —  i  )^î  Igs  deux  premiers  résul- 
tats sont  de  signes  contraires,  et  l'équation  a  une  racine 
incommensurable  comprise  entre  —  (a  —  i  )  et  —  a. 

Si  l'on  a  a"  <:^  (3  <  (a  -f-  I  )^,  les  deux  derniers  résultats 
sont  de  signes  contraires,  et  l'équation  a  une  racine 
incommensurable  comprise  entre  —  a  et  —  (a  -[-  i  ). 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Le  même  théorème  s'applique  évidemment  à  l'équa- 
tion 

x}  —  (  p  —  7  )  -^  —  ay  =  o, 

qui  a  une  racine  incommensurable  comprise  entre  a  —  i 
et  a,  ou  entre  a  et  a  -|-  i . 


Question  1243 

I  voir  2°  série,  t.  XVf,    p.  .'iJj  )  ; 

Par   m.    Fkrdinando   PISANI. 

«  Dans  tous  les  triangles  circonscrits  à  une  conique 
donnée^  et  tels  que  les  hauteurs  passant  par  les  points 
de  contact  des  côtés  opposés,  le  rapport  d'une  hauteur 
au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  son  pied 
est  constant.  )^  (Poujade.) 

Soient  ABC  le  triangle  circonscrit^  a,  Z»,  c  les  pieds 
des  hauteurs  Aa,  Bè,  Ce  5  O  le  centre  de  la  conique  tan- 
gente aux  côtés  du  triangle  aux  points  a,  Z>,  c  ;  Oa',  O//, 
Oc'  les  rayons  conjugués  des  rayons  0A,0è,0c,  qui 
passent  par  les  pieds  des  hauteurs  (*). 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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On  sait  que  les  droites  Oa,  Ob',  Oc'  sont  respective- 
ment parallèles  aux  côtés  BC,AC,AB  du  triangle  cir- 
conscrit. En  outre  ou  a,  d'après  le  théorème  de  Newton, 

On'  _Ca 
Ob'  ~  Cb' 

D'autre  part,  la  similitude  des  triangles  AaC,  BbC 
donne 


donc 


C«       Art 

A  a 0«  Au         Bb 

Bb'~Ôù'      *^"      Ô7~Ôb'' 


C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

iVotc.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Lez. 


Question  1247 

(  voir  2°  série,  t.  XVI,  p.  336); 

Par   m.  E.    DUNOYER, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Marseille. 

Dans  les  surfaces  du  second  ordre  à  centre  unique, 
ce  centre  pouvant  d^ ailleurs  être  situé  à  distance  finie ^ 
ou  infinie,  le  lieu  des  points  tels  que  les  génératrices 
rectilignes  réelles  ou  imaginaires  soient  orthogonales 
est  donné  par  Vintersection  réelle  ou  imaginaire  de  la 
surface  considérée  avec  la  sphère  de  Monge,  relative  à 
cette  surjace.  (Escary.) 

On  peut  donner  plusieurs  démonstrations  de  ce  tbéo- 
rème  ;  voici,  je  crois,  la  plus  simple. 

Soient  AB  et  AC  deux  génératrices  orthogonales, 
réelles  ou  imaginaires  \  le  plan  BAC  est  tangent  à  la  sur- 
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face.  Le  plan  mené  par  AB  et  perpendiculaire  à  BAC 
est  tangent  à  la  surface,  puisqu'il  la  coupe  déjà  sui- 
vant une  génératrice  rectiligne.  De  même,  le  plan  mené 
par  AC  perpendiculaire  à  BAC  est  langent.  On  a  ainsi 
trois  plans  tangents  rectangulaires  passant  par  le  point 
A  ;  donc  ce  point  se  trouve  sur  la  sphère  de  Monge  ;  par 
conséquent,  le  lieu  du  point  A  est  donné  par  l'intersec- 
tion de  la  surface  considérée  avec  la  sphère  de  Monge, 
relative  à  cette  même  surface. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Barbarin  et  Couette. 


Question  12o2 

(voir  2'  série,  t.  XVI,  p.  432); 

Par    m.     B  E  a  U  g  E  y, 

Elève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Grenoble. 

Soient  O  et  XY  un  point  et  une  droite  fixes.  Du 
point  O  on  mène  jusqu'à  la  droite: 

OA  quelcojique  ; 

OB  perpendiculaire  à  OA  ; 

OC  bissectrice  de  V angle  droit  AOB^ 

OD  perpendiculaire  à  OC. 

Déterminer  le  minimum  de  la  somme  AB  -f-  CD  des 
deux  hypoténuses. 

Du  point  O  j'abaisse  la  perpendiculaire  OP  sur   la 
droite  XY.  Soit  OP  =  a  ;  soient  aussi  a  et  o    les  angles 
BOPetCOP. 
J'ai 

AB  =  BP  -r  PA  =  fl  (  tanga  -4-  cot  a) , 
CD=:CP    rPD  =  rt(tang6-f-cot6]; 
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d  où 

AB  +  CD  =  a  1  tang  a  4-  cota  -f-  tang  §  -h  cot6}. 

Mais 


tang  a  H-  cota 


sina  ces  a 


et 


donc 


tang  ê  +  cote  = 


sine cos§  ' 


AB  +  CD  =     a 


sinacosa        sinscoss 
sinsa  -r-  sin9. 


sinsa  sin2  6 


Or 


,      r  sin  fa -}- 6]  cos  (a  —  6)1 

=  4  «   ■ — — ■■ — ^ — 7. ■ 

|_  sin2asin2  5  J 


a +  6  =  45",      sin  (a -4-6)  = -v/2; 


donc 

cos  (a  —  ^\ 


AB  -h  CD  =  la  sji  -r 
:=  na  s/t. 


sin  2  a  sin  2  ^ 
cos  a  cos6  -+-  sin  a  sin  6 


4  sin  a  cos  a  sin  6  cos  6 

^^  ~  a  \Ji   (  — : — -  —  I  » 

2  \  SI  n  a  sin  b         cos  a  cos  B  / 

a  4-  S  ayant  une  valeur  constante  de  45  degrés,  le  produit 
sin  y.  sin  o  est  maximum  pour  a  =  0  •,  il  eu  est  de  même 

de  cos  a  coso  =  sin( ai  sin  1  -  —  o  )  :  donc  le  mini- 
mum deAB-f-CD  aura  lieu  pour  a  =  o,  c'est-à-dire 
lorsque  les  deux  triangles  seront  symétriques  par  rapport 
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à   la    perpendiculaire  OP,  abaissée   du  point  O   sur    la 
droite  XY  (*). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  WS\.  Armand  Bertrand, 
propriétaire  à  Azillanet  (Hérault);  F.  Loppé,  caporal  au  119°  de  ligne; 
Louis  Rajola  Pescarini,  à  Naples;  Ferdinando  Pisani,  professeur  à  l'In- 
stitut technique  de  Girgenti  ;  Thornton,  à  la  Virginie;  Jamet,  Moret- 
Blanc;  Droz,  ingénieur  à  Zurich;  P.  Sondât;  Lez;  Morel  ;  Lacombe; 
Th.  Franchy,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins;  Robaglia;  Cotte- 
reau,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de  Châteauroux 
(classe  de  M.  Escary);  Eugène  Delmas,  élève  du  lycée  de  Lyon. 

M.  Bertrand   en   a  donné  deux  solutions;  la  première,    entièrement 


,^^  ,  „     ,,.     ,.   .    .  T^       /^^        ,     sln^K-^-g)  cos(« — ê) 

(1  Lorsque    oc  =  6,    légalité  AB-nCD^^rt  ■. : • 

^  sni  îcA  .  sin  126 

devient   AB-f-CD  =/)«  -: =  liaJi.  Donc  le  minimum  de  AB-hCD 

sin  2  a 

est  l\a\j-2. 

Les  plus  petites  valeurs  de  la  somme  et  du  produit  des  deux  hypoté- 
nuses AB,  CD  peuvent  être  déterminées,  sans  calculs,  au  moyen  des 
considérations  suivantes  : 

Remarquons  d'abord  qu'en  menant  d'un  point  donné  O  des  droites 
aux  milieux  M,  M' des  hypoténuses  AB,  CD,  on  forme  un  triangle  OMM' 
qui  est  rectangle  au  point  O;  car  les  angles  OMM',  OM'M,  extérieurs 
aux  triangles  isoscèles  OAM,  ODM',  sont  respectivement  doubles  des 
angles  A  et  D,  dont  la  somme  est  égale  à  la  moitié  d'un  angle  droit. 

Et,  comme  OM=:-AB,  et  OM'=-CD,  on  voit  que  la  question  propo- 
sée se  ramène  à  trouver  le  minimum  de  la  somme  OM  +  OM'  des  deux 
côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  MOM',  dont  la  hauteur  OP 
est  invariable  et  donnée. 

Il  est  évident  que  l'hypoténuse  MM'  de  ce  triangle  ne  peut  être 
moindre  que  le  double  de  la  hauteur  OP  et  qu'elle  est  égale  à  2OP, 
quand  le  triangle  est  isoscèle;  à  partir  de  cette  valeur  2OP,  l'hypoté- 
nuse peut  croître  indéfiniment.  Or,  lorsque  l'hypoténuse  augmente,  il 
en  est  de  même  de  la  somme  des  carrés  et  du  produit  des  deux  côtés 
OM,  OM'  de  l'angle  droit,  et,  par  suite,  la  somme  OM -+- OM'  de  ces 
deux  côtés  est  croissante.  Donc  les  plus  petites  valeurs  de  OM-i-OM' 
et  de  OM  x  OM'  sont  celles  que  ces  deux  quantités  prennent  quand  le 
triangle  OMM'  est  isoscèle.  Dans  ce  cas  on  a 

OM-i-OM'=  :.0Pv/2      et     OMxOM'  =  OPxMM'=2  0P-. 
De  là  résulte   que  les  minima    de   la  somme  et   du  produit  des  deux 
hypoténuses  AB,  CD  ont  pour  valeurs  /(OPy-',  et  80P^  (G.) 
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analytique,    consiste   en    des  calculs  de  Trigonométrie   et  de  dérivées; 
voici  la  seconde  ;  nous  conservons  la  rédaction  de  l'auteur  : 

«  La  solution  de  cette  question  se  déduit  comme  corollaire  de  la  pro- 
position suivante,  que  nous  allons  démontrer: 

»  Si  l'on  considère  un  angle  constant  AOB,  tournant  autour  du  sommet 
O,  et  une  droite  indéfinie  XY  ;  le  segment  AB  déterminé  par  les  côtés  de 
l'angle  AOB  sur  la  droite  XV,  sera  minimum  quand  le  triangle  AOB 
sera  isoscèle. 

»  Abaissons  OP  perpendiculaire  sur  XY  et  posons 

09  =  II,     AOP  =  ?,      BOP^y',     pH-'/=a. 

»  Les  triangles  rectangles  AOP,  BOP  donnent 

AP^/ttangçj,     BP  =  Atangç'; 
ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 

AB  =  A(tangj3  ~i-  tangçi'). 
Or  nous  avons 

,  sin  V.  2  sin« 

tang'j  -t-  tangp'= ;  = • 

cosçj  cosç)         cosa  H- cos(fi  —  y  j 

Sous  cette    forme,  on   voit   facilement    que  lexpression    est   minimum 

quand  o'  =  ip. 

»  Remarquons  maintenant  que,  dans  la  question  proposée,  on  a 
AB  -H  CD  =  AD  -+-  CB. 

»  Or,  d'après  ce  qui  précède,  les  segments  AD,  CB  seront  minima 
quand  les  triangles  AOD.  COB  seront  isoscèles;  d'ailleurs,  les  angles 
AOC,  BOD  étant  égaux,  ces  minima  auront  lieu  simultanément.  Donc, 
puisque  les  deux  parties  AD,  CB  de  la  somme  AB  -h  CD  sont  simulta- 
nément minima  quand  AOD  est  isoscèle,  la  somme  AB -t-  CD  sera  elle- 
même  minimum  dans  les  mêmes  circonstances.  » 


Question  1253 

(voir  ?.'  série,  l.  XVI,  p.   iSz); 

Par    m.    GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 

On  propose  de  résoudie  les  équations 

zy  —  r-  =z  A,     xz  —  .s^  =  B,      .xj  —  f  ■  =  G, 
st  —  rx  =  D,      tr  —  .yj  =  E,      rs  —  zf  =  F. 

(J.  Ch.  Dupaiw.) 


'j.'ô5 


Je  pose  d  abord 


BC- 

-D'    =^/, 

AC  — 

F?   =b, 

AB  —  F^  =c, 

EF  —  AD  =  c/, 

DF  — 

BE  =  c>, 

DE  -  CF  =J\ 

.r      t     s 

A      F 

E 

t     y      r 

=  ^, 

F     B 

D 

=  A. 

1 
s     r      z  \ 

E     D 

C 

Des  équations  proposées  je  tire  ensuite 

Sx  =  a,       rjj' rr:  ^,       rjz  ^  C,       rJrz=(J,       §S  =:  C, 


3t=/; 


d'où,  en  subsliluaiildans  l'une  des  proposées,  la  première 
par  exemple,  les  valeurs  de  z^j  et  /',  et  remarquant  que 
l'on  a 

bc  —  ti"^        ac  —  ^^        ab  —  d- 
__  _        ^ 


on  obtient 


par  suite,  il  vient 


B 


fP  =  A  ; 


=  A, 


d'où  x^  j,  z,  /',  s,  t. 

Tl  n'y  a  que  deux  systèmes  de  solutions-,  la  condition 
de  réalité  est  A  >>  o. 

Note.  —  La  même  question   a  été   résolue  par  ?tl.'\l.  Sondât;  Jamet 
Thornlon;   Th.  Franchy,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins;  Louis 
Rajola  Pescarini;  Moret  -  Blanc  ;  Ferdinando   Pisani  ;    Russy,    élève    en 
Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de  Châteauroux. 
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Question  1254 

(voir  7.'  série,  t.  XVI,  p.  432); 

Par  m.    MORET-BLANC. 

Démontrer  lajormule  suivante,  oit  C^  est  le  nombre 
des  combinaisons  de  m  objets  n  à  n  : 

/•c;^-f-(A-  i)ci-'cl 

+  {k-i)  cfr^ci+...  =  -^c^+^.^-- 


H.  Laurent. 


Soient  a  objets  d'une  première  espèce  et  b  objets 
d'une  seconde  espèce.  Si  l'on  forme  toutes  les  combinai- 
sons de  ces  {a  +  b)  objets  pris  A'  à  A,  et  que  dans  chacune 
on  mette  successivement  à  la  première  place  cliacun  des 
objets  qui  y  rentrent  sans  s'occuper  de  l'ordre  des  autres, 
le  nombre  des  groupes  ainsi  obtenus  sera 

Ces  groupes  peuvent  se  partager  en  deux  classes  : 
ceux  qui  commencent  par  \\\\  des  a  objets  de  la  première 
espèce  et  ceux  qui  commencent  par  un  des  b  objets  de 
la  seconde.  Le  nombre  des  groupes  compris  dans  la  pre- 
mière classe  est  précisément  le  premier  membre  de  la 
formule  à  démontrer,  et,  comme  cliacun  des  objets  se 
trouve  évidemment  en  léle  le  même  nombre  de  fois,  le 
rapport  du  nombre  des  groupes  de  la  première  classe  au 

nombre  total  des  groupes  est ~-  On  a  donc 
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ou 

/?•  c«  +  ( /5- - 1  )  cfr  '  Cl 


C.    Q.  F.  D. 


Note.  —  La  formule  a  été  démontrée  par  MM.  L.  Troupenet,  élève  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Bordeaux;  Ch.  Doyère,  du  lycée 
de  Caen  ;  J.  Mouchel  ;  Pescarini;  J.  de  Virieu,  professeur  à  Lyon; 
F.  Romero,  à  Saint-Jean-de-Luz  ;  Ferdinando  Pisani. 


QUESTIONS. 


1255.  D'un  point  M  on  mène  des  parallèles  aux  côtés 
dun  triangle  ABC,  qui  rencontrent  respectivement  les 
deux  autres  côtés  en  des  points  «,«*,  h-,^'-,  <?,-/  :  démon- 
trer que  la  somme 

Ma.  Ma  +  M  ^'.  Mg  -1-  Me  M7 

est  égale  à  la  puissance  du  point  M  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  au  triangle. 

(H.  ScH ROTER.) 

1256.  La  lettre  /  désignant  un  logarithme  népérien, 
démontrer  les  inégalités 

/«./(«+  l)         Il         l?>  In  ^    In.  lin  -+-1]  t 

^ ^  > H^-+  ...  H > -, 

2  2  3  n  2  12 

3q       /(«+  i)^   /2  /3 

3 1  n  1  2.3 

In  5        l[n  -h  i]  -h  i 


[n  —  1  j  n        4  " 

(C.MOREAU.) 

1257.   Etant  donné  dans  un  plan  un  pentagone  con- 
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vexe  quelconque  ABCDE,  chaque  système  de  trois  côtés 
consécutifs  de  ce  pentagone  donne  un  triangle. 

Démontrer  que  les  cinq  cercles  circonscrits  à  ces 
triangles  déterminent  par  leurs  intersections  cinq  points 
o:,,3,y,o,c,  situés  sur  une  même  circonférence. 

(C.   iMoREAU.) 

1258.  Soient  ABC  un  triangle; 

D,  E,  F  les  pieds  des  hauteurs  menées  des  sommets 
A,B,C: 

O  le  point  d'intersection  de  la  ligne  EF  avec  une  paral- 
lèle au  côté  BC  menée  par  le  sommet  A  ; 

a  le  milieu  de  BC  ; 

G  et  H  les  points  d'intersection  de  AO  et  d'un  cercle 
décrit  du  point  O  comme  centre  avec  Oa  pour  rayon. 

On  demande  de  démontrer  : 

1°  Que  les  droites  aG  et  aH  sont,  respectivement,  les 
hissectrices  des  angles  OrtB  et  OaC  ; 

2=  Que,  si  la  hauteur  AD  coupe  le  cercle  au  point  K, 
onaAK  =  Brt.  (Gejnty.) 

1259.  Si  l'on  développe  l'expression  (  I  — ly.x  -\-  a})" 
suivant  les  puissances  de  a  :  i°  le  développement  aura 
toujours  un  nombre  impair  de  termes  ;  2°  les  coefficients 
de  la  lettre  ordonnatrice  des  termes  équidistants  de  celui 
du  milieu  sont  identiquement  égaux;  3°  si  l'on  égale  à 
zéro  ces  coefficients  qui  sont  des  polynômes  entiers  et 
rationnels  en  x^  ils  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires 
lorsqu'ils  sont  de  degré  pair,  et  ils  renferment,  en  outre, 
une  racine  nulle  lorsqu  ils  sont  de  degré  impair. 

(  EscARY . ) 

1260.  D'un  point  O  pris  sur  une  circonférence  dont 
un  diamètre  est   OE,  on   décrit  une   circonférence  qui 
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rencontre  la  première  en  des  points  A,B  5   puis  on  joint 
un    point  quelconque  C  de  la  deuxième  circonférence 
aux  points  A,B,  E,  par  des  droites  qui  coupent  la  pre- 
mière en  des  points  F, D,  G. 

1°  Les  droites  EF,  ED  sont  respectivement  parallèles 
àCB,  CA. 

2°  La  droite  CE  fait  avec  les  côtes  du  triangle  CAB 
les  mêmes  angles  que  la  médiane  parlant  du  sommet  C. 

3"  La  droite  CG  est  moyenne  géométrique  entre  GA 
etGB. 

(A.  Cambier.) 

i261.  On  prend  un  point  A  sur  un  diamètre  fixe 
d'une  circonférence  donnée;  soit  ABC  le  triangle  isoscèle 
d'aire  maximum,  tel  que  B,  C  soient  des  points  de  la 
circonférence  donnée  et  que  BC  soit  perpendiculaire  sur 
le  diamètre  passant  par  A.  Trouver  l'enveloppe  de  la 
droite  AC  quand  A  se  meut  sur  le  diamètre  fixe. 

(Lemoiwe.) 

1262.  Un  point  F  est  donné  par  ses  coordonnées  a,  c, 
relativement  à  deux  axes  OX,  OY,  comprenant  entre 
eux  un  angle  9  :  on  demande  de  trouver  l'équation  de 
l'hyperbole  qui  passe  par  l'origine  O,  qui  a  le  point  F 
pour  un  de  ses  foyers,  et  dont  les  asymptotes  sont  paral- 
lèles aux  axes  OX  et  OY. 

Quatre  hyperboles  répondent  à  la  question.  L'équation 
de  chacune  d'elles  étant  de  la  forme  xy  —  px  —  (jy  =  o, 
il  s'agit  de  trouver  les  quatre  couples  de  valeurs  de  p  et  c/, 
exprimées  en  fonctions  des  données  a,  o  et  0. 

(A.   BoiLLEAU.) 

1263.  1°  Si  par  deux  points  M,N,  pris  sur  la  circon- 
férence circonscrite  à  un  triangle,  on  ment;  des  droites 
faisant  avec  les  côtés  du  triangle  des  angles  a  égaux  et  de 


(     24o    ) 

même  orientation,  les  deux  transversales  qui  joignent 
respectivement  les  trois  sommets  d'angles  issus  de  M,  et 
les  trois  sommets  d'angles  issus  de  N,  se  coupent  en  un 
point  P  sous  un  angle  constant. 

"iP  Déterminer  le  lieu  du  point  P,  quand  on  fait  va- 
rier l'angle  a.  (P.  Teruiek.) 

1264.  On  donne  une  droite  dont  le  coefficient  d'incli- 
naison est  tanga  (axes  rectangulaires).  Indiquer  une 
construction  graphique  qui  donne  directement  taugV.. 
Application  à  la  construction  graphique  d'une  tangente 
à  la  cissoïde  et  à  la  strophoïde,  parallèlement  à  une  di- 
rection donnée. 

(H.  Brocaud.) 

1263.  Le  centre  d'un  cercle  O  de  rayon  constant  se 
déplace  dans  son  plan  sur  la  circonférence  d'un  cercle 
fixe  O'.  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point 
fixe  P,  par  rapport  au  cercle  O. 

(Laisakt.) 


1266.    Si,  par  le  pôle  de  l'orthogénide 

-\        --■    ■    [      ^    \ 
p    ^  z=  a     •  sm  ^  —  5 ''M' 


on  mène  une  droite  quelconque ,  les  tangentes  aux 
points  d'intersection  de  cette  droite  avec  l'orthogénide 
forment  un  triangle  équilatéral  (*).  Trouver  le  lieu  du 
centre  de  ce  triangle  etl'enveloppe  du  cercle  circonscrit, 
lorsque  la  droite  oscille  autour  du  pôle. 

(E.  LrcAs.  ) 


C)  T-'oir  1'  série,  t.  V,  p.  3o,  et  t.  XV,  p.  loi. 


(  ^4i  ) 


ÉTlinE  SIR  LESDÉCOMPOSITIOIVS  M  SOMMES  DE  DEUX  C4RRÉS, 
DU  CARRÉ  Wm  mmU  entier  composé  de  FACTEIRS  PRE- 
MIERS DE  LA  FORME  4«  4-  i ,  ET  DE  CE  NOMRRË  LII-MÉME. 

FORMULES  ET  APPLICATION  A  LA  RÉSOLTJTIOIV  COMPLETE,  EN 
NOMBRES  ENTIERS,  DES  ÉQUATIONS  INDI^TERMINÉES,  SI- 
MULTANÉES, T  =  X-  -i-  [x  ■+■  lY  -ET  y^  =  3-  -h  (z  +  i)^; 

Par  m.  E.  de  JONQUIÈRES. 


I.  Soient  fiifiifzt  ■■•tfn  les  n  facteurs  du  nombre 
N,  que  nous  supposerons  d'abord  à  la  première  puis- 
sance et,  par  suite,  tous  différents  entre  eux. 

Chacun  d'eux  étant  un  nombre  premier,  de  la  forme 
4A-I-1,  se  décompose  d'une  seule  manière  en  une 
somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux.  On  a  donc 

et  nous  supposerons  a,  ^  lu  -,  car  les  deux  nombres  a,,  ^, 
sont  inégaux,  l'un  pair  et  l'autre  impair. 

Le  nombre  I  de  toutes  les  décompositions  possibles  du 
nombre  N  en  une  somme  de  deux  carrés  est,  dans  le  cas 
actuel,  donné  par  la  formule  I  =  |2"=2"~*,  et  le 
nombre  I'  des  décompositions  de  N^  par  la  formule 

(/^oiV',Galss,  Recherches  arithmétiques,  p.  iS^.  —  Le- 
GEKDRE,  Théorie  des  nombres,  2^  édition,  p.  268,  et 
Genocghi,  JVoin^elles  annales  de  Mathématiques, 
t.  XIII,  i"^*"  série,  p.  i65.) 

Ces décompositions  de  N^  se  subdivisent  en  n 

j4nti.  de  i)lac/iéinnc,,'i^  série,  l.  Wll.  (Juin  1878.;  lO 


(  24a   ) 
espèces  distinctes,  que  nous  désignerons  par  les  signes 

(EO,(E,),  ...,(K„). 

Celles  de  la  première  espèce  (Ej  i  sont  au  nombre  de 
«,  et  dans  chacune  d'elles  les  deux  nombres  composants 
admettent  72 —  i  facteurs  communs  avec  jN  . 

Celles  de  la  deuxième  espèce  (Ej  )    sont   au  nombre 

de   2 '■■)  et  dans  chacune  d'elles  les  deux  nombres 

1.1 

composants  admettent  n  —  a  facteurs  communs  avec  N. 

Celles  de   la  troisième  espèce  (E3  )  sont  au  nombre  de 

„  n[n—  i)    n  —  2  ,  ,         ,  , 

»    et  chat  un  des  deux  nombres  com- 


1.0..3 
posants  y  admet  n  —  3  facteurs  communs  avec  N. 

Et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  espèce  (E„),  c[ui 
comprend  2"~*  sohitions  (nombre  précisément  égal  à 
celui  des  décompositions  de  N),  dans  aucune  desquelles 
l'un  ou  l'autre  des  nombres  composants  n'a  de  facteur 
commun  avec  jN . 

Le  nombre  total  de  ces  décompositions,  dans  îes  n  es- 
pèces réunies,  est  donc 

n    n  —  i]  n    n  —  \    in  —  0.  . 

V  =  n  -\-  0.  — -f-  1'  ^ ■  +  .  .  . 

1.7  I  .  2 .  «5 

3"  —  I 

H-  2"-'/?  -+-  2"-'  := 

1 

Les  propositions  précédentes,  que  M.  ^  olpicellia  sin:- 
plement  énoncées,  à  peu  près  dans  les  mêmes  termes, 
dans  le  tome  IX  (1'^^  série)  des  Nouvelles  Annales. 
année  i85o,  sont  intuitives.  Il  est  évident,  en  efift't, 
que  parmi  les  I'  décompositions  de  jN^  doivent  se  trouver 

celles  de  PA-?]  et  de  ses  analogues,  foimant  une  pre- 
mière espèce,  dans  laquelle  f^  est  facteur  comuuin 
des  deux  nombres  j:  eiy  dont  la   somme  des  carrés  est 


(  M'^  ) 

égale  à  IN^  On  doit  y  trouver  pareillement  celles  de 
f\f\  (  -7-7  )  'Gide  ses  analogues,  dans  chacune  desquel  les 

N 
le  second    facteui-  -j-z.  est  le  seul  décomposé,  et  ainsi  de 

suite. 

Quant  aux  formes  de  ces  décompositions,  M.  Volpi- 
celli  se  borne  à  faire  connaître  la  plus  simple  de  toutes, 
celle  de  l'espèce  (E,  ),  qu'il  écrit  ainsi  : 

N  N 

X  =  I  a  ?  —  ^/  )  -7  >       y  =  7.  Oi  bj  —      et      .x-  -\-  y"^  z=z  N% 

Ji  Ji 

l'indice  i  devant  recevoir  successivement  toutes  les  va- 
leurs comprises  depuis  i  jusqu'à  n.  Celte  forme  bien 
connue  estcelle  qui  se  présente  pour  la  décomposition  du 
carré  d'un  nombre  premier  de  la  forme  4^  -+-  i  en  une 
somme  de  deux  carrés. 

J'ignore  si  M.  Volpicelli  a  fait  connaître  plus  tard, 
dans  quelque  autre  recueil  mathématique,  les  formules 
relatives  aux  n  —  i  autres  espèces  5  j'ajoute  même  que 
je  ne  le  crois  pas.  Quoi  qu'il  en  soit,  ayant  été  conduit 
tout  dernièrement  à  les  découvrir,  à  l'occasion  du  pro- 
blème d'Analyse  indéterminée  cité  dans  le  litre  de  celte 
Etude,  je  vais  les  donner  ici,  dans  la  pensée  que  cette 
communication  ne  fera  double  emploi  avec  aucune  autre 
publiée  antérieuremer)t  et  à  mon  insu  sur  le  même  sujet. 

II.  Les  valeurs  des  nombres  composants  T.,  y  dans  les 
décompositions  de  la  deuxième  espèce  (Ej)  sont 

Jiji' 

N 
y  —  —y  [  2  a-  bi  (  af,  —  bf.    r^  2  rt,v  hi,  (  a^'  —  b^)], 

Ji/i' 

les  signes  supérieurs   devant   être  pris   ensemble  et  les 

16. 


{  M4  ) 

signes  inférieurs  ensemble,  et  i,  i'  prenant  toutes  les  va- 
leurs possibles,  mais  différentes  entre  elles,  depuis  i 
jusqu'à  n. 

On  peut  donner  à  ce  résultat  un  autre  énoncé  cjui, 
clans  sa  généralité,  convient,  comme  je  vais  le  dire, 
aux  décompositions  des  autres  espèces,  et  permet  d'en 
abréger  uniformément  la  définition.  Nous  dirons  donc 
que  X  et  j'  ont,  respectivement,  pour  valeurs  les  pro- 

N 
duits  du  facteur  -r-^  multiplié  successivement  par  toutes 

liji' 

les  décompositions  de  la  dernière  (ici  la  seconde)  es- 
pèce, dont  est  susceptible  le  carré  d'un  nombre  com- 
posé des  deux  facteurs  simples  et  premiers  J; , /j^ ,  (jui 

N 
ne  font  point  partie  du  facteur  -7— r  commun  à  a:  et  à  r. 
^  ^  /./'  -^ 

D'après  cela,  le  nombre  des  décompositions  de  l'es- 

pecc  (L2)  est  égal  a  2  —^ 1  car  le  carre  d  un  nombre 

composé  de  deux  tels  facteurs  ne  comporte  que  quatre 
décompositions,  dont  deux  appartiennent  à  la  première 
espèce  déjà  considérée  et  m;  figurent  pas  parmi  celles 
de  la  seconde,  qui  est  alors  la  dernière  espèce. 

m.    Les    valeurs    de  x   et    de  y  dans   la    troisième 

espèce  (E3)   ont  pareillement  pour  valeurs    respectives 

N 
les  produits  du  facteur  multii>lié  successivement 

JUi'Ji" 

par  toutes  les  décompositions  de  troisième  ou  dernière 

espèce  des  carrés  des  nombres  composés  des  trois  fac- 

N 
teurs  y], /,/,  y]v/,  qui  ne   figurent   pas   dans  -  1  de 

JiJi'Ji" 

1-  ,  /T-       \  •  ''"    l)i«—    2)        j, 

sorte  que  l'espèce  (hg  )  contient  ?.^  — -^ dé- 
compositions distinctes,  ou  systèmes  de  valeurs  diffé- 
rentes et  conjuguées  de  x  et  de  7. 
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Et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  groupe  (E„),  de  toile  sorte 
qu'un  groupe  (Ep),  d'espèce />,  contient 

„_,  "  ^"  —  I  )  ^  "  —  ^'  )    •  •  •     ^  n  —  p  -\-  \'\ 
2r     '     J. , 

1  .2.3  .  .  ./y 

décompositions  ou  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y^  c'est- 
à-dire  autant  de  fois  iP~'^  qu'il  y  a  de  combinaisons  pos- 
sibles des  diviseurs  premiers  de  N,  pris  p  à  p. 

IV.  Quant  au  dernier  groupe  (E„),  dont  la  forme 
et  la  composition  précises  sont ])articulièrement intéres- 
santes, on  peut  dire  les  seules  essentielles  à  connaître, 
puisqu'elles  concourent  exclusivement,  sauf  un  facteur 
connu  d'avance,  à  la  composition  des  valeurs  de  x  etdej^ 

N 
dans  les  autres  espèces,  le   facteur  ——, ~r  est  égal    à 

y  1/2    •  •   •  Jn 

l'unité;  le  groupe  contient  en  totalité  2""^  décomposi- 
tions distinctes,  et  x  ni  y  n'ont  en  commun  aucun  des 
facteurs  de  N.  Le  système  type  ou  fondamental  des 
valeurs  de  a?  et  de  j- dans  ce  groupe,  c'est-à-dire  celui 
qu'on  peut  écrire  immédiatement,  et  duquel  les  2"~'  —  i 
autres  systèmes  de  ce  groupe  se  déduisent  par  de  sinqiles 
changemetits  dans  les  signes  des  termes  dont  il  se  com- 
pose, est  le  suivant,  cjui  dérive  de  la  théorie  des  combi- 
naisons et  de  la  décomposition  fondamentale 


applicpiéc  au  cas  ^  =^  a-  -\-  h- . 

Désignons,  pour  abréger,  par  11^  (aA)  et  O^  [a"  —  h-) 
le  produit  de  A  facteurs,  tels  que  ah  et  (a-  —  Z>*),  et  par 
Ela  somme  de  tous  les  produits  de  ce  genre  qu'on  obtient 
en  combinant  entre  eux,  h  à  A,  et  de  toutes  les  manières 
possibles,  les  produits  «,/?,.  ou  les  termes  'a]  —  />f),  de 


(  ^46  ) 
telle  sorte,  par  exemple,  que  le  terme  symbolique 

l[n^[ab]  n,a'—  b'   ] 

représente  la  somme 

a^b^.a-,b-i  [a\  —  bl  \  [a\  —  b\  ) 
-r  (iib^.a^b^  ni  -~  b^  [a]  —  b]] 
-h  a,b,.atbi  [a]  —  bl]  [a]  —  b]) 
H-  a^bj.a^bs  [a]  —  b\  ]  [a]  —  b]  ) 
-+-  a-jbi.Oibi  [a]  —  b]  a'  —  b]] 
+  a,b,  a,b,[a\-b\)    a\-  b\). 

D'après  ces  notations,  les  formules  fondamentales  qui 
expriment  les  valeurs  tjpes  ou  initiales  de  x  et  dej' 
dans  le  groupe  !'E„'  sont 

i  —  2^  i  [  lis  '  ob  ) .  n„_j  {a-  —  b'  ;] 

1  -^9.'1  [Hi  ;  ab  , .  n„^4  (  n^  —  b^  ]   —  etc 

\y=i.l[n,{ab].  n„_,  {a'  —  b'  ] 

I        —  ?/i[n3i'ûè).n„_3  [a'  —b']] 

\  H-2^2[ri5    ab).  T]„_i[a^  —  b^']  —etc 


(' 


Dans  ces  valeurs  de  x  et  de  y^  les  termes  réunis  sous 
un  même  signe  sommatoire  2  ont  tous  le  même  signe, 
ces  groupes  de  termes  prenant  alternativement  le  signe 
-r-  et  le  signe  — ,  en  commençant  dans  Tune  et  dans 
l'autre  formule  par  le  signe  +. 

Avant  d  indiquer  de  quelle  manière,  c'est-à-dire  par 
quelles  permutations  de  signes,  les  2"~'  —  i  autres 
systèmes  de  valeurs  de  x  et  dej  dont  se  compose  le 
groupe  (E„)  se  déduisent  des  formules  types  (i),  fai- 
sons quelques  remarques  essentielles  sur  ces  formules. 

Le  premier  terme  de  la  valeur  de  x,  savoir  Ii„{a^  —  è*), 
est,  d'après  la  conveniion  établie  que  rt,  ^Z»,,  toujours 
positif. 


(  24-  ) 

Le  groupe  de  termes  qui  suit,  compris   avec  le  sigue 

1                .          .           V                                     n  {n  —  i\ 
—  sous  le  premier   signe   L,  se   compose   de  

termes.  Le  suivant  en  contient  sous  le  signe  -h 
n\/i  —  i]  i  n  —  2)(/7  —  3! 

1.9..3.4  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Le  premier  groupe  de  la  valeur  dej^  se  compose  de  n 

r             .                               .           n{n  —  \]  [n  —  i\ 
termes.    Le    suivant  en    contient   '■ — ■>   et 

I.    2.    3 

ainsi  de  suite  d'après  la  même  loi,  de  telle  sorte  que  x 
contient,  en  totalité,  2"~^  termes  etquey  en  contient  le 
même  nombre,  comme  cela  doit  être,  puisque  ces  valeurs 
sont  conjuguées  deux  h  deux. 

[La  suite  prochainevieut.) 


THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQIES; 

Par  m.    h.   LAURENT. 

[SDITE  (*).] 

AUTRE    MANlÈnE    POUR    ARRIVER     ACX    FORMULES    D  ADDITION 
DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 

L'équalion 

dx  (ly 


^[\  —  x^]{\—  k^x^)      v/'i  —  j')  fi  —  >^VM 


(*j  Nouvellef  yinnales,  2' série,  t.  XA'II,  p.   119. 


O, 


(  248  ) 
qui  devient,  par  les  substitutions  x  =  sino,  )''  =:  sini|/, 

d<s  d-h 


v'i  —  fi''  sin-'cp         y/ 1  —  fi''  si^^L 
admet  pour  intégrale 

r^ dx 

Jo    V''  I  —  j:'  :  ■  I  —  X-- 


o, 


1=^  —  /      —  =  const.  ; 


mais  on  peut  lui  trouver,  comme  l'ont  prouvé  Euler  et 
Lagrange,  une  intégrale  algébrique.  Posons,  à  cet  elTet, 
avec  Lagrange, 

,     ,  do  d-h 

(2)  T  _  . 


■Çl  z=  /J,        »  —  o  =  ^ 


ùn'lis:^ 


|=y/,-/.sin>/4^+y/,-A'.i„. 


Z'  —  7 


4/ 1  —  yt^  sin^  -^-i^  _  1/  I  _  ;^  2  sin3 


ilt 


d'où  l'on  lire 


_^^ i-  =  /?-    siii-  -^^ -~  —  sm- 


(  249  ) 
ou  enfin 

(bi  -^ r  =  —  A'sinwsinfl. 

^    '  lit   dt 

Mais,  cil  din'éreiiliant  (3  ),  on  a 

d'^vi        — /-^  sino  cosœ  c/(P  ,     . 

- — I  ~-  '    '    .  ■  -'  :=.  —  k^  Sin'5  cosc-, 

'^^'         v^'i  —  /■'sin^*    ^^' 

dt'  ^        ^ 

d'où  l'on  tire,  par  addition  et  soustraction, 
d'p 


[  <i'P  n  • 

1  — —  =  —  A-'  sin 

\    dt' 


p  ces 7, 

1      nr' 

i  d-q  ,      . 

f  =  —  A-^  sin7  cos/^. 

\    dt' 

De  (6)  et  (7),  on  tire 

«?^^  C0S9  rf-(7  cos/? 

dp  thj  sin  (y  dpd(i  ^mp 
ou 

<•/'/;  cosqdq  d^g  cos p  dp 

dp  sinry  </(y  sin/( 
ou 

r//7  .  r/7 

r:r  a  Sin  q,       —--  :=  y.    Sin  A» , 

dt  '         dt 

a  et  a'  désignant  deux  constantes  qui  doivent  rentrer 
Tune  dans  l'autre.  En  remplaçant  p  el  q  par  leurs  va- 
leurs dans  ces  formules,  on  a 


i  V^i  —  X- sin'o -i- \/i  —  X-sin'-J^  =  a  sin  (5)  —  i}*)» 
\  sj  i  —  fi'  sin' a.  —  v'i  —  •^■'  sin--i  =-^  x'sin   (p  +  t}/). 

Ce  sont  là  deux  intégiales  de  la  formule  (i):   mais,  en 
éliminant  dt  entre  les  deux  formules    précédentes,  on 


(   aSo  ) 
oblient  une  nouvelle  intégrale.  En  elî'et,  on  a 

— . —  =  -T^ OU      a  sin/p  dp  =  y.  sin  a  an  , 

a  siny        a  sin/> 

et,  en  intégrant, 

a  cos/>  =  a'  cos^  +  ^", 

cf!'  étant  une  nouvelle  constante,  et  l'on  a 

(9)  a  CCS  '^  o  -i-  -Il  ;  =  a'  COs(  (p  —  -V  +  a". 

Or,  on  peut  mettre  l'intégrale  de  la  formule  (1)  sous  la 
forme 


,0,  r    "y     r-=^L==  f'u 


/:x  désignant  une  constante  à  laquelle  se  réduit  o  pour 
i^  =  o.  Si,  dans  les  formules  (8)  et  (9),  on  fait  6  =  0, 
on  a 

\j  I  —  /i^  sin'  u.  +  I  =:  a  sin  fx. 


On  en  tire 


\  I  —  /-  sin'pi  —  I  =  a' sin  fi, 
a  coSfA  =;  x'  cospi  -t-  a". 


v'i  —  /-^  sin^a  -f-  i  ,        sj \  —  A'  sin*f/  —  i 


sinp 


s]  \  —  /■- sin V -^  I  yi  —  A'sm'u.  —  I 

a    :=  ■ ^ COSîX — ; '■ cosu, 

sm  u.  '  sm  y. 

OU 

2  COSfi 
a     z=   — : • 

smp. 

En  portant  dans  la  formule  (9)  ces  valeurs  de  «,  «',  a", 
on  a 

i/i  —  A'sinV  -4-1 

—  ces  ^  ç  -K  '}  I 


SlDfi 


Jï  —  X'sm'u.  —  I  .  2COSU. 

-. ~ COS    'i  —■!>     H : — ■- , 

sm  u.  '  •         '  '  sma 


I 


(  2^«  ) 

et,  en  efrectuatit, 


(il)         cos(j>cosij/  —  v'i  —  A'sin'fA  sinep  sinij>  =;-  cosp. 

Cette  formule  est  une  des  intégrales  les  plus  célèbres 
de  l'équalioii  (i);  les  formules  (8)  en  fournissent  deux 
autres  : 

V^i  —  X'sin^ip  +  v/ï  —  /-^sin'-^ 


V  I  —  ^-^  sin'u  -4-1 

=    ■ — ■ ■  Sm  la;- —  iL  )  , 

sm  pi  ^  I        .  I 

y/i  —  /•'  sin'i})  —  y/i  —  />'  sin^ij; 


i/i  —  A^sinV  —  I    • 

. sin  [o  -I-  Y  I , 

sinpt.  ' 

identiques  au  fond  à  la  formule  (i  i). 
Maintenant,  si  l'on  fait 

^o     \/i  — /-'sni'(j)  Jo     y/i  —  >î-'sm'4' 

la  formule  (  i)  donnera 


£ 


=1  a  ^  h  ; 


'o     \/ 1  —  /•^sin^jx 
donc 

(i,  z=:  am  a,     -^  =  ani  6,      y-  =  am  a  —  b] . 

Les  formules  (i  i)  et  (12)  donneront  alors 

(i3)  cnacnbdn[a  —  b]  —  snasnb  =  en  a  —  é], 

(in{a  —  b]  -]-  i 

ana  —  dn  w  = r- —    sn^cn  0  —  snbcna,, 

sn  «  —  b] 

dn  a  —  b]  —  t 

dn«  -)-  dn  y  =-;  ^ 7-7 —  [snacnb  ~\-  snhcna). 

sn(a  —  b) 

Si  nous  posons,  un  instant,  dn  <n  —  h\zz^)  ,  sn  !«  —  h]  =  x. 


(     232    ) 

nous  aurons,  au  lieu  de  ces  tleriiières  formules, 

j-(dn«  —  dnh)  =  [y  -{-  i)[snacTib  —  snicnfl), 

x[dna  -\~  dnb)  =  [jr  —  i)  (snrtcnè  -\-  snbcna), 
ou 

xdna — j)'snrtcné= — snbcna, 

xdnb  ■ — ranbcno  = —  snacnZ». 
Ou  en  tire 

,,              sn''acn-b  —  sn-bcn^a 
sn  [a  —  b]=z  -— , 

,    ,  ,,         snbdnbcnn  —  s^naduacnb 

dn  I  «  H-  ^     =rr    ■— . 

Un  o en  ù  sn  (i  —  ona en  a  sn  o 

Si  l'on  raulliplie  haut  et  bas  ces  deux  formules  par 
l'expression  conjuguée  de  leur  dénominateur,  on  a, 
en  observant  que  sn^acn^è  —  sn-Z>cn^a  est  égal  à 
sn^n  —  sn"Z>, 

dn  bcnbsna  —  dnacna  snb 


(i4)      sn[a  —  èl  = 
f i5  I      dn  a  —  b:  = 


I  —  /^sn^rtsn-6 

/^sn/7sn  h  en  a  en  b  +  dna  dn  h 
i  —  A^sn^a&n^-b 

C.     Q,     F.     D. 


SIR  LES  QUESTIONS  1248  ET  1249; 

Par  m.    E.   CATALAN. 


J'ai  lu,  avec  un  vif  intérêt,  les  deux  Notes  de  M.  le  ca- 
pitaine Moreau  (*).  Elles  m'ont  semblé  susceptibles  de 
certains  compléments,  que  je  soumets  à  l'appréciation  de 
l'honorable  auteur. 

/')  Nouvelles  Annales,   mars  iS'jS, 


(  .53  ) 
I.  M.  Moreau  considère  les  séries 

(')s=(i  +  ?)y"    '^"   ,  ^=(i-'7)y"-^-=^^ 

//  désignant  la  plus  petite  racine  de  Téqualion 

(2)  :r5  —  fljr -t-   I  =  O    (a>2)(*). 

Posant 

...    rr;  o  (  ^  ■  , 


f31             '        i        "^        1 

q- 

^    '         '-+-</       I  -+-  7' 

I   ^Y^ 

f'Tl             '               '' 

7= 

(^^           .-V        '-7^    • 

l-./^ 

M.  Moreau  prouve  que 

Al) 

=  ?(7) 

En  conséquence, 

rs,                         5- 

I  +7 

.V         1—7 


Or  les  séries  (3),  (4)  sont  connues  :  si  l'on  fait,  avec 
Jacobi, 


J(,    ^  I  —  A'  sin^  9  Jo    V^  »  —  ^'^  sin'  9 

^'  4-  /''  =  I  ,      7  :=  e       "', 
on  a 

/(7!  =?(7j 


W7 


I  4-7    /w  1—7  /( 

\/q        27V  ^q       1 


(*)0n  verra   tout  à    l'heure    pourquoi  nous  avons   modifié   les    nota- 
tions employées  par  M.  Moreau. 
(**)  Fundiimenta  nova...,  p.   io3. 


II,   On  a  aussi 
k 


.7)  -^  =  A^- 


.7 


Dans  cette  formule,  £40+1  est  l'excès  du  nombre  des 
diviseurs  de  /\ii-h  i^  ayant  /a  forme  4p-f-i,  sur  h 
nombre  de  ceux  qui  ont  la  forme  4p- —  i  (**).  Consé- 
quemment,  les  formules  (6)  équivalent  à  celles-ci  : 


Sm+i'/ 


I.a  question  1248,  proposée  par  M.  Edouard   Lucas, 
suppose  ft  =  3. 

Il  résulte,  de  cette  valeur, 

3-  v5 
^/="^-' 
I        I        1         I  III 

I       2       5       1 3  4       '  '       29 

Ainsi    ces    deux   séries,  à    termes   fort  simples,   ont 
mêmes  limites  que  les  séries  (8),  ordonnées  suivant  les 

puissances  du  nombre • 

III.   D'après  la  relation 

D„+,  —  aD„+,  4-D„  =  o, 

si  les  deux  premiers  dénondnateurs  sont  entiers,  tous  le 

seront  (***).  Or 

^  ^  I  -1-  <y'         7'  —  <?  +  ' 

Do  =  I ,     D,  = —.  = =  «  —  I  =  entier. 

7  !,  iH-  7  ;  7 

(*)  Fundamentn,  p.  io5.  —  Recherches  sur  tfitelques  [iroiiuils  indéfinis, 
p.  ii5. 

(**■)  Recherches...,  p.  75. 
i'*'*)  Nous  supposons  a  piilier. 


(    2f)5     ) 

Ainsi,   renoncé  de  la  question    12i8   peut  être   modifié 
d'une  infinité  de  manières  (  *) 

Exemples.  —  i"  a  =:  4,      D,  =  3,      ^  =  'i  —  ^/3  : 
^        I        I  I  I  I 

I         r  i  I  I  .4 

.v  =  -—  -H h-.. [**); 

I        5        19       71        ?.b5 

S 


1 


o«  =  6,   D,  ^5,  J,  =  7,  v  =  3-v/H: 


III  I 

5       29        1D9       90D 
III  I 

7     4'     289      1393 

s 


IV.  Dans  son  élégante  solution  de  la   question   124-9, 
M.  le  capitaine  iNIoreau  fait  observer  que  : 
1"   On  satisfait  à  l' équation 

en  prenant. 
il 

./;'  —  v„.r  H-  I  =  o  ; 


(*)  Rcitnvqua  déjà  faite  par    le  capitaine  Moreaii. 
(**)  En  général,   le  dénominateur  du    deuxiciue  terme  de  s  est,  en 
valeur  absolue, 

•  — 9' 

'/{>  —  '/) 


2> 


{  256  ) 


De  là  résultent,   par  exemple,   les   sommations  sui 
vantes,   assez  remarquables  : 

v/l4  =  5-- 


10       lo.gb       10.98.9602 

4  4-  •'^  4-  '6  '5^ 


4      5       5.17       5.17.9,59       5. 17 .257 .65.5'^7 

V.  Comme  l'a  remarqué  M.  Gerono  (*),  l'énoncé  delà 
question  4181  n'est  pas  complet.  D'autre  part,  la  dé- 
monstration publiée  dans  les  Nouvelles  Annales  [**)  est 
un  peu  longue.  On  peut,  comme  il  suit,  trouver  rapide- 
ment la  formule  exacte,  et  même  une  formule  un  peu 
plus  générale. 

On  a,  identiquement , 

a  —  I  I 

a  (i 

a  —  I         b  —  t  I 


a  ab  ah 

a  —  I         h  —  I        r  —  I  I 

I  — ^ -4 ^ 

a  ab  abc  abc 


Par  conséquent  :  1"  Si  les   produits  ab^  ahc^  abcd, 
croissent  au  delà  de  toute  limite^ 

a  —  I        h  —  I       c.  —  \ 


ab  abc 


(_*)  Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.  i8i. 
{**)  T.  XV.  p.  i35. 


(  ^57  ) 
a°  Si  ces  pioduiLs  tondent  vers  une  limite  /. , 


a  —  i        h  —  I        c  — 


I 


a  ab  abc  '  '  '  \ 

On  trouve,  de  la  jnème  Diauière, 

(B 1 ^^  +  -1^+  ...  ^,_|i^  __^ 

n  ab  abc  abc  . 

VI.  Pour  appliquer  la  formule  (A),  prenons 

a  =  l  +  q,       è  =  I  +  r/',      c  =  l-i-'(7\      f/=:I  +  7%. 

De  là  résulte 

X  =r  lim  (i  -f  <7)  (1-1-7=)  (i  -f-  75)  (1-1-7')  •  •  •  '■> 
ou,  avec  les  notations  de  Legendre  (*), 


\  =  P^'  =  l 


2' A     ^' k'Kî'' 


Ail 


1  +  7       ('+'7)('+V')       (J  +  V)  (i  +  '/'j  ('  +  7'] 

-L    _— L      1    _L 

=  i_2«/5"'-'A"'-7'". 

Le  second  membre   peut   être  écrit    autrement.   On 
sait  {**)  que 

« = y^  ?'■(«)  (-  7)"= I  -  X""  ^'('')  (-0""'  7% 

^^i[n)   représentant   le  nombre  des   décompositions  de 


(*)  Recherches  sur  r/aeli/ucs  produits...  (p.  1    ci  1). 

(**)  Recherches...,  p.  /(• 

Ann.  de  Ma ihéma t., "î^ série,  t.  XVII.  (Juin  1878.)  17 


(  î58  ) 
n  ,  en  parties  impaires,  inégales:  par  conséquent, 

"f        1    t I t +    .. 

I  H-  ^         I  -i-  7      :  -T-  7 '        :  1  4-  7     , 1  ~r-  ?'    ,  I  "^  7  ' ; 

Il  est  clair  que  l'ou  pourrait  indéfiniment  multiplier 
ces  applications. 

P.  S.  En  lisant  renoncé  de  la  question  1 181 ,  il  m'a- 
vait semblé  avoir  déjà  vu  le  théorème  qu'il  exprime. 
En  effet,  ce  théorème  est  compris  dans  une  transforma- 
lion  générale,  due  à  Stern,  et  publiée  dans  les  Nouvelles 
jdnnales  (i''*^  série,  t.  M,  p.  438). 


Par  m.   g.  THIEBAUT, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Avant  d'entrer  en  matière,  je  crois   devoir  rappeler, 
en    quelques    mots,    en    quoi    consiste     le   système    de 
JNI.  Peaucellier  : 
ABCD  est  un  losange  articulé 5 
P  un  point  fixe  situé  sur  sa  diagonale  AC; 
BP,  DP  deux  bielles  reliant  ce  point  par  articulations 

aux  sommets  B  et  D  ; 
OC  une  manivelle  mobile  autour  d'un  centre  0  et  dont 

le  bouton  est  articulé  au  sommet  C. 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  de  M.  Gero>"0,  février  1873. 
Journal  de  Physique  de  M.  d'Almeida,  avril  1873.  Mémorial  de  l'officier 
du  Génie.   n°'   "23   et   25.    Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences, 

1"  semestre  1875,  p.  802  et  i')70. 


(  259  ) 
A  décrit  un   arc  de  circonférence  MA  M' de  rayon  AO' 
d'autant  plus  grand  (jusqu'à  l'infini)  que  OP  diffère 
moins  (jusqu'à  zéro)  de  OC. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  le  second  point  I|où  la 
diagonale  AC  coupe  la  circonférence  de  la  manivelle  mo- 
trice OC,  le  rayon  AO'  de  la  transformée  MAM'  est 
parallèle  au  rajon  01  de  la  primitive  SCS'. 


En  effet,  on  sait  que  le  rayon  vecteur  PA   est  ?éci- 
proqne  du  rayon  vecteur  PC,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


PA 


BC   —  BP 
PC 


Cela  tient,  comme  on  sait,  à  ce  que  les  trois  points 
C,  P  et  A  sont  également  distants  des  deux  pointsB  et  D, 
el,  par  conséquent,  en  ligne    droite j   et   à    ce   que    la 

17- 


{   5.6o  ) 
sécante  CPA,  dans  le  cerde  de  centre  (mobile)  B,  et  de 
rayon   constant  BC  ou  BA,  passe  par  un  point  (6xe)  P 
situé  dans  l'intérieur  de  ce  cercle   à  une  distance   con- 
stante BP  du  centre. 

D'un  autre  côté,  dans  la  circonférence  (O,  OC),  le 
rayon  vecteur  PI  est  aussi  réciproque,  pour  les  mêmes 
raisons,  du  même  rayon  vecteur  PC,  c'est-à-dire  qu'on  a 

PC 

Le  rayon  vecteur  PA  de  la  transformée  est  donc  pro- 
poriiofijiel  au  petit  rayon  vecteur  PI  de  la  primitive 
dans  le  rapport 

Bc'  —  Bp' 

ôc'  —  OP' 
d'où  il  suit  que  la  transformée,  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  du  segment  supérieur  SS'  de  la  primitive 
autour  du  point  P,  considéré  comme  pôle  cVinversion^  est 
aussi  la  transformée,  par  rayons  \ecleuvs  proportionnels, 
du  segment  inférieur  II'  de  cette  primitive*,  et  que  le 
point  P  est  en  môme  temps  un  centre  de  similitude. 

11  en  résulte  le  parallélisme  des  rayons  AO'  et  01,  ce 
qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Cela  donne  aussi  une  nouvelle  démonstration  de  la 
propriété  fondamenlale,  rappelée  ci-dessus,  du  losange 
articulé  de  M.  Pcaucellier,  à  savoir  que  la  transformée 
est  une  circonférence. 

On  peut  appliquer  la  nouvelle  propriété  qui  fait  l'objet 
de  la  présente  jNote  à  la  mesure,  avec  quelque  précision 
(suivant  la  grandeur  du  rayon  du  limbe),  des  petits 
angles  qu'on   ne  peut  répéter. 

Il  suftit,  pour  cela,  de  fixer  une  lunette  à  réticule  sur 
le  rayon  01  de  la  primitive,  et  de  lire  l'arc  sur  la  trans- 


(  ^(^^  ) 

formée  considérée  comme  limbe.  Le  rayon  01  est  con- 
duit par  une  coulisse  glissant  sur  la  diagonale  PA.  Le 
point  A,  lui-même,  de  cette  diagonale,  se  meut  à  cou- 
lisse sur  la  tige  rigide  qui  forme  cette  diagonale. 


SOLUTION  D'BE  QIESTION  PROPOSEE  PAR  M.  REALIS 

(voir  2*  série,  t.  XIV,  p.  298  ); 

Par  m.  KOEHLER. 


Dans  toute  équation  du  troisième  degré  dont  les  ra- 
cines sont  a,  b^  c,  les  différences  a  —  Z>,  b  —  c,  c  —  a 
s'expriment  toujours  en  fonction  rationnelle  de  l'une 
d^ elles  et  des  coefficients . 

Voici  vin  calcul  très-simple  et  très-élémentaire  qui 
conduit  à  la  proposition  ci-dessus,  pour  l'équation  com- 
plète au  moyen  d'une  division  algébrique.  Soit 

x^  -\-  px-  -\-  q  .7:  -h  r  =  o 

l'équation  complète:  soient  o,  ô',  o"  les  trois  différences 
a  —  Z»,  b  —  c,  c  —  a  5  on  a  d'abord 


^'8"  =  bc  —  c^  —  nb-h  fie 

=1  {hc  +  ca  -\-  ah]  ~  { a^  -\-  b^  -\-  c'')  -h  {fï  —  by 
=  3 17  —  /''"  -f-  0', 

de  sorte  que  o'  et  ô"  sont  données  par  la  formule 


A  m: zh-  \Il\P-  —  I  ?.  '7  —  o  0-  • 


^S^M' 


(    202    ) 

L'équation  au  carré  des  différences  est,  comme  ou 
sait, 

A' —  -xh'lp-  —  3(j)  -+-  ^'[p'  —  3q  ' 

-f-  ^p^r  —  p''q^  —  iSpqr  -f-  ^q^  -+-  l'^f'  z=z  o, 

OU  abréviativement 

A«—  2]VIA^  +  ]VPA=^  +  N  =  O. 

En  divisant  le  triple  du  premier  membre  de  cette 
équation  par  la  quantité  soumise  au  radical  dans  l'ex- 
pression ci-dessus  de  A,  c'est-à-dire  par  —  3  A'  -t-4]M, 

on   trouve   pour  quotient  —  \  H^ et    pour   reste 

■ h  oiN.  Un  a  donc  la  relation 

9 

et,  comme 

^-^  +  4N  =  -//  H-  9/?'7'  H-  8lA^  —  4/>'^<7  +  I2/»'T  —  5/^pqr 

=  (|/^'—  3/?<7-l-9r)   , 
il  vient,  en  définitive, 


S       sP'-^P'^^9'' 


2  I  o'  +  7  —  Ç 


C.  Q.   F.  D. 


En  faisant  p  =  o,  on  retrouve  l'expression  donnée 
par  M.  Réalis  pour  l'équation  du  troisième  degré  sans 
second  terme. 


P.63 


TIIEOUÈIIE  PROPOSÉ  PAR  M.  DESCOYES 

(Toir  2*  série,  t.  XVI,  p.  229); 

DÉMONSTRATION  DE  M.   MORET-BLANC. 


Si  dans  un  quadrilatère  ABCD,  dont,  on  désigne  les 
côtés  AB,  BC,  CD,  DA  et  les  diagonales  AC,  BD  par 
a^  b,  c,  J,  e,y,  on  a 

c       ad  -^  bc 

on  a  aussi  nécessairement  l'une  des  deux  relations  sui- 
vantes : 

(2)  cf^=  t'(^  -+-  ^^h 

(  î  «'  +  ^'  -t-  c'  +  <^'  —  <?■  — /^  y/+  «c  +  *^  ) 

^     ^       J  —  2.[nb  +  cd)  [ad-\-  bc)=z  o, 

et  réciproquement  l'une  ou  l autre  des  équations  yi)  et 

(3)  entraîne  nécessairement  l' équation  (  i  \ 

Clierclions  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  côtés 
et  les  diagonales  d'un  quadi  ilalère  :  il  v  en  a  nécessaire- 
ment une,  car  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour 
déterminer  un  polygone  de  n  côtés  étant  in  —  3,  c'est 
cinq  pour  le  quadrilatère. 

J'appelle  a  et  (S  les  angles  BAC  et  CAD.  Les  triangles 
BAC,  CAD  et  BAD  donnent 

b"^  =.  a-  -{-  e'  —  "2  ae  ces  a, 

r^  :=  d'  -\-  e''  —  •->.  de  cos  S , 

j-i  -^  ^2  _|.  ^/:  —  -2.  ad  COS  h  ; 


2(S4  ) 

^2    _    ^2   _|_ 


COSp 

cos  A 


lae 

d' 

—  c=  + 

c' 

"2.  (le 

a- 

-h  en  — 

r 

2  ad 


On  a  d'ailleurs 


sin  (  a  +  p  )  =  sin  a  cos  p  +  cos  a  sin  p, 
sin^  (a  +  p)  =  sin-  a  cos-  p+  cos' a  sin'  p 
+  2  sin  a  sin  [i  cos  a  cos  [3 
:=  cos' a  +  cos-p  —  acosacosp  cos  A  =:  i  —  cos^A, 
d'où 

cos-  a  H-  cos'  p  -f-  cos'  A  —  2  cosa  cosp  cos  A  =  I, 

et,  en  remplaçant  cosa,  cosp,  cos  A  par  leurs  valeurs  cl 
cliassaiit  les  dénominateurs, 

e'p  +e=/<  +  e'  /■'  (  fl'  +  è^  +  c'  -f-  c?'  ) 
-+-.?=  («=^>' H- c'rf'  —  /z'c'—  ^>'c?') 

;4)        /        +/=(z«'c=  +  «'rf^  — «V'  — i'^') 

[  —  (a'^''c2  +  rt'i»'^-f-fl^c'^'+  Z>'c5^')=o, 

relation  qui  peut  s'écrire 

[ac  H-  hd—  ef] 

[(«'+  ^z'  4-c'  +  r/'— c'— /'l  (rtc+^»c?  +  e/) 

—  2  (  «6  +  r-c^)  [ad  -t-  Zic  )] 

-!-  [  e  (  aé  +  Ci/)  — /( acf  +  èc )  ]-  =  0, 


(5: 


ce  qui  démontre  le  théorème  et  sa  réciproque. 

Note  du  rédacteur.  —  Quand  le  quadrilatère  ABCD  est  convexe,  l'éga- 
lité (i)  entraîne  l'égalité  (2),  et  inversement.  C^O 
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DÉMONSTRATION  DIN  THÉORÈME  FONDAMENTAL 
DE  LA  THÉORIE  DES  FIGIRES  UOMOGRAPHIQIES  DANS  L  ESPACE 

Par  m.  E.  DEWULF, 

Commandant  du  Génie. 


On  sait  que,  quand  deux  figures  homographiques  sont 
place'es  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  elles 
ont  toujours  quatre  points  correspondants  communs^ 
c'est-à-dire  qu'il  existe  quatre  points  réels  ou  imagi- 
naires, qui,  étant  considérés  comme  appartenant  à  la 
première  figure,  sont  eux-mêmes  leurs  correspondants 
dans  la  seconde. 

Ce  théorème  a  été  démontré  théoriquement,  dans  les 
Nouvelles  Annales,  par  iM.  de  Jonquières  (i''''  série, 
t.  XVII,  i858,  p.  Sa);  mais  je  pense  que  la  démonstra- 
tion de  ce  géomètre  peut  être  rendue  plus  élémentaire: 
le  lecteur  verra  si  je  me  trompe. 

Désignons  par  F  et  F'  les  deux  figures  homographiques; 
par  a  et  a!  deux  droites  correspondantes  :  il  résulte  im- 
médiatement de  la  définition  des  figures  homographiques 
qu'à  un  faisceau  de  plans  passant  par  a  il  correspond 
un  faisceau  projectif  de  plans  passant  par  a',  et  l'on  sait 
que  le  lieu  de  rinterseclion  des  plans  correspondants  des 
deux  faisceaux  projectifs  est  un  hyperboloïde  [«,«']. 

Cela  posé,  soit  iM  un  point  correspondant  commun 
aux  figures  F  et  F',  ce  point  appartiendra  évidemment 
aux  surfacesdu  second  degré  [<7,  a'J,quellesquesoient  les 
droites  correspondantes  a  et  a' . 

Considérons  trois  droites  «i,  «si  ^3  de  la  figure  F,  si- 
tuées dans  un  même  plan  a  et  se  coupant  en  un  même 
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point  A',  à  ces  droites  correspondront  dans  F'  trois 
autres  droites  â^^a^^a^  situées  dans  un  plan  a' corres- 
pondant à  a,  et  se  coupant  en  un  point  A'  qui  correspond 
à  A.  Les  points  correspondants  communs  à  F  et  à  F'  se 
trouvent  au  nombre  des  points  d'intersection  des  trois 
quadriques  [«!,«',],  [rt2,a'J,  [^a^^d^^. 

Or  les  quadriques  [«!,«',],  [«,,«',]  ont  deux  généra- 
trices communes,  les  droites  AA'  et  aa!  non  situées  dans 
un  même  plan,  comme  il  est  facile  de  le  voir;  elles  se  cou- 
pent donc  suivant  deux  autres  droites^  et  q  non  situées 
dans  un  même  plan  et  formant  avec  les  deux  premières 
un  quadrilatère  gauclie.  Les  droites  AA' et  aa' appar- 
tiennent aussi  à  la  quadrique  [«3,  a'3],  c[ui  coupera  les 
côtés  p  el  q  du  quadrilatère  gauche  en  quatre  points 
Pi,P2et  Qi,  Q,.  L'intersection  complète  des  trois  qua- 
driques se  compose  donc  des  droites  A  A',  aa'  et  des 
points  P,,P2,Qi,Q2. 

Les  plans  rtiPi,a',  Pi  sont  correspondants,  puisque  le 
point  Pi  appartient  à  la  quadrique  [«,,rt'|  ]  ;  les  plans 
«2 Pi,  a.  Pi  et  ^^aPi,  n\  Pi  sont  aussi  correspondants  pour 
la  même  raison.  Donc  le  pointPi,  considéré  comme  dé- 
termi  né  par  l'intersection  des  trois  plans  «j  Pi ,  «2  Pi  5  ^3  Pi 
de  F,  a  pour  correspondant  le  même  point  Pi  de  F',  donné 
par  les  trois  plans  a\  Pi,  a\  V^,  a'^  Pi. 

Le  même  raisonnement  peut  s'appliquer  aux  points 
PgjQietQ,;  ce  qui  démontre  que  deux  figures  liomo- 
grapliiquesdans  l'espace  ont  toujours  quatre  points  cor- 
respondants communs;  on  sait  d'ailleurs  qu'elles  ne 
peuvent  en  avoir  un  plus  grand  nombre  sans  se  con- 
fondre. 

Cette  démonstration  nous  donne  les  conséquencessui- 
vantes  :  le  quadrilatère  gauche,  intersection  des  deux 
quadriques  [«i,  a\  ],  [rt,,^',  ],  a  toujours  deux  côtés  réels, 
les  droites  A  A',  y.x' -^  par  conséquent,  les  deux  autres  côtés 
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p  el  fj  sont  aussi  réels:  donc  les  quatre  points  correspon- 
dants communs  aux  deux  figures  lioniograpliiques,  qui 
sont  réels  ou  imaginaires  suivant  que  la  quadrique 
[«3, «'^]  coupe  ou  ne  coupe  pas  les  droites /;  et  ^,  sont 
toujours  situés  sur  deux  droites  réelles.  Le  théorème 
fondamental  dont  nous  nous  occupons  peut  donc  être 
énoncé  sous  la  forme  suivante,  plus  complète  que  celle 
que  l'on  donne  ordinairement  : 

Deux  figures  lioiuo graphiq ues  dans  V espace  ont,  en 
général,  quatre  points  correspondants  communs .  Si  les 
quatre  points  sont  réels,  ils  forment  un  tétraèdre  réel. 
Si  deux  points  seulement  sont  réels,  le  tétraèdre  a  deux 
faces  réelles  qui  passent  chacune  par  un  des  points 
réels,  et  dont  l'intersection  est  laligne  de  jonction, tou- 
jours réelle,  des  deux  points  imaginaires.  Si  les  quatre 
points  sont  imaginaires,  les  faces  du  tétraèdre  le  sont 
aussi,  mais  il  y  a  toujours  deux  arêtes  de  ce  tétraèdre  qui 
sont  réelles.  Sur  chacune  de  ces  arêtes  se  trouvent  deux 
points  imaginaires  conjugués  et,  par  chacune  d'elles, 
passent  deux  plans  imaginaires  conjugués.  Le  nombre 
des  points  réels  est  toujours  égal  à  celui  des  plans  réels. 

Cet  énoncé  a  été  donné  par  M.  Sclioute,  jeune  géo- 
mètre liollandaisj  dans  une  intéressante  étude  sur  l'ho- 
mographie, mais  il  a  établi  le  théorème  par  des  considé- 
rations analytiques  (  *  ) . 


(*)  Homographie,  en  hare  toepassing  on  de  théorie  dcr  opperrlah.  Ken 
den  tiveede/i  grand.  Loydcn,   1870,  pajjcs  18  et  ly. 
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OllESTIOX  PROPOSEE  Al  COXCOIRS  GENERAL  DE  1877, 

POUR     LA     CLASSE     DE     MATHÉMATIQUES     ÉLÉMENTAIRES  5 

SOLUTION  DE  M.   Hexri  BERGSON, 

Élève  du  lycée  Fontaues  (*). 

Etant  donnés  deux  plans  P  et  P'  et  un  point  A  en 
dehors  de  ces  deux  plans  ^  on  considère  tout  es  les  sphères 


qui  passent  parle  point  A,  et  qui  sont  tangentes  aux 
deux  plans  donnés  : 

1°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
centre  de  la  sphère  variable  ; 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  oii  cette  sphère  touche  Vun 
des  plans. 

I.  Soient  P  et  P'  les  deux  plans,  MN  leur  intersec- 
tion, O  le  centre  d'une  des  splières  passant  par  le  point 


(*)  M.  Henri  Bergson  a  obtenu  le  premier  prix. 
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A  et  tangentes  aux  deux  plans-,  CotC  les  points  de  con- 
tact de  cette  sphère  avec  les  deux  plans;  Q  le  plan  pas- 
sant par  le  point  A  et  la  droite  MjN  .  Proposons-nous  de 
trouver  le  lieu  de  la  droite  AO. 

Remarquons  d'abord  que  le  point  O,  équidislant  des 
plans  PetP',  est  situé  dans  le  plan  bissecteur  S  du  dièdre 
PMNP'.  Cela  posé,  abaissons  sur  le  plan  Q  la  perpendi- 
culaire OD,  et  sur  la  droite  MN  la  perpendiculaire  OB  5 
puis  tirons  les  droites  BD,  I3C.  OC,  OA,  AD.  Les  droites 
BD  et  BC  étant,  d'après  un  théorème  connu,  perpendi- 
culaires sur  MN,  les  angles  OBD,  OBC  mesurent  respec- 
tivement les  deux  dièdres  SINliNQ,  SMNP,  ei,  par  suite, 
sont  constants.  Ces  deux  angles  étant  constants,  il  en  est 

OD    OC  ,  , 

de  même  des  rapports  — -?  — -»  et,    par  conséquent,    Je 

OD  .         1        ,  ,    ,j 

rapport  — ;?  quotient  des  deux  rapports  précédents,  est 

constant  aussi. 

Mais,  OC  étant  égale  à  OA,  le  rapport  —--  est  constant. 

Dès  lors,  dans  le  triangle  rectangle  ODA,  le  rapport  — - 

étant  constant,  l'angle  OAD  l'est  aussi,  ainsi  que  son 
complément  OAL,  obtenu  en  élevant  sur  le  plan  Q  la 
perpendiculaire  AL.  L'angle  OAL  étant  constant,  le  lieu 
de  la  droite  AO  est  la  surface  d'un  cône  de  révolution 
dont  l'axe  est  AL. 

Calcul  du  demi-angle  du  cône.  —  Il  est  facile  de  cal- 
culer le  demi-angle  OAL  de  ce  cône.  Désignons,  en 
elïet,  par  a  et  j3  les  deux  dièdres  SMNQ,  SMINP. 

On  a 

op 

OD        OD         ÔB         sina 
cosOAL  =  sinOAD  ==-—-=:-—==  — —  =  -. — -  ; 
OA        OC        OC        sm  p 

ÔB 
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d'où 

^  .  »         si  n  a 
cosOAL  =  -. 

sin  p 

Discussion. —  Les  angles  a  et  {3,  l'un  inférieur,  Taulre 
égala  la  moitié  du  dièdre  PMJNP',  sont  toujours  aigus; 
donc,  pour  que  cosOAL  et  par  suite  OAL  lui-même 
existent,  il  faut  qu'on  ait  a  <C\^-  Cette  conséquence  pou- 
vait être  prévue-,  car,  si  a  est  plus  grand  f[ue  (3,  le  point 
A  est  extérieur  au  dièdre  PjMNP',  et  la  sphère  O  est 
tangente,  non  plus  à  P  et  à  P',  mais  à  l'un  d'eux  et  au 
prolongement  de  l'autre,  ou  aux  prolongements  de  tous 
deux. 

Si  l'on  suppose  a  =  p,  on  a 

cosOAL  =  I, 

et  par  conséquent  l'angle  OAL  est  nul.  Le  lieu  se  réduit 
doncà  ladroite  AL.  Ce  résultat  pouvaitencoreêtre  prévu  5 
car,  si  les  angles  a  et  (3  sont  égaux,  le  point  A  est  contenu 
dans  le  plan  P,  et  il  n'existe  plus  qu'une  seule  sphère  pas- 
sant par  le  point  A  et  tangente  aux  deux  plans. 
Si  l'on  suppose  a  ^  o,  on  a 

cos  OAL  =  0     et     OAL  =  90°. 

Le  lieu  est  alors  la  surface  d'un  cône  dont  le  demi-angle 
est  un  angle  droit,  c'est-à-dire  un  plan.  Ce  résultat 
pouvait  encore  s'obtenir  a  priori,  car,  si  l'angle  a  est  nul, 
le  point  A  est  situé  dans  le  plan  bissecteur  S,  et  toutes 
les  droites  AO  sont  contenues  dans  ce  plan. 

Généralisation  du  problème.  —  Dans  le  problème 
précédent,  on  a  supposé  que  la  sphère  variable  était  tan- 
gente aux  deux  plans  donnés,  ou,  en  d'autres  termes, 
faisait  avec  ces  deux  plans  des  angles  nuls.  On  peut  gé- 
néraliser la  question  et  supposer  que  la  sphère  variable, 
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au  lieu  de  faire  avec  les  deux  plans  des  angles  nuls,  coupe 
ces  deux  plans  sous  des  angles  déterminés.  Je  dis  que  le 
lieu  de  la  droite  AO  est  encore,  dans  ce  cas,  un  cône 
ayant  pour  axe  la  droite  AL. 

En  effet,  soit  O  le  centre  de  l'une  des  sphères  consi- 
dérées. Désignons  par /•  son  rayon,  et  par  p,p',q  les  dis- 
tances respectives  du  point  O  aux  trois  plans  P,  P',Q.  La 
sphère  coupant  les   deux   plans  sous  des  angles  déter- 

•    '  •     f     -1  1  F    p' 

mines,  on  voit  lacilement  que  les  rapports  -i  —5  et  par 

1  •  P  T  P 

suite   leur  quotient  — ,»   sont    constants.    Le  rapport  —, 
^  P  P 

étant  déterminé,  le  point  O,  d'après  un  théorème  connu, 
est  situé  dans  un  plan  déterminé  S  passant  par  MxS .  Dès 
lors,  les  trois  plans  P,Q,S  se  coupant  suivant  une  même 
droite  MN,  on  sait  que  le  rapport  des  distances  d'un 
point  quelcon([ue  du  plan  S  aux  deux  autres  plans  est 

constant.  Donc  le  rapport  -  est  constant  ^  et,  comme  le 

rapport  -»  ainsi  qu  on  1  a  vu,   est  constant  aussi,  il  en 

est  de  même  du  quotient  -  de  ces  deux  rapports.  Ainsi, 

dans  le  triangle  rectangle  ODA,  le  rapport-,  c'est-à-dire 

— — j  est  déterminé,  et  par  suite  l'angle  OAD  et  son  com- 
plément OAL  sont  constants.  Le  lieude  la  droite  AOest 
donc  encore  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  AL. 

IL  Proposons-nous  maiîitenant  de  trouver  le  lieu  du 
point  de  contact  C  de  la  sphère  O  avec  le  plan  P'. 

Abaissons  du  point  A,  sur  le  plan  bissecteur  S,  la  per- 
pendiculaire AH,  qui  coupe  le  plan  S  en  H,  et  le  plan 
P'enE;  puis  tirons  les  droites  ()H,OE,  OC',EC',  et  dé- 
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signons  par  A'  le  point  où  AH  coupe  la  sphère  O.  Les 
triangles  OAH,  OA'H  étant  évidemment  égaux,  le  point 
A'  est  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  au  plan  S  5 
donc  ce  point  A'  est  fixe.  Or  la  droite  EC étant  tangente 
à  la  splière,  on  a 

EC  =  EA  X  EA'  =  const. 

La  droite  EC  étant  constante,  le  lieu   du  point  C  est 
une  circonférence  dont  le  centre  est  E  et  le  rayon  EC. 
Calcul  du  rayon.  —  On  a  évidemment 


EC    =  EO   —  OC    =  hO   —  OA  . 

D'autre  part,  la  droite  AH,  perpendiculaire  au  plan 
S,  l'est  aussi  à  la  droite  OH.  On  a  donc 

ËÔ    —  ÔÂ'  =  EH    —  AH 
d'où 

Ëc'  ^m  —ah'. 

Discussion.  —  La  formule  précédente  montre  queEH 
doit  être  plus  grande  que  AH  5  ce  que  l'on  pouvait  pré- 
voir, puisque,  dans  le  cas  contraire,  le  point  A  serait 
extérieur  au  dièdre. 

Si  Ton  suppose  EH  =  AH,  la  droite  EC  devient  nulle, 
et  le  cercle  se  réduit  à  un  point.  En  effet,  si  les  lignes 
EH  et  AH  sont  égales,  le  point  A  est  dans  le  plan  P,  et 
il  n'existe  qu'une  seule  sphère  passant  par  le  point  A  et 
tangente  aux  deux  plans. 

Si  l'on  suppose  AH  =  o,  on  a  EC  =  EH  ;  ce  qui  était 
évidente  priori,  car  alors  le  point  A  est  situé  dans  le 
plan  bissecteur  S,  et  les  deux  droites  EC,  EH  sont  tan- 
gentes à  la  sphère. 

HL  Des  propositions  précédentes  on  peut  tii'er  di- 
verses conséquences. 
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1.  Remarquons  d'abord  que  le  poi tu  O,  équidislant  du 
point  A  et  du  plan  P,  se  trouve  situé  sur  un  paraboloïde 
de  révolution  ayant  le  point  A  pour  foyer  et  le  plan  P 
pour  plan  directeur.  Pour  la  même  raison,  il  est  situé 
sur  lin  paraboloïde  dont  le  foyer  est  A  et  dont  le  plan 
directeur  est  P'.  Enfin  le  point  O  est  contenu  dans  le 
plan  S.  Le  lieu  du  point  O  peut  donc  être  défini,  soit 
par  l'intersecllon  d'un  plan  et  d'un  paraboloïde,  soit  par 
l'intersection  de  deux  paraboloïdes. 

Or,  le  point  O  étant  si  lue  sur  la  droite  OC,  le  lieu  de 
ce  point  est  situé  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit  dont 
la  base  est  un  cercle  ayant  E  pour  centre  et  EC  pour 
rayon  5  donc  le  lieu  du  point  O,  inlersection  d'un  cy- 
lindre et  d'un  plan,  est  une  ellipse. 

De  là  les  deux  tliéorèmes  suivants  : 

i"  V intersection  d'un  paraboloïde  par  un  plan  est 
une  ellipse. 

■j.°  L'intersection  de  deux  paraboloïdes  ayant  niêiue 
fojer  est  iine  ellipse. 

D'autre  part,  on  a  vu  que  le  lieu  de  la  droite  AO  est  un 
cône  de  révolution  5  de  là  ce  troisième  lliéorème  : 

3''  Si  l'on  coupe  un  paraboloïde  par  un  plan,  le  cône 
quia  pour  base  la  section  et  pour  sommet  le  foy er est 
un  cône  de  révolution. 

Enfin  on  sait  que  le  lieu  du  point  C,  projection  du 
point  O,  est  un  cercle  \  d'où  ce  quatrième  théorème  : 

^°  Si  Ton  coupe  un  paraboloïde  par  un  plan,  la  pro- 
jection de  la  section  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
est  un  cercle. 

2.  Prenons,  maintenant,  pour  origine  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  et  transformons  par  rayons  vecteurs 
réciproques  la  figure  considérée.  Les  deux  plans  P  et  P' 

Anit.  de  l\lnthrinat.,  2«  série,  t.  XVII.  (.liiin  1S78.)  18 
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deviennent  deux  sphères,  et  la  sphère  O  est  encore  une 
sphère  nouvelle  variable,  passant  par  le  point  A  et  tan- 
gente aux  deux  autres.  D'autre  part,  la  circonférence 
ayant  E  pour  centre,  et  EC  pour  rayon,  devient  une  cir- 
conférence tracée  sur  la  sphère  réciproque  du  plan  P'. 
On  voit  donc  que,  si  les  plans  P  et  P'  sont  remplacés  par 
des  sphères,  le  lieu  du  point  C  est  encore  une  circonfé- 
rence. 

Si  l'on  suppose  le  centre  d'inversion  choisi  dans  l'un  des 
plans  P  et  P',  on  voit  que  la  solution  reste  la  même  quand 
un  seul  des  plans  donnés  est  remplacé  par  une   sphère. 

Enfin,  si  l'on  prend  pour  centre  d'inversion  le  point  A, 


les  plans  P  et  P'  deviennent  des  sphères,  et  les  sphères  O 
des  plans  ;  d'où  ce  théorème  bien  connu  : 

Si  l'on  méfie  fies  plans  tangents  à  la  fois  à  deux 
sphères  données,  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces 
plans  avec  chacune  des  sphères  est  un  cercle. 

IV.  —  Autres  solutions  des  questions  proposées . 

1°  Proposons-nous  d'abord  de  trouver  le  lieu  de  la 
droite. 

Tous  les  points  O  doivent  satisfaire    à    la    condition 
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d'être  équidistants  du  point  A  et  du  plan  P  ;  ils  sont  de 
plus  contenus  dans  le  plan  S.  Considérons  deux  points 
O  et  O'  du  plan  S  satisfaisant  à  celte  condition;  tirons 
les  droites  AO,  AO',  et  abaissons  sur  le  plan  P  les  per- 
pendiculaires OC,  O'C,  et  sur  le  plan  Q  les  perpendicu- 
laires OD,  O'D';  puis  menons  les  trois  droites  00',  CC, 
DD',  qui  aboutissent  toutes  trois  au  point  B  de  la  droite 
MN.  On  a 

OD  OB  OC 


O'D'       OB'        O'C" 

et,    comme  on  a   OC  =  OA,  et  O'C  =  O'A,  on  en  dé- 
duit 

OD         OA  OD       O'D' 


ou      — .-  = 


O'D'       O'A  OA        O'A 

Dès  lors,  si  l'on  tireAD  et  AD',  les  deux  triangles  rec- 
tangles ADO,  AD'O'sont  semblables;  donc  les  angles 
OAD,  O'AD'  que  font  avec  le  plan  Q  les  droites  AO, 
AO'  sont  égaux,  et  l'on  conclut,  comme  précédemment, 
que  le  lieu  de  AO  est  un  cône  de  révolution  dont  l'axe 
est  perpendiculaire  au  plan  Q. 

2°  Cherchons,  maintenant,  le  lieu  du  point  de  contact 
de  la  sphère  variable  avec  Vun  des  deux  plans. 

D'après  le  théorème  deDupuis,  si  une  sphère  variable 
est  tangente  à  trois  sphères  données,  le  lieu  du  point  de 
contact  de  la  sphère  variable  avec  chacune  des  trois 
autres  est  une  circonférence. 

Supposons  que  l'une  des  trois  sphères  fixes  se  réduise 
à  un  point  et  que  les  deux  autres  sphères  se  coupent  :  le 
théorème  subsiste  encore.  Cela  posé,  transformons  la 
figure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  pour 
origine  un  des  points  de  l'intersection  des  deux  sphères. 
Le   point  donné  devient   alors    un   point   A;    les  deux 

i8. 
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sphères  deviennent  deux  plans  P  elP'.  D'ailleurs,  le  lieu 
des  points  de  contact  de  chacun  de  ces  plans  avec  la  sphèie 
variable  est  encore  une  circonférence.  Le  problème  est 
donc  résolu. 


AGRÉGATION  DES  LYCÉES  (COXCOIRS  DE  1877; 

ORDRE    DES    SCIENCES    MATHÉMATIQUES. 


COMPOSITION   DU  8    AOUT. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  A  : 

i"  Trouver  un  point  B  tel  que,  en  menant  par  ce  point 
un  plan  quelconque  P,  la  droite  AB  soit  toujours  Fun 
des  axes  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A,  et  pour 
base  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  P5 

1°  Le  problème  a,  en  général,  trois  solutions  :  trouver 
pour  quelles  positions  du  point  A  le  nombre  des  solu- 
tions devient  infini  : 

3°  Le  point  A  restant  fixe,  on  suppose  que  l'ellipsoïde 
se  déforme  de  façon  que  les  trois  sections  principales 
conservent  les  mêmes  foyers,  et  Ton  demande  le  lieu  que 
décrit  alors  le  point  B. 

COMPOSITION  DU  f)  AOUT. 

I.  —  Mathématiques  élémentaires . 

Une  droite  AB  de  longueur  donnée  tourne  autour  de 
son   milieu  O,  supposé  fixe,  de  façon  que  les  rapports 
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-—■>  —- des  distances  de  ses  extrémités  A  et  B  à  deux  points 
AD    BD  "^ 

fixes  C  et  D  soient  toujours  égaux  entre  eux  :  trouver  le 

lieu  engendré  par  celte  droite  AB. 

II.  —  3Iécanique  élémentaire . 

Deux  poids  P  et  P'  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sur 
deux  plans  inclinés  dont  l'intersection  est  horizontale; 
ces  deux  poids  s'attirent  proportionnellement  à  leurs 
masses  et  à  une  puissance  connue  de  leur  distance  mu- 
tuelle :  trouver  leur  position  d'équilibre. 

Etudier  le  même  problème  en  tenant  compte  du  frot- 
tement que  Ton  suppose  le  même  pour  les  deux  plans 
inclinés.  [On  négligera  les  ditneJisions  des  deux  poids.) 

COMPOSITION  DU    lO  AOUT. 

Qtiestiofi  de  méthode  et  d'histoire  des  Mathématiques . 

Exposer  la  marche  à  suivre  pour  trouver  l'équation 
d'un  lieu  géométrique,  en  Géométrie  plane.  —  Choisir 
des  exemples  propres  à  faire  comprendre  la  méthode  et 
à  mettre  en  évidence  les  particularités  les  plus  remarqua- 
bles que  l'on  peut  rencontrer  dans  cette  recherche. 

COMPOSITION  DU    25   AOUT. 

Sur  les  matières  de  la  licence. 

Etudier  le  mouvement  des  deux  points  pesants  ^  et  m 
qui  s'attirent  proporiionnellement  à  leur  masse  et  à  leur 
distance  :  le  point  fx  est  assujetti  à  rester  sur  une  verli-' 
cale  Oz,  et  le  point  m  à  rester  sur  un  plan  horizontal  qui 
tourne  uniformément  autour  de  la  verticale  O^. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQIES  (ANNÉE  1877). 


Leçons  de  Mathématiques  spéciales. 

1**  Théorie  des  plans  diamétraux  et  des  diamètres 
dans  les  surfaces  du  secoud  degré. 

2"  Règle  des  signes  de  Descartes. 

3°  Théorème  de  Rolle.  —  Application  à  la  séparation 
des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcendante. 

4°  Théorème  des  projections.  —  Application  à  la 
transformation  des  coordonnées  dans  l'espace. 

5°  Tangentes  et  asymptotes  des  courbes  rapportées  à 
des  coordonnées  polaires. 

6°  Exposer  les  méthodes  principales  qui  permettentde 

reconnaître  la   nature  d'une  surface  du   second  ordre, 

donnée  par  une  équation  à  coefficients  numériques. 

''           I  \  ^ 
17°    lira  I  I  H j     lorsque  m  devient  infini. 

8°  Théorème  de  Sturm.  —  Usages  de  ce  théorème. 

9°  Transformation  des  équations.  —  Exemples. 

10°  Discussion  de  courbes  en   coordonnées  polaires. 

1 1"  Approximation  des  racines  (méthode  de  Newton). 

12°  Sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second 
ordre.  —  Cas  où  la  surface  est  rapportée  à  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  quelconques. 

i3°  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le 
cas  où  la  section  a  des  branches  infinies. 

i4''  Réduction  de  l'équation  générale  du  second  ordre 
à  trois  variables  à  ses  formes  les  plus  simples  (coordon- 
nées rectangulaires). 

i5°  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré. — 
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Solution   au  moyen  d'une  équation  du  troisième  degré. 
—  Discussion. 

16"  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données rectilignes. 

17"  Étude  de  la  fonction  exponentielle  a'.  —  Des 
logarithmes  considérés  comme  exposants. 

Leçons  de  Mathématiques  élémentaires. 

i^  Divisibilité.  —  Caractères  de  divisibilité  par 
2,  5,  4,  25,  9,  3,  II. 

1^  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions 
décimales.  —  Fractions  périodiques. 

3°  Première  leçon  sur  la  mesure  des  surfaces. 

4°  Formules  pour  la  résolution  des  triangles. 

5°  Volume  de  la  sphère.  —  Théorèmes  qui  y  condui- 
sent. 

Cl  -iV^     I      p  ^  -4—  c 

6°  Maximum  et  minimum  de  —7— 77 7  ' 

a  x'  -\-  0  X  -\-  c 

7°  Racine  carrée  (Arithmétique). 
8°  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou  plusieurs 
nombres  entiers.  —  Plus  petit  commun  multiple. 
9"  Première  leçon  de  Géométrie  descriptive, 
lo**  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

ax^ -{-hx  -{-  c=io. 

11°  Première  leçon  de  Trigonométrie. 

12**  Première  leçon  de  cosmographie. 

i3*'  Multiplication  algébrique. 

i4°  Premièie  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

1  5°  Mesure  des  angles. 

16°  Résolution  et  discussion  du  système  d'équations 

ax  -ir  by  r=  Cy 
a'x  +  h' y  =:  c'. 
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Géoméliie  descriptive. 

Étant  donnés  un  paraboloïde  de  révolulion  P  dont 
Taxe  est  vertical,  et  une  droite  D  qui  rencontre  cet  axe, 
on  coupe  la  surface  P  par  des  plans  horizontaux,  et  Ton 
transporte  chaque  section  dans  son  plan,  de  manière  que 
son  centre  vienne  se  placer  sur  la  droite  D  :  on  obtient 
ainsi  une  surface  S. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  mener  le  plan  tangent  à  la  surface  S  en  un  point 
de  cette  surface  dont  la  projection  verticale  ni!  est  don- 
née ; 

2"  De  construire  l'intei'section  des  surfaces  Pet  S. 

Données.  —  Le  sommet  du  paraboloïde  P  est  à  y  cen- 
timètres en  avant  de  la  ligne  de  terre  (on  le  placera  à 
10  ou  12  centimètres  du  bord  droit,  de  la  feuille.) 

Le  foyer  de  la  parabole  méridienne  est  à  i  centimètre 
au-dessus  du  sommet. 

La  droite  D  est  parallèle  au  plan  vertical;  sa  trace  ho- 
rizontale est  à  7  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre, 
et  à  5  centimètres  à  gauche  du  sommet  du  paraboloïde  P. 
Sa  projection  verticale  fait  un  angle  de  60  degrés  avec  la 
partie  droite  delà  ligne  de  terre. 

Le  point  m'  est  à  9  centimètres  au-dessus  de  la  ligiîc  de 
terre,  et  à  45  millimètres  à  gauche  de  la  projection  ver- 
ticale de  l'axe  du  paraboloïde. 

Èfyreuve pratique  de  calcul. 

Sachant  que  le  polynôme 

j^  -h  1,7  xj'^  —  2,25  .r' j  —  3 ,  825  x'^ 

H-  2J^  H-  3xj  -l-o,6.r-  —  y  -\-  ^y'ix  —  2 

estdécomposable  en  facteurs  du   premier  degré,  on  de- 
mande d'opérer  cette  décomposition. 
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CORUESPONDAKCE. 


1.  Nous  avons  reçu  de  M.  G.  Chambon  une  Note  in- 
titulée : 

Lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère. —  Conique  des  neuf  points. 

Dans  cette  Noie  il  estdémoulré  que  le  lieugéométri<[ue 
des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  (juadrilalère 
donné  ABCD  est  une  ligne  du  second  degré  qui  passe  ; 

1°  Par  les  trois  points  où  se  coupent  deux  à  deux  les 
côtés  opposés  et  les  diagonales  du  quadrilatère  -, 

a"  Par  les  six  points  milieux  des  côtés  et  des  diago- 
nales. 

C'est  à  cause  de  ces  propriétés  que  Tauteur  de  la 
Note,  considérant  un  triangle  ABC,  déterminé  par  trois 
des  sommets  du  quadrilatère,  nomme  conique  des  neuf 
points  de  ce  iriangli;,  le  lieu  géométrique  dont  il  s'agit. 

Lorsque  le  quatrième  sommet  D,  du  quadrilatère  coïn- 
cide avec  le  point  d'intersection  des  trois  liauteuis  du 
triangle  ABC,  l'écjuation  de  la  conique  devient  celle 
d'une  circonférence,  et  l'on  retrouve  ainsi,  comme  cas 
particulier,  une  proposition  bien  connue  sous  la  déno- 
mination de  la  circonjérence  des  neuf  points. 

2.  MM.  Félix  Sautreaux  et  Du  noyer  nous  ont  adressé, 
successivement,  d'intéressantes  recherches  sur  le  théorème 
de  Pascal.  Ce  théorème  a  été,  comme  on  sait,  démontré 
dedillérentes manières, en  ledéduisant  de  différentes  pio- 
posilionsde  Géométrie  plane  auxquelles  correspondent, 
dans  l'espace,  des  propositions  analogues.  En  voici  un 
exemple  très-simple,  qui  se  trouve  dans  le  travail  de 
M.  Sautreaux. 
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Si  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  les  trois 
autres  cordes  d'intersection  concourent  au  même  point. 

Si  trois  surfaces  du  second  ordre  ont  une  conique 
commune,  les  plans  des  trois  autres  coniques  d'intersec- 
tion passent  par  une  même  droite. 

3.  Les  deux  questions  de  Géométrie  analytique,  pro- 
posées au  concours  d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (voir 
t.  XVII,  p.  20oet2o3),ont  été  résolues  par  M.  Y.  Griess, 
maitre  répétiteur  au  lycée  d'Alger-,  et  la  question  de  Ma- 
thématiques spéciales  du  concours  général,  par  M.  Bar- 
barin. 


PIBLICATIOXS  RECENTES. 


1 .  Traité  de  Géoaiétrie  analytique,  précédé  des  Èlé- 
Tuents  de  la  Trigonométrie  rectiligne  et  de  la  Tngono- 
niétrie  spliéiique,  par  A.  Boset,  ingénieur  honoraire 
des  Mines,  candidat  es  sciences  physiques  et  ma- 
thématiques, professeur  de  Mathématiques  supérieures 
à  l'Athénée  royal  de  Namur. —  Bruxelles,  Gustave 
Mayolez,  libraire-éditeur,  rue  de  l'Impératrice,  i3; 
Paris,  Gauthier-Yillars,  libraire,  quai  des  Grands- 
Augustins,55  (  1878).  Un  volume  in-8  de  700  pages. 
Prix  :  12  fr. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  deux  Parties^  la  première 
comprend  les  éléments  des  deux  trigonométries  et  leurs 
applications  à  la  résolution  de  divers  problèmes  impor- 
tants, qui  n'ont  pas  été  résolus  dans  plusieurs  autres 
Traités  de  Trigonométrie.  Nous  avons,  par  exemple,  re- 
marqué la  formule  qui  donne  le  volume  d'un  tétraèdre 
en  foaction  des  six  arêtes. 
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La  seconde  Partie  est  un  Traité,  des  plus  complets,  de 
Géométrie  analytique  plane.  On  y  trouve  un  grand 
nombre  d'exercices  bien  choisis,  les  démonstrations  de 
plusieurs  propriétés  peu  connues  et  utiles  pour  la  con- 
struction des  courbes  du  second  degré.  —  Une  théorie 
nouvelle  des  asymptotes,  que  l'auteur  considère  comme 
des  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  à  l'infini. 
Les  théories  générales  des  foyers  et  circonférences  fo~ 
cales-,  des  diamètres  et  diamètres  conjugués.  —  Sys- 
tèm.es  homographiques.  —  Courbes  enveloppes.  —  Po- 
laires réciproques.  —  Coniques  rapportées  aux  côtés 
d'un  triangle  autopolaire.  —  Invariants,  covariants.  — 

Homothétie Toutes  ces  théories  et  propositions  sont 

exposées  avec  ordre  et  clarté. 

L'ouvrage  de  INL  Boset  nous  semble  appelé  à  un  grand 
succès  5  il  peut,  certainement,  être  recommandé  aux  étu- 
diants et  aux  professeurs. 

2.  Sullacinematica  di  un  corposolido.  Nota  del  S.C. 
Prof.  Giuseppe  Bardelli. 

Letta  ncH'adunanza  del  28  marzo  1878  del  R.  Islituto 
Lombardodi  Scienze  e  Lettere. 

Milano,  coi  tipi  di  G.  Bernardoni  (1878). 

3.  Greek  Geonietry,  front  Thaïes  to  Euclid,  bj 
George  Johnston,  Allman,  II.  D.,  professor  of  Ma- 
ihematics,  and  Member  of  the  senate,  of  the  Queeu's 
Universily  in  Ireland. 

Dublin,  prinled  at  the  University  press,  by  Ponsonby 
and  Murphy  (1877). 

4.  Grundlagen  der  Ikonognosie.  3Iit  Beriicksichti- 
gung  ihres  J^crhciltnisses  zu  anderen  exacten  TVissen- 
schaften,  inshesonderc.  zur  «  Géométrie   descriptive  » 


(  ^84  ) 
uon  FuAKz  TiLSER,  Professer  am  K.  K.  Lohmisclien  poly- 
leclinikum  in  Prag.  1.  Ablheilung.  Mit  5  lilhogr.Tafeln. 

(Ans  den  Abhandiungen  der  k.  Bolim.  Gesellschaft 
der  AVissenscliaften.  vi.  FoJge.  9.  Band)  (Matliem. 
naturwiss.  —  Classe  n"  3.) 

Prag.  Verlag  der  kon.  b'ihniischen  Gftsellschafl  der 
Wisseiischaften  ;  Druck  von  Dr.  Ed.  Grégr.  (  1878.  ) 

Théorie  mathématique  des  opérations  fijvakcières  ; 
par  M.  Hippoljte  Charlon.  2*^  édition;  Paris,  Gau- 
thier-Villars,  1878.  Grand  in-8°.  Prix  :   la^'^ao. 

L'auteur,  dans  cette  seconde  édition  de  la  Théorie  mathéma- 
tique des  opérations  financières,  s'est  efTorcé  d'en  rendre  la  lecture 
facile  aux  ^lersonnes  qui  ne  connaissent  que  les  notions  les  plus 
élémentaires  de  l'Algèbre.  Les  démonstrations  qui  exigent  une  con- 
naissance approfondie  des  procédés  algébriques  ont  été  reléguées 
dans  des  Notes  placées  à  la  6n  de  l'Ouvrage. 

Il  a  ajouté  considérablement  au  texte  et  aux  Tables  de  la  pre- 
mière édition,  publiée  en  18G9. 

Des  lois  édictées  en  1872  et  1875  ont  frappé  les  obligations  de 
trois  taxes  qui,  modifiant  leur  valeur,  ont  apporté  des  complica- 
tions nouvelles  dans  tous  les  problèmes  qui  les  concernent.  Le  lec- 
teur verra  avec  intérêt  les  procédés  simples  et  ingénieux  inventés 
par  M.  Achard  pour  triompher  de  ces  complications. 

L'auteur  a  pensé  que  les  Théories  des  Opérations  de  Bourse  et 
de  Change,  ainsi  que  celle  de  la  Comptabilité,  se  rattachaient  na- 
turellement à  son  sujet  ;  aidé  par  MM.  Jay,  Baudesson  de  Riche- 
bourg  et  Tricart,  il  a  consacré  trois  Chapitres  à  leur  exposition. 

Il  a  ajouté  aux  Tables  logarithmiques  de  Fédor  Thoman,  qui  ac- 
compagnaient la  première  édition,  des  Tables  numériques  relatives 
aux  obligations  de  chemins  de  fer  et  aux  calculs  d'intérêts  com- 
posés et  d'annuités. 

Ces  nouvelles  Tables  permettent  de  résoudre,  avec  le  seul  se- 
cours des  opérations  élémentaires  de  l'Arithmétique,  les  problèmes 
les  plus  compliqués  de  la  finance,  et  notamment  ceux  qui  concer- 
nent les  parités  des  valeurs. 

Voici  d'ailleurs  le  contenu  des  différents  Chapitres  : 

Chapitre  I.  —  Intérêt  simple  et  composé.  Escompte.  Écliéance  com- 
nunie.  Échéance  movenne. 
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CiiAP.  II.  —  Renies.  Perpétuités.  Rentes  limitées. 

CiiAP.  III.  —  Emprunts  remboursables  par  des  rentes  à  termes  con- 
stants. Évaluation,  d'après  un  taux  d'intérêt  quelconque,  de  la  nue  pro- 
priété des  titres  d'un  em])riint,  de  leur  jouissance  et  de  ces  titres  eux- 
mêmes. 

Chap.  IV.  —  Emprunts  par  obligations.  Évaluation,  d'après  un  taux 
d'intérêt  quelconque,  de  la  nue  propriété  des  obligations  d'un  emprunt, 
de  leur  jouissance  et  de  ces  obligations  elles-mêmes. 

Chap.  V.  —  Rentes  dont  les  termes  varient  en  progression  géomé- 
trique. Emprunts  remboursables  par  des  rentes  dont  les  termes  forment 
une  progression  géométrique.  Rentes  dont  les  termes  varient  en  pro- 
gression arithmétique.  Emprunts  remboursables  par  des  rentes  dont  les 
termes  varient  en  progression  arithmétique. 

Chap.  VI.  —  Fonds  publics  français.  Opérations  du  Crédit  foncier  de 
France. 

Chap.  VII.  —  Définition  de  la  parité  des  valeurs.  Recherche  du  taux 
correspondant  au  prix  d'une  rente.  Évaluation  de  l'influence  des  taxes 
sur  la  valeur  des  obligations.  Recherche  du  taux  d'intérêt  correspondant 
au  prix  d'une  obligation  frappée  des  trois  taxes.  Exemples  de  calculs  de 
parités. 

Chap.  VIII.  —  Définition  de  la  Bourse,  son  rôle  dans  la  physiologie 
sociale.  Historique  des  opérations  de  Bourse  proprement  dites.  Des 
usages  de  place  à  la  Bourse  de  Paris. 

Chap.  IX.  —  Du  change.  De  la  lettre  de  change.  Des  cotes.  Des  arbi- 
trages. Arbitrages  de  fonds  publics.  Arbitrages  des  matières  d'or  et  d'ar- 
gent. 

Chap.  X.  —  Définition  et  origine  de  la  comptabilité.  Enregistrement 
et  classification  des  faits  commerciaux.  Des  deux  principales  méthodes 
de  comptabilité.  Des  livres  de  commerce.  De  la  balance.  De  l'inventaire 
ou  bilan.  Applications.  Tenue  des  livres  de  la  maison  Pierre  et  C'".  Ou- 
verture et  clôture  des  écritures  d'une  maison  de  commerce. 

Théorie  des  ijntérêts  composés  et  des  aninuités,  sui- 
vie DE  Tables  logarithmiques;  par  Fédor  Thoman. 
Ouvrage  traduit  de  l'anglais  par  M.  l'abbé  BoucJiard^ 
et  précédé  d'un  Avertissement  de  M.  /.  Berlvdud, 
Paris,  Gauihier-\  illars,  1878.  Grand  in-8°.  Prix  : 
10  francs. 

La  première  édition  do  col  Ouvrage  a  paru  en  anglais,  et  a  été 
imprimée  aux  frais  de  l'Université.  Elle  a  obtenu,  dit  M.  Bertrand, 
tout  le  succès  auquel  puisse  prétendre  un  Ouvrage  de  ce  genre, 
celui  d'être  employé  par  los  hommes  pratiques  et  d'être  rechcrclié 
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comme  un  guide  précieux,  presque  indispensable  pour  les  opé- 
rations de  chaque  jour. 

M.  Gauthier-Villars,  en  donnant  au  public  français  la  traduction 
de  M.  l'abbé  Bouchard,  rend  un  véritable  service  aux  calculateurs 
de  notre  pays,  dont  bien  peu  jusqu'ici  ont  eu  l'occasion  de  con- 
naître l'édition  originale. 

Après  avoir  donné,  sous  une  forme  nette  et  précise,  en  y  joi- 
gnant leur  démonstration,  les  formules  qui  résolvent  tous  les  pro- 
blèmes rencontrés  par  lui  dans  sa  longue  pratique  de  calculateur 
des  opérations  Bnancières,  Fédor  Thoman  les  éclaircit  par  de  nom- 
breux exemples,  et  en  simplifie  l'emploi  de  manière  à  faire  dispa- 
raître souvent  tout  travail,  par  le  moyen  de  deux  Tables  dont 
l'usage ,  très-facile  et  très-clair ,  permet  de  résoudre  un  grand 
nombre  de  problèmes  en  apparence  complètement  distincts. 

Celte  nouvelle  édition  contient  de  plus  des  Tables  inédites,  dres- 
sées de  la  main  même  de  Fédor  Thoman. 

La  Table  I  de  l'édition  anglaise  ne  donne  les  logarithmes  du 
montant  de  i  franc  et  de  l'annnuité  capable  d'amortir  un  capital 
de  I  franc  que  pour  des  périodes  de  temps  inférieures  à  loo  ans  ; 
mais  on  peut  avoir  besoin  de  connaître  ces  mêmes  logarithmes  pour 
des  périodes  comprises  entre  loo  et  200  ans,  surtout  lorsqu'il  s'a- 
git du  calcul  d'annuités  où  l'intérêt  et  l'amortissement  se  payent 
par  semestre,  par  trimestre  ou  par  mois.  Un  supplément  de  4  pages, 
faisant  suite  à  la  Table  I,  présente  ces  logarithmes  pour  les  taux 
2,  2^:,  2|et  3  pour  100,  et  pour  des  périodes  de  temps  comprises 
entre  100  et  200  ans. 

La  Table  V  contient  les  logarithmes  des  nombres  naturels  de  i 
à  100. 

Les  Tables  VI  et  VU  complètent  les  trois  premières  Tables. 

Enfin  les  trois  Tables  de  logarithmes  à  1 1  décimales  servent  à 
calculer  le  logarithme  d'un  nombre  donné,  ou  le  nombre  correspon- 
dant à  un  logarithme  donné,  jusqu'à  10  chiffres  exacts.  Un  supplé- 
ment de  quelques  pages,  placé  à  la  fin  de  lOuvrage,  sous  le  titre 
de  Tables  de  logaritlimes  à  1 1  décimales,  indique  la  manière  de 
se  servir  de  ces  Tables. 


(  ^87  ) 

QIESTIOXS. 

1267.  On  donne  une  circonférence  dont  le  centre 
estO,  et  une  droite  a .  On  a  sur  cette  droite  deux  divisions 
homo  graphique  s,  dont  A  et  A'  sont  deux  points  corres- 
pondants. Par  A  et  A'  on  mène  des  tangentes  à  la 
circonférence  ;  elles  se  coupent  en  quatre  points  dont  on 
demande  le  lieu  géométrique . 

Construire  la  courbe  dans  le  cas  particulier  oii  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la 
droite  a  est  le  point  milieu  des  deux  points  doubles 
imaginaires  des  divisions  homographiques .  —  Cas  par- 
ticulier oii  les  divisions  sont  en  involution  et  ont  leurs 
points  doubles  imaginaires.  (Ed.  Dewtjlf.) 

1268.  Lieu  du  point  de  la  tangente  à  l'épicycloïde 

±  2.  L 

x^  -\-  j^  =  «%  qui  est  conjugué  harmonique  du  point 

de  contact  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

(Gambey.) 

1269.  Une  droite  AB  de  longueur  constante  s'appuie 
sur  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  :  lieu  du  point  M  de 
cette  droite,  tel  que  l'on  ait 

MA.AO=MB.BO. 

(Gambey.) 

1270.  On  sait  que  les  six  normales  menées  par  un 
point  à  une  surface  du  second  ordre  sont  sur  un  même 
cône  du  second  degré.  On  propose  de  trouver  le  lieu  que 
doit  décrire  le  sommet  S  de  ce  cône  pour  que  les  dillé- 
rents  cônes  obtenus  admettent  les  mêmes  plans  cycliques. 

(Gambey). 
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1271.  On  donne  un  plan  (P)  et  unedroilefixe  (D)  qui 
rencontre  le  plan  en  un  point  O.  Par  la  droite  (D)  on 
mène  un  plan  (t:)  qui  coupe  (P)  suivant  une  droiteOm; 
on  élève  sur  Om,  dans  le  plan  (7:),  une  perpendiculaire 
O^i-y  quel  esl  le  lieu  de  cette  perpendiculaire? 

(Genty.) 

1272.  Dans  un  tétraèdre  dont  les  faces  sont  équiva- 
lentes : 

1°  Les  faces  sont  égales; 

2**  Le  centre  de  gravité  coïncide  avec  les  centres  des 
sphères,  inscrite  et  circonscrite,  et  d'une  sphère  tan- 
gente à  la  fois  aux  quatre  hauteurs  du  tétraèdre  et  aux 
perpendiculaires  menées  à  chaque  face  par  le  point  de 
rencontre  de  ses  hauteurs.  (CoTTEREAr.) 

1273.  Si  /■  représente  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
un  triangle,  et/)  le  demi-périmèlie,  on  a  /3^^  '2y7-^. 

(U.  Edwards,  The  Education  times.) 

1274.  Dans  toute  solution,  en  nombres  entiers,  de  l'é- 
quation indéterminée  i^x-  -\-  i  =7%  le  produit  oy^  des 
valeurs  des  deux  inconnues  est  multiple  de   5. 
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ÉTUftE  SIR  LESDÉCOMPOSITIOXS  EX  SO^IMES  DE  DEliX  CARRÉS, 
DU  CARRE  D'l.\  mmU  E\ TIER  COMPOSE  DE  FACTEIRS  PRE- 
MIERS DE  LA  FORME  4  «  4-  i ,  E T  DE  CE  NOMBRE  Lll-MÈME. 

FORMULES  ET  APPLICATION  A  LA  UÉSOLUTIOW  COMT'LÈTE,  EN 
NOMBRES  EKTIERS,  DES  ÉQUATIONS  UNDÉTERMINÉES ,  Sl- 
MULT.ViNÉES,   )    =  X'  -i-   {  r  H-  l)^  ET_7'-^=  z'^  -\-  {  Z  -\-  l)'  '-, 

[fin  (*;.] 

Par  m.  E.  de  JOîNQUIÈRES. 


X  .  Aclncllement,  pour  passer  du  système  de  valeurs 
de  X  et  dej'"  (ju'on  vient  d'écrire  à  un  autre  système  du 
même  groupe  (E„)  qui  nous  occupe,  il  suffit  de  changer 
dans  l'expression  de  x,  et  en  même  temp<?  dans  celle  de 
j^j  le  signe  du  produit  «1 /»j  5  ou  obtientainsi  un  deuxième 
système  de  valeurs.  Pour  en  obtenir  un  tioisième,  il 
suffit  de  changer  le  signe  du  produit  «2^2  dans  les 
mêmes  expressions  de  x  et  y,  et  ainsi  de  suite  pour  les 
suivants.  On  obtient  donc  d'abord,  en  procédant  de  la 
sorte,  autant  de  systèmes  nouveaux  de  valeurs  de  xel  de 
y  qu'il  y  a  de  produits  tels  que  a^bj,  a^b.;,,  c'csl-à- 
dire  autant  qu'il  y  a  de  facteurs  f[,Jî-,Jz,  ...,/„:, 
donc  n. 

Cela  fait,  pourobtenir  d'autres  valeurs  conjuguées  de  JC 

etde)  ,  il  faut  changer  à  la j  ois,  dans  les  deux  formules  (i  ), 

les  signes  de  deux  produits  tels  ([ue  a^b^^  (i^b^_,  et  celle 

,  ..       .  n    ri  —  \]  , 

opération  donne  lieu  a — — - — •  systèmes   nouveaux   de 

valeurs  correspondantes  de  x  et  de  }'. 

(*)  Nouvelles  Annales,  2*  série,  t.  XVM,  p.  ■i\\ . 

Ànii.de  MathéniaC.,î'=  sdv'xc,  t.  XVII.  (Juillet  iS-.S.)  H) 


(     2<)0    ) 

On  continue  ces  changements  de  signe,  en  Jes  faisant 
porter  successivement  sur  trois,  sur  quatre,  etc.,  pro- 
duits [ab^  à  la  fois,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  les 
prendre  en  nombre  inclusivement  égal  à  la  moitié  du 
nombre  n.  Seulement  il  y  a  deux  cas  à  considérer,  selon 
que  Ji  est  pair  ou  impair. 

Lorsque  n  est  pair  (/z  =  an'),  il  arrive  que,  dans  le 
dernier  groupe  de  ces  permutations,  celui  où  les  produits 
ab  sont  pris  Ji'  à  n',  les  valeurs  de  x  el  àe  y  ainsi  obte- 
nues se  répèlent  deux  fois  chacune,  de  telle  sorte  que, 
pour  avoir  le  nombre  exact  des  solutions  distinctes  ajou- 
tées de  ce  chef,  il  ne  faut  compter  que  la  moitié  de  celles 
de  ce  groupe.  D'après  cela,  le  nombre  total  de  ces  com- 
binaisons diverses,  et  par  suite  celui  des  systèmes  de  x 
et  de  7  ,  sont  donnés  par  la  somme 


1  -J-  in'  -f- 


nn  '  ">  n'  —  i  ^        in'  m'  —  i      in'  —  i^ 


I  .  "2  I  .2.  o 


.'  '  „  .,' 


\  m     m   —  I      iii    —  1  ■  .  .  .     irt   —  n   -f-  i 


2  I  .  ?. .  o    .  .  .  /^ 

■'.ni—\  —  „«— 1 


Lorsque  n  est  impair  [n  =  i  n'  -\-  i),  la  règle  générale 
s'applique  sans  modification  ,  jusques  et  y  compris  le 
groupe  où  les  facteurs  {(ib  )  dont  ou  change  à  la  fois  le 
signe  primitif  sont  pris  n'  à  n\  et  le  nombre  total  des 
systèmes  de  x  et  de  y  est  égal  à 

,       ,  ,        {in'-\-i]in' 

I  H-  (  2«'  -h  I  ■  +  -^ 

I  .2 

f ijj'  -\-  1  i  2«'  'm'  —  \\ 

-^ TTITs ■"■••• 

f2//'  -4-  I  '2/?'    2»' 1      ...     in'  —  n' 2  ^,.  ,,     , 

I . 2 . i  ...  n 


(    '9^   ) 
<;'est-à-dire  le    iiièiiu;    que  dans  l'aiilrc   cas,   algôbiiriiu'- 
nicnt  parlant. 

VI.  Quant  au  nombre  N  lui-même,  sa  décomposition 
en  une  somme  de  deux   carrés  suit  la  loi  suivante. 
Si  N2  est  le  produit  fif,  de  deux  facteurs 

J]^^n]  ^-h]      et    ,/;  =  «!  ^-^^ 
on  a 

N,  z=^  L]  -t-  p;; , 

où  Lj  et  P.,  ont  pour  valeurs  types 

Lj  =  rtiflj  —  bf  b^     et     P..  ^=  rt,  b,  -i-  rtj/^i- 

L'autre  décomposition,  dont  N  est  susceptible  dans  ce 
cas,  se  déduit  de  la  valeur  type  qu'on  vient  d'écrire,  en 
changeant  à  la  fois  dans  L2  et  dans  P,  le  signe  de  a^  ^,, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  ^1  tout  seul. 

Si  N3  est  le  produit  yi  ^"2/3  de  trois  facteurs,  c'est-à- 
dire  d'un  facteur  de  plus  f^  (  f^  =  «^  -h  Z»'  )  que  dans  le 
cas  précédent,  la  décomposition  est 

i>3    • '-"s    ^^    '    .1    > 

OÙ  L3  et  P3  ont  pour  valeurs  initiales,  en  fonction  de  L^ 
et  de  P,, 

L3  =  Cl, U  —  b, ï*.     et     P,^  a, P,  -H  b, P,. 

Les  trois  autres  décompositions  se  déduisent  de  celles- 
ci,  en  y  changeant  snccessivement  et  à  la  fois,  dans  L;,  et 
P3,  les  signes  de  £,,  de  Z»,  et  de  b^. 

Si  Ni  a  un  facteur  de  plus  [f^  =  a^  -h  b]  ),  la  décom- 
position type  est 


(  ^92  ) 
où  L,,  el  P.V  ont  pour  valeurs  initiales,  en  fonction  de  La 

etPa, 

L,  "  fl^L,  —  1^4?,     et     P4=:<74P3-t    ^'^Lj. 

Les  sept  autres  décompositions  dont  N4  est  suscep- 
tible dans  ce  cas  se  déduisent  de  celle-ci  en  y  changeant 
successivement,  dans  L4  et  P4  à  la  fois,  les  signes  de  Z^i, 
^•2i^3i^^4î  puis  de  b^h^^  b^hs  et&,^.. 

En  général,  si  ÎS  „  se  compose  de  n  facteurs  (supposés, 
comme  dans  ce  qui  précède,  à  la  première  puissance), 
le  n^'^'"''  ayant  pour  expression  y„  r_-  af,  -h  b^,  la  décom- 
position type,  parmi  les2"~^  dont  JN„  est  alors  suscep- 
tible, est 

N    —  T  2     1    P^ 

■■-'n •'-'/)  ~T-  ^ n  > 

oùL„etP„ont,  en  fonction  de  L„_i  etP„_i.   c'est-à- 
dire  en  fonction  des  valeurs  de  i^  et  P  dans  la  décompo- 

sition  tvpe  de  -  "  =  L.,^_, -h  P^_, ,   les   valeurs   initiales 
j  II 

suivantes  : 

L„  =  rt„L„_,  —  b„  P„_,      et     P„  =  a„  P„_,  -f-  b„Ln-x 

Les  2"~'  —  I  autres  décompositions  se  déduisent  de 
celle-ci,  en  y  changeant  successivement,  dans  L„  et  P„  à 
la  fois,  les  signes  de  b^^b^^  .  .  . ,  Z>„,  pris  d'abord  un  à  un, 
puis  deux  à  deux,  puis  trois  à  trois,  etc.,  et  enfin  «'à  n\ 
si  n  z=z  111'  -T-  I,  et  en  ne  prenant  que  la  moitié  du 
nombre  de  ces  combinaisons  n'  à  n',  si  «  =-  in\  comme 
on  l'a  déjà  dit  pour  le  cas  où  le  nombre  à  décomposer 
est  i^^ 

vu.  Les  formules  des  J5  IV  et  \  donnent  lieu  à  une 
autre   remarque  importante. 

Toutes   les   décompositions   de  jN%   à  quelque  espèce 


(  '-^y^  ) 

qu'elles  apparlicnnL'Ml,  dérivent  de  celles  de  N  (les- 
rjuelles  sont  au  nombre  de  2"~%  loules  diOéreiiles  entre 
elles),  soit  par  la  formule  de  décomposition  simple 


(2)  ]N^=(L>-I^/)   +2L,P„ 

soit  par  la  formule  double 


dans  laquelle  on  doit  prendre  successivement  les  signes 
supérieurs  et  les  signes  inférieurs  ensemble. 

Or  il  est  remarquable  que  les  2"~^  décompositions 
qui  dérivent  de  la  formule  (2)  composent  à  elles  seules 
toutes  les  décompositions  de  la  dernière  espèce  Œ„),  et 
que  les  formules  (3)  n'en  fournissent  aucune  de  cette 
espèce.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  prouver  : 

1°  Qu'elles  sont  toutes  différentes  entre  elles,  donc  en 
nombre  effectivement  égal  à  2"~%  ainsi  que  le  comporte 
l'espèce  (E„)  ; 

2**  Que,  dans  chacune  d'elles,  les  deux  nombres  com- 
posants n'ont  aucun  diviseur  commun,  ce  qui  est  le  ca- 
ractère propre  et  distinciif  des  décompositions  de  cette 
espèce. 

En  premier  lieu,  si  deux  de  ces  décompositions,  telles 

que(L;— P;'-l-rL7P7ei  (L^  — P^)^  +  2!.,  p/,  par 
exemple, étaient  iesmêmes, on  aurait  L!;  — P',  =  L]  —  P:\ 
car,  Ij^P^  étant  impair,  on  ne  peut  supposer  qu  on  eût 
L]  —  Pj  =  2  L2P2  et  L^  —  P?,  zzz:  2L1  Pj.  Mais,  en  consi- 
dérant celles  de  N,  toutes  dilïérenles  entre  elles,  d'où 
elles  dérivent  respectivement,  on  a 

N  —  LJ  +  P;  =Ll  4-P-, 

dV)ù  Fou  conclurait,  en  combinant  ces   deux    égalités 


(  ^9^t  ) 
pai- voie  d'acidilioti   el  ensuite  de  soustraction,  Lj  =  L, 
et  Pi  =  P,,  contrairement  à  l'hypothèse.  Donc  les  deux 
décompositions  dont  il  s'agit  sont  nécessairement  ditlé- 
rentes,  comme  celles  d'où  elles  dérivent. 

En  second  lieu,  les  deux  nombres  Lf  — P/  et  aL.P. 
sont  premiers  entre  eux;  car,  si  L,  est  pair,  P,  est  im- 
pair, ou  inversement;  donc  Lf  — P'  n'admet  pas  le 
iacteur  2.  En  outre,  L,et  P,  étant,  à  cause  de  la  com- 
position du  nombre  IS,  premiers  entre  eux  dans  la  dé- 
composition Zs  =  L/  H-  P,%  tout  diviseur  de  L,  P,  qui 
diviserait  Lf  —  P,"  devrait  diviser  Lf  et  Pf  -,  d'où  il  s'en- 
suivrait que  L,  et  P,-  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux, 
contrairement  à  ce  qui  a  lieu. 

La  proposition  énoncée  se  trouve  donc  établie,  et  il 
en  résulte  que  toutes  les  décompositions  provenant  de 
la  formule  double  (3)  font  partie  des  n —  i  premières 
espèces,  mais  jamais  de  la  dernière  (E„). 

Observons  encore  que  les  décompositions  de  cette  der- 
nière provenance  sont  en  nombre  double  de  celui  des 
combinaisons  deux  à  deux  des  nombres  composants 
L,  ou  P/,  à  cause  des  doubles  signes  de  la  formule  (3); 

2"""'  (  2""'  1] 

donc  il  y  en  a  2 '■•  Or  il  en  existe,  comme 

•^  2 

on  l'a  vu,  2"~*  autres,  provenant  de  la  formule  (2).  Par 
conséquent,   les  formules  (2)  et  (3)  ensemble  en   four- 

nissenl   2"~'  -h  2 '—■ '  =  2-  "~'^  =  4"~'  »  c'esl- 

2 

à-dire  autant  ({u'il  y  a   d'unités  dans  le  cari^é  de  2"~\ 

nombre  des  décompositions  deN. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  nombre  effectif  des  décom- 

3" I  3"  —  r 

positions  de  ]N^  est >  et,  comme  on  a <^  4"~'i 

dès  que  n^  2,  il  s'ensuit  nécessairement  que  quelques- 
unes  des  décompositions  fournies  par   les  formules  {2) 


(  ^>9"i  ) 
et  (3)  se  répèlenl;  mais  cette  répéliliou  se  présente  seu- 
lement parmi  celles  qui  dérivent  de  la  formule  (3),  et 
jamais  parmi  celles  qui  dérivent  de  la  formule  (2), 
puisque  celles-ci,  toutes  différentes  entre  elles,  sont  en 
nombre  précisément  égal  à  a""',  c'est-à-dire  n'excédant 
pas  le  nombre  de  celles  qui  composent  l'espèce  (E„) 
qu'elles  concourent  seules  à  former. 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  ?s  =:f^f,J\  se  compose 
de  trois  facteurs  simples,  les  formules 


]N'  =    L, L,  -  P,P;     +    L,P,  -f-  P, L,   , 


W  =  !  UU  +  P2  P4     -^  .  L,l'i  —  P,L-.    , 


N=  =  (  L3L4  ^  P3  P4  '    H-  ,  1>3  l^i  —  P3 1-4    , 

ne  font  que  répéter  respectivement  celles  que  fournissent 
les  formules 

W  =  ^ÛÛ  —  V^^,  ';   +    L,P,  +  P,L,  ', 


W=    L.Lj^P.Pa^    -h  ^L,P3— P.La-, 


N'=- ,L,L,  ^P,P,;    +    L,p,_p,L,    , 

les  quatre  valeurs  de  N  en  fonction  de  Li,  P,  5  L,,  P,; 
L3,P3;  L,,,P4  étant  d'ailleurs  supposées  écrites  dans 
l'ordre  symétrique  qui  se  présente  le  plus  naturellement. 

VIII.  Afin  de  rendre  plus  clair  tout  ce  qui  précède, 
notamment  la  règle  indiqtiée  (V)  pour  les  permutations 
de  signes,  nous  allons  en  faire  quelques  applications  algé- 
briques et  numériques,  en  ayant  soin  de  prendre  les 
deux  cas  de//  pair  et  de  //  impair. 

Soit  d'abord  //  pair  et  Ps  z=:f^J\f.^f-^. 


(  2y(S  ) 
Les  formules  (  i  )  développées  donnent 

^  ^  ;a\  —  h]\[al  —  bl][nl  —  bl)[a\  —  b\\ 

—  ^aj),.n,b,   a]  —  hl)[a]  —  b;) 
~ /^a.bt.a.bjal  —  bD'al  —  b]) 

—  4  '^l 'h-Oi bi   ni  —  b\    \  al  —  b\  ] 

—  /^Oibj.a^b,   a'-  —  b"^      ri]  —  b]) 

—  4  Oiib^.a^  b.^'  a\  —  b'\\    a\  —  bl  j 

—  4  •'a  ^.v  «4  ^'s  \"\  —  b  ]      «'  —  ^2  ) 

—  l6fl,  6,.  a,b..  a 2  b^  a^  bx. 

y  —  ia,b^[al  —  h\][al —  b\)[a\  —  bl) 

^■2.a.b^[a]  —  b])[al  —  blÀ.al  —  b]' 
-^in^bja]  —  b]]{al  —  b]]    a]  —  h] 
-^  la^bj  a'\  —  b]\\  al  —  b\     al  —  bl\ 

—  8  1^1  b\.a.  I)-..  a^b^a  \  —   b  ^  ■ 

—  ^  a^bi.a^b  ..a,,b:,    ai  —  bl] 

—  S  aJ>,.aib^.a,J?i   al  —  L'I) 

—  S  a^b^.a^b^.a^b^^a'\  — b'\). 

Si  nous  désignons  par  les  lettres  romaines  A,  B,  C, 
D,  E,  F,  G,  H,  dans  la  valeur  de  x^  et  par  les  mêmes 
lettres  accentuées  A',  IV,  .  .  . ,  H',  dans  la  valeur  de  y^ 
les  huit  termes  dont  ces  valeurs  se  composent  respecti- 
vement, pris  dans  l'ordre  symétrique  où  ils  y  sont  écrits, 
ces  indices  mnémotechniques  nous  permettront  de  pré- 
senter sous  une  forme  plus  brève  et  plus  claire  le  tableau 
ci-après  des  systèmes  de  valeurs  conjuguées  de  x  et  de  j, 
qui  sont  ici  au  nombre  de  2*~'  =  8,  savoir  : 


(   "-97  ) 


o  o 


H 

1 

! 

+ 

+ 

_L 

+ 

-f- 

1 

O 

1 

+ 

1 

T 

+ 

-4- 

i 

1      ^^ 

1 

1 

T 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

1 

11 

'     E. 

1 

1 

+ 

+ 

1 

i 

1 

1 
T 

5-. 

1     ^ 

+ 

+ 

+ 

+ 

1 

1 
T 

-t- 

i 

i     ^ 

+ 

I 
T 

+ 

1 

+ 

-i- 

1 

+ 

2q 

+ 

T 

1 

- 

1- 

1 

+ 

+ 

< 

1 

1 

+ 

T 

^ 

1 

1 

1 

1    a 

J- 

1 

1 

1 

1 

4- 

+ 

-t 

o 

i 

1 

-1- 

+ 

1 

+ 

+ 

^ 

1 

+ 

i 

"l 

1 
T 

i 

-f 

Il 

^ 

1 

1 

-L 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

H 

1  ■= 

1 
1 

+ 

1 

1 
1 

+ 

+ 

■f 

I 

" 

1 
1 

1 

+ 

i 

+ 

1 

1 

1 

£3 

1 

+ 

1 

1 

1 

X 

JL 
1 

< 

+ 

+ 

1 

T 

■f 

4- 

-L 

T 

en       v-^      U-; 


(   \98   ) 

Cojifbrniëmt'ut  à  la  règle  donnée  (V)  pour  le  cas  de 
Il  pair,  ou  u'a  eu  égard  ici  qu'aux  changements  de  signes 
simultanés  des  produits  «,Zji,  rt,  ^2 ^  «1^1,  «3^3",  «1^1,  '^i^;, 
ceux  des  trois  autres  combinais')ns  o^b=,^  «3^3".  «2^2, 
n-,b^:  a^h^^  '''i^^;,  ne  faisant  que  répéter  les  trois  pre- 
mières, comme  on  peut  s  en  assurer. 

Comme  exemple  numérique,  prenons 

IV  =  32045  =  5 .  1 3  . 1  -  .  29 

=  22_^  i^)  (3^+  ■?:-)  (4'-t- 1',  ,5^^-  2=;. 

On  a  ici 

a, =^2,      6,1=1,      a'\  —  b]  =^     3,      n,h,:^--     2; 

«.=  3,        h^-r^  2,        a\  —   b'-,   irz:      5,        (l  J) ,  ^.z      (j; 

'•'3= -h      f^i~  ',      fil—blz^\5,      n^^b^zz.     4; 
rt4=r5,      bi^=zi,      a] —  6^=^^  21,      «464=10. 

Le  premier  système  du  tableau  donne,  tous  calculs 
faits,  les  valeurs 

^=A— B^C— D^  E  —  F— G^H=3i 323, 
r  =  A'-f-  B'-r-  C—  D'—  E'—  F  —  G'—  H'=--  —  6764, 

et 


j.2_|_^,2 -_  3j3.^3  _i.  (5^t)/j^  =g8ii3o329 

—  45751696=1026882025  =  32045  . 

Si  Ton  prend  les   valeurs  du  huitième  système,   par 
exemple,  on  trouve,  tous  calculs  effectués, 

X  =  A  --  B  —  C  —  D  —  E  —  F  —  G  ^  ÎI  =  3203;, 
r  =  —  A'-t-  B'—  G  —  D'-f-  E'—  F'—  G'--  H'=  —  716; 
d'où 


■r''  -~  y-  =  02037   -f-  716  z=  1026369369  -'-  5 12606 

=^  1026882025  =  32045  . 

TX.    Actuellement  ,    prenons    //    impair    et  ^    égal 


(  "^99  ) 
Les  foinjules  [i)  dt'vcloppées  donnent 


f>n 


{<  -  b\ 


—  \(i,b,.a-,b;\al  —  Z>^)  («J  —  b]]  [a:  —  /;'J 

—  ■\a,h,.a^hi[a\  —  h;]   (i\  —  b\)  [a\  —  b\) 

—  ^a^b^.a^bJa\  —  hl]  [al  ■ —  b\ 

—  L\a^b^.aibJ^(l\  —  b\]  {a\  —  b 

—  i\ajj.,.a,.b:,'\n'\  —  //;)  [al  —  h]]  [d'I  —  bî) 

—  !^a-,b^.aj?^[ct\  —  h]\^  .a\  —  bl)  [n'I  —  b'I) 

—  /i(i,b,.n,b,[a]  —  b])  [n]  —  b;){a]  —  b\) 

—  ^fhlJ,.'•J'^{"]  -  K]  [a\  —  b\]  [a\  —  bl] 

—  ^a,b,.ajj,{cc]  -  b\)  [a:  -  b])  [a]  --  b^) 

—  ^a,b,.aj.>ja]  —  b]){a:  —  bVj  [/']  —  bl] 
-i-  i6  aj\.(i.b^.n.b^.a^bi'(i\  —  bi) 

-'r-  \iS.a^b^ .  n^b-i.  a^b^.n-^b^  [a\  —  b\] 
-f-  i6.<7,  6, .  a.bi.nj)),  .aj?i  [al  —  b]] 
-h  i6  Otbt.asb^.a^b^.ar^b^  [a]  —  b'i] 
-r-  1 6  .  <i2  b;  ■  C'a  ^3 .  (74  /-'4 .  «5  /'-'s  (<-i ;  —  ^  ^  ! 

.)  ^__  s^./,è,  ,flj  —  b])  [al  —  bl-  ^n'i  —  bl)  [al  -  b; 
-r-  9.a-2bi.[al  —  b])  [al  —  bl]  [a]  —  b])  [al  — 
-^  7.a,b,  [al  -  bl']  [al  -~  bl]  [al  -  b]\  [a;  - 
H-  ■'.â'464  (fl,  —  ^l)  ["l  —  b\  ("3  —  ^''3]  \"\  — 
-h  2«,/.,  [«ï  -  b\]  [a\  -  ^-r  [a^l  -  ^^^  («^  - 

—  -  8  nybi.aj'i.a.bi  («; 

—  8  a,bi.aib^.aibi  [al  - 

—  8  r/,  />, .  «2 />2 .  r/j  ^j  (a  j  - 

—  'è.a^by.aibi.a^b^  [al  —  bl     al  —  bl', 

—  8 . «,  è, . «3 ^3 . «5 />5  [a l  ~  b;)  [al  —  b ' ) 

—  S.ajf^.ajji   a, b„  [a l  —  bl)  [al  —  b l  '■ 

—  S.a.b.  ajj.^.t/jj^  [a]  —  bl]  [al  —  blj 

—  S.'i.J>..a,h_^.aib^ial  —  bl]    (il  —  A",) 
•Ô.a.b,  a,b,.a;b^   a;  —  bl]  \al  —  bl) 

—  8   a^bj.aibi  .a^bi   a]  -  -  bl'    al  —  b^] 
H-  32  «,  6,  .a ibi,a~^b^ .  a^bi  .a^b-^,, 


Kl 

H) 

bl\ 


hl][al  —  bXi 
K[<-K 


Si  iiDii.^  icpiésculoiis,  comme  ci  dessus  (M!I),  parles 


(  3oo  ) 
premières  lettres  de  l'alpliabel  romain,  les  seize  termes 
dont  se  compose  la  valeur  de  x,  en  les  prenant  successi- 
vement dans  l'ordre  symétrique  où  ils  sont  écrits,  et  si 
nous  faisons  de  même  pour  les  seize  termes  de  j'^,  avec 
les  mêmes  lettres  accentuées  ,  nous  pourrons  écrire  le 
système  type  des  valeurs  de  x  et  y  ci-dessus,  sous  la 
forme 

a=A  —  B— C  —  D  —  E  —  F  —  G  —  H— I  —  J  —  K 

^-  L  -h  M  +-  N  -4-  O  H-  P. 

r  =  A'  -4-  B'  +  C  -^  D'  -t-  E'  —  F'  —  G'  —  H'  —  1  —  J' 
—  K'  —  L'—  M'  -  X'  —  O'  -f-  P'. 

Effectuant  ensuite  sur  ce  système  type,  qui  résulte 
directement  de  l'application  des  formules  (i),  les 
permutations  de  signe  indiquées  au  §  V,  on  forme 
le  tableau  suivant,  qui  comprend  les  2^~'  i=  i6  sys- 
tèmes de  valeurs  conjuguées  de  x  et  de  y,  dont  se  com- 
pose le  cinquième  groupe  ou  la  dernière  espèce  (Ej) 
parmi  les  cinq  espèces  formant  en  totalité  les 


îYslèmcs  de  décomposition  dont  IN-  e.U  ici  susceptible. 


(  '^-^  ) 


5:     ï: 


ï     5     <:     t     '5     t     î: 


ï     <2     îs'    !:r    5:'     t     ç:'    î:"    îT    c     t     ^    "::'    c'    c     t 

U,     SlinpO.Kls,)p  MO  lip  Olli!lSOpHI^)UIr)i;UBL[J,)|  Jud  !lU01f(Q 


c. 

+ 

1 

1 

1 

1 

1 

+  -i- 

j- 

-L 

+ 

i 

J- 

+ 

-L     _L 

b 

1 

1 

+ 

+ 

"h 

1  + 

t 

T 

t 

+ 

! 

1         1 

h 

1 

+ 

1 

+ 

+ 

r    1 

+ 

T 

+ 

1 

1 

+ 

+       1 

s 

1 

1 

+ 

! 

+ 

+   + 

1 

+ 

1 

_L 

1 

+ 

1       -t 

^ 

1 

4- 

t 

+ 

1 

î-     T 

+ 

1 

1 

1 

T 

1 

+     + 

U 

T. 

1 

1 

+ 

+ 

+     T 

1 

1 

1 

+ 

+ 

T 

-f       1 

II 

1—5 

+ 

1 

t 

i 

T 

t       i 

1 

i 

T 

1 

T 

T 

1      -h 

•-1 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

i       1 

1 

+ 

1 

-J- 

1 

1 

+     + 

X, 

a 

+ 

+ 

1 

1 

4- 

1      + 

1 

T 

j 

+ 

-f- 

1 

1 

j_       1 
1       "^ 

b 

+ 

+ 

1 

+ 

1 

1      + 

1 

+ 

+ 

1 

f 

4 

1       + 

ù^ 

+ 

+ 

-f 

1 

1 

1        1 

+ 

-+ 

1 

1 

1 

4-  +   1 

w 

4- 

1 

-^ 

+ 

1 

i 

f      -t 

T 

1 

T 

T 

1 

T 

1         1 

Q 

4- 

a. 
1 

+ 

1 

T 

1 

+ 

+     + 

1 

T 

+ 

1 

+ 

1 

T       i 

Ù 

+ 

+ 

r 

1 

1 
T 

+ 

+       1 

+ 

-t- 

1 

-L 

i 

1 

!       + 

Cû 

+ 

1 

T 

1 

+ 

1 

T 

-f 

i    4- 

+ 

+ 

1 

1 

1 

4- 

+     + 

1    ^-^ 

r 

1 

T 

+ 

t 

X 

1     1 

1 

1 

+ 

1 
T 

1 

T 

+ 

+     + 

c- 

+ 

4- 

1 

1 

1 

1 

i 

r    - 

X 

4 

4-    T 

+    T 

O 

+ 

1 

T' 

1 

1 

i 

1 

■f   -j- 

4- 

!     1 

1 

4- 

^; 

+ 

1 

1 

-f 

! 

1 

X 

1    4- 

X 
1 

1    + 

- 

i 

1    4 

IS 

+ 

! 

1 

1 

+ 

1 

4- 

-f    ! 

T 

+    i 

4- 

1 

+    1 

^ 

+ 

1 

1 

1 

1 

4 

4- 

•f  4- 

1 

+  + 

1 

4- 

1     1 

^ 

1 

1 

1 

1 

r 

-L 

1 

!     + 

4 

1    4- 

t 

+ 

+    1 

- 

1 

1 

1" 

i 

4 

1 

+     1 

4- 

4-    1 

4 

4 

1    4 

11 

>-H 

1 

1 

4- 

+ 

1 

1 

+    + 

1 

-t-  4- 

1 

1 

1 

i   + 

H 

3 

1 

+ 

i 

i 

4- 

-f 

1      1 

f 

t  + 

1 

1 

4-  + 

O 

1 

+ 

1 

+ 

] 

4 

1     4 

1 

+    1 

X 

4- 

1    + 

^ 

1 

_j_ 

r 

1 

1 

4 

i-     1 

1 

1     4 

X 

1 

4- 

+    1 

u 

+ 

1 

1 

1 

4 

+ 

X      _L 

1 

i      1 

-j- 

1 

+    4 

Q 

1 

1 

1 

4- 

1 

+ 

t        i 

4- 

!     -I- 

1 

4- 

1     +    1 

a 

i 

4- 

! 

-i- 

1 

1 

1 

1       + 

4 

-     1 

1 

+ 

+     1     1 

o; 

1 

1 
T 

1 
T 

i 

1 

1 

1 

T     T 

+ 

-h    + 

4- 

i 

1      1 

-1^ 

+ 

+ 

1 
1 

+ 

4- 

+ 

4 

+     T 

1 

T 

-h  4- 

X 

1 

4- 

4-  + 

-    es   r^^   vr  o   'vC     i^  X     ce     -     r; 


(  ^'>>-  ) 

Soii,  comme  exemple  numérique, 


N=  1185665  =  5.13.17.09.37 

—  ^2r-hl']  (3= -1-2=)  v4'-!-l:  ,5' -[-2-)  (6= 


d'où 


n] 

-K 

-^    3 

et 

(7,  6,    r:^      2, 

CI  ^ 

-  ^^ 

=    5 

a,  è^  ----    6, 

2 

-^;; 

--  i5 

«3^3=     4> 

^'i 

— /[;; 

-  2  [ 

«4  e,  =::-  10, 

a' 

-  ^• 

-=  35 

«^S^o  -  -    6. 

Les  valeurs  conjuguées  données  par  le  onzième  sys- 
lème,  par  exemple,  sont 

x  =  A-i-B-^C  —  D— E  —  F+G^-H-:-I-i-J— K 
-^  L  —  M  —  N  —  O  +  P  =  III 2703, 

jr  =  A'  —  B'  —  C  -f-  D'  -f-  E'  —  F'  ^  G'  -1-  H'  -^  I'  -4-  J'  —  K' 

—  L'  —  M'  -[-  N'  -i-  0'  +  P'  =  409504. 

et,   par  suite, 


1 1 1 2  703   -i-  409504 


=  i4o58oi49?.225  =  ii856b5. 

X.  Si  1  on  voulait  obtenir  l'une  des  décomposilions 
de  N"  qui,  dans  l'exemple  numérique  précédent,  appar- 
tiennent à  l'une  des  autres  espèces,  à  la  quatrième  par 
exemple,  et  qu'on  voulût  avoir,  parmi  celles-ci,  Tune 
de  celles   (au  nombre  de  huit)  dans  lesquelles   x^  et  y- 

ont  le  facteur  commun  87  .  il  suffirait  d'éciire 

.r^=Y']\W,      j'  =  37\V=, 

U-H-\'  représentant  l'une  des  huit  décompositions  de 
dernière  espèce  du  nombre  N  =-.  5  .  i3  .  17.  29  dont  nous 
avons  donné  le  tableau  au  §  \  III. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  s  étendre  là-dessus  davantage. 


(  :^,o3  ) 

XI.  Examinons  en  second  lien  le  cas  où  le  iiombri" 
j\  est  de  la  foiine  y^  .y  :,  ./"•' .  .  .y,;,  les  facteurs  pre- 
miers, de  la  forme  4"+  i,  y  entrant  aux  puissances 
respectives,  or,  :;,  y,   .  .  .,  v,  et  non  plus  à  la  première. 

Les  formules  ci-dessus,  notamment  la  formule  fonda- 
mentale (i),  sont  encore  applicables  à  ce  cas,  à  la  seule 
condition  qu'on  écrive  N  =/,  /,/, .  .  .  f^fif, .  .  -/s/s/s  •  •  • 
et  qu'on  le  considère  ainsi  comme  composé  de 


facteurs  du  premier  degré,  comme  précédemment.  Mais 
alors,  comme  plusieurs  des  nombres  ai,«2i«3i  ...  et 
^15  ^2:  ^3i  •  •  •  sont  égaux  entre  eux,  respectivement,  cette 
égalité  entraîne  des  simplifications  dans  la  forme  des 
expressions  résultantes,  et  des  réductions  dans  le  nombre 
des  termes  dont  ces  expressions  se  composent.  En  outre, 
il  y  a  des  réductions  dans  le  nombre  total  des  décompo- 
sitions qui  composent  le  groupe  (E^i,  ainsi  que  dans  tous 
les  autres.  On  sait,  en  effet,  que  dans  ce  cas  le  Jiombre 
des  décompositions  de  N  est  donné  par  la  formule 

I  =  --  ;'  a  -i-  I  ':  i  M  +  I     ,  Y  -i-  I  '-  .  .  . 
2  '  ' 


et  celui  de  JN^  par 


I 


V  z=-  \_\1y.  -\-   i  '  -  2  [i  -t-  I   ,  ;  2  7 


au  lieu  de 


I=i2C'+?+v^--i'     et     r  — -'[3(<'+^^ 
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qu'on  avait  dans  le  cas  où  les  facteurs,  en  nième  nombre 
effectif  d'ailleiu's,  étaient  tous  différents  et  du  premier 
degré.  Quant  à  ces  réductions  qui  se  produisent  alors, 
elles  tiennent  à  Tune  des  deux  causes   suivantes  : 


(  3o/,  ) 

Tanlôl  deux  ou  plusieurs  décompositions,  qui  sont 
distinctes  dans  le  cas  général,  devieuneiit  identiques 
d'une  espèce  à  l'autre  ; 

Tantôt  elles  se  réduisent  à  la  décomposition  illusoire 
ÎS-4-0. 

Par  exemple,  dans  le  cas  particulier  où  jN  a  ia  forme 
fiflt  c'est-à-dire /lya/s,  où  /,  =^'3,  le  nombre  des 
décompositions  de  N ^  s'abaisse  de 

-  (  3^  —  I  ' ;=-=  1 3    à    -3.5—  1=7, 

savoir  deux  de  première  espèce,  trois  d^  seconde  et  deux 
de  troisième,  et  si^,  =^f,  =/^3,  ou  ]N  =./,',  le  nombre 

des  solutions  n'est  plus  que  de  -  [  (  2 . 3  -H  1  i  —  1  ]  =  3, 

dont  une  de  chaque  espèce. 

Mais  il  y  a  à  faire  sur  ces  décompositions  d'autres  le- 
marc[ues  plus  importantes,  dont  la  démonstration  ne 
présente  pas  de  difficulté. 

Bien  que  le  nombre  jN  =  f^J\f\  .  .  .  f'„,  composé  de 
//  facteurs  (de  la  forme  4^+  i)  élevés  respectivement  à 
des  puissances  marquées  parles  exposants  a,/;,  ...,  y,  se 
décompose  de  I  manières  différentes  en  une  somme  de 
deux  carrés    1  étant  éeal  à 


I  , 

2 


(!i  4-  l)  ^7  -<-  I  ).  .  .  (v  -t-  I 


et  le  -  qui  est  en  excédant  quand  le  produit  est  impair 

comptant  pour  I  ),  il  n'existe,  parmi  ces  I  décomposi- 
tions, c|ue  2"~^  découqjositions  dans  chacune  desquelles 
les  deux  carrés  soient  premiers  entre  eux,  et  elles  exis- 
tent toujours,  de  telle  sorte  que,  sous  ce  rapport,  le 
nombre^  se  trouve  exactement  dans    le  même  cas  que 


(  3o5  ) 
si    lous  les  facteurs^'i,/',, .  .  .  ,  f„  n'y  entraient  qu'à  la 
première  puissance. 

Par  exemple,  le  nombre  S'.iS'.iy,  qui  comporte 
douze  décomposi lions,  n'en  a  que  quatre,  c'est-à-dire  le 
même  nombre  que  5  . 1 3  . 1 7,  dans  chacune  desquelles  les 
deux  carrés  soient  premiers  entre  eux,  et  ce  sont  celles 
qu'on  obtient  en  regardant  comme  simples  les  trois  fac- 
teurs composés,  mais  premiers  entre  eux,  5*,  i3^  et  ij, 
savoir 

5\  1 3' .  1 7  =:  599     r-     1 8^  ^--z  567^  -4-  I9^i' 

=  537'  -'r-  266'  ---  409"  -!-  42^'» 

Dans  les  I —  2"~*  autres  décompositions  de  N,  les  car_ 
rés  composants  ont  pour  facteur  commun  l'un  des  pro- 
duits qu'on  obtient  en  combinant  un  à  un,  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc., et  enfin // à  «,les  facteurs /"i, y 2,^3,..., 
/^,,  affectés  chacun  d'un  exposant  pair,  respectivement 
moindre  que  celui  a,  /3,...ouy  dont  ils  sont  affectés 
dans  N. 

Dans  l'exemple  numérique  ci-dessus,  les  huit  décom- 
positions qui  n'ont  pas  été  écrites  sont  :  1°  les  quatre 
qui  ont  5"  pour  facteur  commun  et  dont  la  partie  décom- 
posée correspond  au  produit  des  trois  facteurs  5.i3^.  17, 
savoir 

5^(54+107^;,     5=(98-  +  69-;, 

5'(ii4-  -h  37  =  ",      5^(118^  4-21  =  ":  ; 

2°  les  deux  qui  proviennent  de  i3"  (5^17)  et  qui  sont 

i3' (42' H- 19V,     i3-(46--i- 3')  ; 

3"  enfin  les  deux  qui  proviennent  de  ;P.i 3*  (5. 17),  qui 
ont  5".i3"  en  facteur  commun  et  sont 

5' .  1 3'  ( 7=  4-  6-;,     5' .  1 3-'  (9''  -;■-  2-  ) . 

En  conséquence,   les  décompositions  de  ?*>i',  dont  le 

j4nn.d<-  Maclu-mat . ,  'i*"  série,  t.  XVII.  (JuilltH  iSj8.)  20 


(  3o(i  ) 
iionibrc  lolal  est 

1'  =  -  [  (  2  a  -I-  I  )  (  2  p  +  I  )  .  .  .   (  2  V  -{-   I  ]  —  I  ], 

ne  contiennent,  comme  faisant  partie  de  la  dernière  es- 
pèce (E„),  que  celles  qui  dérivent  des  i"~^  décompositions 
de  N  où  les  carrés  sont  premiers  entre  eux,  pai'  la  for- 

2 

mule  fondamentale  (L-  — P^)'  -j- aL/P,  ,  absolument 
comme  dans  le  cas  (VII)  où  il  n'entrait  dans  jN  que  «  fac- 
teurs à  la  première  puissance,  et  toutes  les  autres  appar- 
tiennent aux  7/ —  I  premièi<;s  espèces,  dans  chacune 
desquelles  les  deux  carrés  composants  ont  un  diviseur 
commun. 

En  résumé,  que  jV  soit  composé  de  //  facteuis  du  pre- 
mier degré,  de  la  forme  4^  -i-  i,  ou  de  «  de  ces  facteurs 
élevés  chacun  à  une  puissance  quelconque,  il  y  a  toujours 
'2"~^  décompositions  de  ce  nombre  dans  chacune  des- 
quelles les  deux  carrés  sont  premiers  entre  eux,  et  pas 
davantage,  et  ces  2"~'  décompositions  donnent  naissance, 

par  la  formule  (L,  —  P-)^  -+-  aL/P/  ,  à  un  pareil  nombre 
de  décompositions  du  carré  N^de  ce  nombre,  lesquelles 
jouissent  seules  de  la  même  propriété  parmi  toutes  les 
autres  décompositions  dont  IN"  est  susceptible  et  compo- 
sent exclusivement  la  dernière  espèce  (E,,)  de  ces  décom- 
positions ;  ce  qui  est  assurément  un  fait  digne  de  re- 
marque. 

XI.  Entre  autres  conséquences  de  la  théorie  qui  vient 
d'être  exposée,  on  en  déduit  une  réponse  précise  à  cette 
question  : 

Quels  sont  les  nombres  entiers  dont  c/iacun  jouit  de 
la  propriété  d'être  égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux 
nombres  entiers  consécutifs,  et   d'avoir  pour  carré  la 


l  3o7  ) 
somme  des  carrés  de  deux  autres  uomhrcs  entiers  con- 
sécutifs. 

En  d'aulres  terinrs,  e/le  Journit  une  solution  com- 
plète du  système  des  équations  indéterminées 

y  —  x^  H-  1  .r  -f-  i)\     y-'  r=  z' -h  [z -^  i]\ 

en  fiondires  entiers. 

Observons  d'abord  que  y  est  impair  el  ne  peut  avoir 
pour  diviseurs  premiers  que  des  facteurs  de  la  forme 
4/iH-i.  En  eJlet,  s'il  en  avait  d'autres  de  la  forme 
4A  -h  3,  il  faudrait,  comme  on  sait,  pour  que  la  décom- 
position de  y  en  une  somme  de  deux  carrés  fût  possible 
d'une  manière  quelconque,  que  ces  facteurs  fussent  cha- 
cun en  nombre  pair,  c'est-à-dire  que  leurs  produits  M* 
fût  un  (;arré;  on  aurait  donc,  en  appelant,  comme  ci- 
dessus,  N  le  produit  de  tous  les  autres  facteurs  de  forme 

4A-t-  I, 

j  =  I\PN. 

On  sait  d'ailleurs  aussi  que,  ni  M,  ni  M^  ne  sont  en 
aucune  façon  décomposables  en  une  somme  de  deux 
carrés;  donc,  si  a^+p^  représente  l'une  quelconque 
des  décompositions  de  N,  la  décomposition  correspon- 
dante   de     y     aurait    la    forme    )^  =  M' (a^  4- |3^  ),   ou 

Or  le  plus  petit  facteur  premier  de  la  forme  4^4-3 
étant  3,  il  est  impossible  que  la  différence  entre  Ma  et 
M(3  ne  soit  que  d'une  unité,  comme  l'exige  la  première 
condition  de  l'énoncé. 

Cela  posé,  si  un  nombre  y  satisfait  aux  équations 
proposées,  son  carré  ne  peut  donner  lieu  à  une  décom- 
position telle  que  j'^"  =  z- -h  (z -h  i)^,  que  si  cette  dé- 
composition fait  partie  de  la  dernière  espèce  (E„)  parmi 
toutes  celles  quej'^  est  susceptible  de  recevoir;  car,  pour 

20. 


(  3o8  ) 
ioutedécomposltionj"-  =  u"-i-  u-  qui  feraitpartie  de  l'une 
quelconque  des  autres  espèces  (Ej),  (Ea  ,  .  .  .,  (E„_i), 
les  deux  nombres  u,  u  auraient  pour  diviseur  commun, 
comme  on  l'a  démontré  plus  haut,  l'un  o  des  facteurs  de 
r,  simples  ou  multiples,  premiers  ou  composés.  Or  le 
plus  petit  de  ces  facteurs,  de  forme  ^h  -t-  i,  étant  5,  la 
différence  entre  u  et  t^,qui  est  de  la  forme  o(</ —  t/),  est 
au  moins  égale  à  cp,  donc  a  fortiori  au  moins  égale  à  5,  et 
ne  peut,  en  aucun  cas,  être  égale  à  l'unité  comme  l'é- 
noncé de  la  question  l'exige. 

C'est  donc  parmi  les  décompositions  de  l'espèce  (E„) 
seules  qu'on  peut  rencontrer  la  décomposition 

Or,    toutes   les  décompositions    de   l'espèce  (E„)    sont, 


d'après  (VII)  et  (XI),  de  la  forme  (Lf  —  Pf  ) '- -j- 2 L, P,-  , 
les  nombres  entiers  L/jP^,  dont  l'un  est  pair,  et  l'autre 
impair,  étant  tels  qu'on  ait  y  =  L/  -j-  P' .  Soit  L,  le  plus 
grand  de  ces  deux  nombres,  et  posons,  a  étant  un 
nombre  entier  positif,  L,  =  P,  -f-  a  5  d'où 

y-  =    2aP,-  -f-  Cl?]'-  -f-  (2P/  -{-  2aP,  ^ 

La  seconde  condition  du  problème  consiste  en  ce  que 

/  (  2  aP,-  -+-  a-  'i  —  (  2  Vr  -4-  2  aP;    r=  rb  i 

(4)        ou 

(  a=  —  2P,'r-±I. 

Il  en  résulte,  comme  on  sait,  que  les  deux  nombres 
entiers  a,  P/  sont,  l'un  a  le  numérateur,  l'autre  Pj  le  dé- 
nominateur d'une  quelconque  des  réduites  de  la  fraction 
continue  suivant  laquelle  se  développe  la  racine  carrée 

de  2,  savoir  d'une  réduite  de  rang  impair  (  la  première 
étant  -  ]  si  Ton  prend  le  signe  -H  dans  le  second  membre 


(  ^og  ) 
de  réquation  (4),  <^l  dune  réduite  de  rang  pair  si  Ton 
prend  le  signe  — . 

Ces  réduites  consécutives  sont 

5  -,  -,  -,   ;,   -^,  ^,   ^,   — v^,  ...  etc. 

O       I       2       5       12       2C)       -jo       ibq 

Actuellement ,  la  première  condition  du  problème 
exige  que  dans  la  décomposition  L;  H-  P,"  de  j^  d'où  dé- 
rive directement  celle  j^  ^=  [^f  —  P/  1^  -+~  2L/P/  que 
nous  venons  de  considérer,  les  nombres  composants  L,,  P/ 
ne  diffèrent  entre  eux  que  d'une  unité;  en  d'autres 
termes,  il  faut,  non-seulement  que  a  soit  le  numérateur 
de  l'une  des  réduites  ci-dessus,  dont  P,  serait  le  dénomi- 
nateur, mais  encore  que  ce  numérateur  soit  égal  à  l'u- 
nité. 

Or,  si  Ton  exclut  dans  la  suite  (  5  )  la  première  réduite 
qui  donne  la  solution  illusoire  P,  =  o,  on  voit  que  la  sui- 
vante -  est  la  seule  qui  remplisse  les  conditions  exigées. 

On  a  donc 

P,   ou  a:  =  I ,      a  =  ï ,      L,  r=  2, 
d'où 

j  =  I  ■'  -I-  2'  --^  5 
et  ensuite 


y  =z   L[  —  Pf  ■  -4-  2L,P.-  =  3'  +  4=  =  5'. 

Ainsi  le  système  des  valeurs  a:  =  i,  z  =:  3,  )^  =  5  est  /e 
5e«/ qui  résolve  la  question  proposée. 

Remarque.   —  On  conclut  aussi  de  là  que  l'équation 
indéterminée  du  quatrième  degré 

T       , 
X*  +  2.c^  -l-  2^'  -r-  a/  :=:  —  3    Z  -i-   I  ) 
2     ^  ' 

n'est  pareillement  satisfaite  que  par  les  valeurs  conju- 
guées a:  =  1 ,  2  ■^=  3  ; 


(  ^'O  ) 

Et  encore  que,  parmi  rinfiiiité  des  systèmes  de  deux 
nombres  entiers  consécutifs  n  et  (w  -+- 1),  dont  le  produit 

u[u  -i-  i)  est  égal  à  un  nombre  triangulaire  -  zfz -h  i), 

il  n'y  en  a  qu'un  seul,  savoir  a  et  3,  dans  lequel  le  plus 

petit  des  deux  nombres  soit  égal  au  carré  d'un  nombre 

entier  augmenté  de  ce  nombre  lui-même,  2  =  1^  -h  i,  et 

r               Q        3.4 
1  on  a  2.3  = 

2 

Aota.  —  Le  lecteur,  se  réféi-aiit  à  la  page  2^2  (voir\a  livraison  de  juin"), 
ligne  a  en  remontant,  est  prié  d'intercaler  la  parenthèse  suivante  entre 
le  mot  «  espèce  »  et  le  mot  «  dans  »  et  avant  la  virgule  : 

(c'est   l'espèce  désignée  par    E„_,  ,     selon    la   noiaiioa 
adoptée). 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  LECOLE  NOUMLE  m  1872; 

Par  m.   GENTY. 


Par  un  point  fixe  h  pris  sur  une  surface  du  second 
degré  donnée,  on  mène  tous  les  plans  qui  coupent  la 
surface  suivant  des  courbes  dont  V un  des  sommets  est 
en  A  : 

1°  Trouver  le  lieu  de  celui  des  axes  de  la  section  qui 
passe  au  point  A  ; 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  oii  le  diamètre  conjugué 
du  plan  sécant,  relativement  à  la  surface  donnée,  ren- 
contre le  plan  tangent  à  celle  mrface  au  point  A  ; 

3"  Construire  ce  dernier  lieu  dans  le  cas  oii  le  plan 
tangent  en  A  coupe  la  surface  donnée  suivant  deux 
droites  rectangulaires. 

Soit  A^  une   droite  située  dans  le  plan  langent    à  la 


{  :Ui  ) 

surface  au  point  A;  un  plan  rpielcon(|ue  mené  parcelle 
droite  coupe  la  surface  suivant  une  conique  qui  lui  esi 
tangente  au  point  A,  et,  si  C  est  le  centre  de  celte  co- 
nique, C  le  centre  de  la  surface,  la  droite  CC  est  le  dia- 
mètre conjugué  du  plan  sécant.  La  droite  AC  sera  une 
droite  du  lieu,  si  elle  est  perpendiculaire  à  A/. 

Or,  si  le  plan  sécant  tourne  autour  de  Af,  le  diamètre 
conjugué  ce  décrit  un  plan  (P)  qui  coupe  le  plan  tan- 
gent en  A  suivant  une  droite  Az',  et  l'on  sait  (jue  les 
droites  A.t  et  At'  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conju- 
gués de  la  conique  (C),  intersection  de  la  suiface  par  le 
plan  diamétral  parallèle  au  plan  tangent  au  point  A. 

Donc  on  aura  une  di'oite  du  lieu  en  prenant  l'inter- 
section du  plan  (P)  avec  le  plan  mené  par  le  point  A 
perpendiculairement  à  la  droite  A  t.  Mais  ce  dernier  plan 
contient  la  normale  à  la  surface  au  point  A;  le  plan  P 
contient  la  droite  fixe  AC. 

Si  donc  JN  est  le  pied  de  la  normale  à  la  surface  an 
point  A,  sur  le  plan  de  la  conique  C,  le  lieu  du  poini 
d'intersection  d'un  diamètie  de  celte  conique  avec  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  N  sur  le  diamètre 
conjugué  est  la  base  du  cône  cliercln''  sur  ce  plan. 

Cette  courbe  est  une  hyperbole  équilatère  (H),  qui 
passe  au  point  ]N,  au  point  C,  et  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique  (C)  (*).  La  tan- 
gente au  point  ]N  est  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
le  diamètre  conjugué  de  CN  ;  la  tangente  au  point  C  est 
le  diamètre  conjugué  de  la  perpendiculaire  à  CN. 

L'étpialion  de  (H)  est  très-faeib:  à  trouver.  Soient 

a  .r-  -1-  b  y-  z=z  i 


C)  l-es    points   d'iiitorseclioa   de    cette   courbe  avec  la  coiiique  (C) 
sont  les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  N  sur  celte  courbe. 


'.«a 


(  3.'.  ) 
réqualion  de  la  conique  (C)  dans  son  plan,  et  Xi,  ji  les 
coordonnées  du  point  N  5  l'équation  de  (H;  sera 

Le  cône  qui  a  cette  hyperbole  pour  base  a  deux  de  ses 
arêtes  situées  dans  \e  plan  tangent  au  point  A  ;  ce  sont  les 
droites  menées  par  ce  point  parallèlement  aux  axes  de  la 
conique  (C). 

La  conique;  (H)  se  décompose  en  un  système  de  deux 
droites  pour  j\=rzzn-^  la  signiiication  géométrique  de 
cette  condition  est  tiès-simple.  En  efïet,  dans  ce  cas,  la 
normale  à  la  surface  donnée  au  point  A  rencontre  le  plan 
delà  conique  (C)  en  un  point  N  d'un  des  axes  Cx  de 
cette  conique  ;  donc  le  diamètre  Cy  est  perpendiculaire 
au  plan  de  ses  deux  diamètres  conjugués  AC  et  Ca:; 
donc  ce  diamètre  est  un  axe  de  la  surface,  et  par  suite  le 
point  A  est  situé  sur  une  des  sections  principales  de  la 
surface. 

Le  cône  se  réduit  alors  à  deux  plans,  l'un  qui  est  le 
plan  CAN,  et  l'autre  qui  est  déterminé  parle  point  A,  et 
une  parallèle  QR  à  Cy,  dont  l'équation  est 

a X  =^  ù  [x  —  j,'i). 

On  obtient  un  résultat  analogue  pour  Xy  =  o. 

Si  l'on  a  en  même  temps  Xi  =  o,  ji  =  o,  le  point  A  est 
un  des  sommets  de  la  surface-,  ie  point  N  se  confond 
avec  le  point  C,  centre  de  la  section  principale  (C).  Le 
cône  se  compost;  alors  des  deux  plans  principaux  qui  pas- 
sent au  point  A. 

Si  le  point  A  est  un  ombilic,  la  conicjueC  est  un  cercle, 
l'hyperbole  (H)  se  compose  du  diamètre  NC  et  de  la 
ligne  située  tout  entière  à  l'infini  dans  le  plan  du  cercle 
(C)  :  donc   le  cône  se  compose  de  l'ensemble  de   deux 
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plans  :  le  plan  ANC,  et  le  plan  tangent  en  A  à  la  surface 
donnée. 

Considérons  maintenant  la  conique  F,  intersection  de 
la  surface  donnée  par  le  plan  CAî';  soient  A  f/  la  droite  du 
lieu  située  dans  ce  plan,  et  C  le  milieu  de  la  corde  Kd\ 
la  droite  Ce'  coupe  A  l'  en  un  point  m'  \  il  s'agit  de  trou- 
ver le  lieu  décrit  par  ce  point  dans  le  plan  tangent  en  A, 
ou, ce  qui  revient  au  même,  le  lieu  décrit  dans  le  plan  de 
la  conique  C  par  le  point  /«,  situé  sur  le  diamètre  ee'  pa- 
rallèle à  A//  et  tel  que  Cm  =  Km' .  Soit  [i  le  point  d'in- 
tersection de  ce  diamètre  avec  Kd.  On  voit  très-simple- 
ment que  le  point  m  est  le  conjugué  harmonique  du 
point  p  par  rapport  aux  points  e  et  e' .  Or  le  point  fz  dé- 
crit l'hyperbole  (H),  et  les  points  e  et  e'ia  conique  (C)  5 
donc,  si  par  le  centre  C  de  cette  dernière  conique  on 
nïène  un  rayon  vecteur  qui  la  coupe  aux  points  e  et  e' ,  et 
qui  coupe  (H)  au  point  pt,  le  lieu  du  point  m,  conjugué 
liarmonique  de  /a,  par  rapport  aux  points  e  et  e',  est  la 
courbe  cherchée  (21). 

Cette  définition  géomélriijue  permet  d'obtenir  avec  la 
plus  grande  facilité  l'équation  et  la  forme  de  la  courbe. 
Pour  obtenir  l'équation,  il  est  commode  de  recourir  aux 
coordonnées  polaires. 

Soient  R,  /•  et  p  les  rayons  vecteurs  respectifs  des 
courbes  C,  H  et  S,  pour  un  même  angle  oj -,  on  aura 

I  «r,  cosf.)  —  A.î-,  sinw 

a  cos^oj  -1-  b  sm  '  w  '^a  —  b)  sincocubw 
et 

R'                              {a  —  b  sin 0)  coso» 


r         (acos'oj -1- />sin'&>   (rj  ) ,  cosw — ^.risinw) 
ou,  en  revenant  aux  coordonnées  reclilignes, 

(ax' -\-  hy)  («.r/,  —  b y.r,  ]  =    a  —  b]  xy. 
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Celle  équalioa  roprt'scnle  une  courbe  du  tioisiènie  ordre 
qui  a  un  point  double  à  l'origine;  les  tangentes  en  ce 
point  sont  les  axes  de  la  conique  (C). 

Deux  des  asymptotes  de  la  courbe  (2)  sont  parallèles 
à  celles  de  la  courbe  (C)  ;  donc  elles  sont  réelles  si  cette 
courbe  est  une  hyperbole,  et  imaginaires  si  (C)  est  une 
ellipse. 

La  troisième  asymptote  est  parallèle  à  la  tangente  de 
l'hyperbole  (H)  à  l'origine  C. 

Clierclions  les  e'cjuations  des  asymptotes  elles-mêmes, 
dans  le  cas  où  la  conique  (C)  est  une  hyperbole. 

Pour  éviter  les  radicaux  nous  remplacerons,  dans 
les  équatioiis  des  courbes,  a  ex.  b  respectivement  par 
I  I 

Cl-  b- 

L'éfjuation  de  (::)  est  alors 

(  b-  .r-  —  a- y-  \      b-.rr,  -f-  «'■'  K-t-,  )  —  «-  b-  c''  .vj  z=z  o, 

ini  posant,  comme  d  habitude, 

c^-  =  a'  -;-  b\ 

Les  équations  des  asyniptotes  seront  respeciivcmenl  de 
la  forme 

b.r  —  (7  }"  -f-  ).  =  o, 

b.r  -+-  a  Y  -f-  y,  =  o, 

b-  xr,  -\-  a'^yx^  H-  v  =  o, 

el  nous  obtiendrons  les  valeurs  des  indéterminées  A, /ut 
elv,  en  itieniifiant  les  termes  du  second  ordre  du  produit 

[  bx  —  ay  -r-  X  ^  i'  h.v.  -|-  ay  H-  u.      b'^xy^  -i-  A- y.r^  -+-  v  ) 

avec  les  termes  du  second  ordre  de  1  équation  de  la 
courbe;  ou  obtient  ainsi  très-simplement  pour  les  équa- 


c' 

2 

«.r 

h-.)' 

2 

1  «.»-, 

— 

h'i  ) 

P, 

c- 

•.*.■,,)', 

(  ^'5  ) 
lions  des  asymptotes 

X       r 

La  construction  géométrique  des  asymptotes  est  exlrè- 
mement  simple.  Soient  /  et  /'  les  points  de  rencontre  des 
asymptotes  de  (C)  avec  riiyperbole  (H).  Menons  parle 
point /une  paiallèleà  C/',  et  soit/ le  point  de  rencontre 
de  cette  droite  avec  la  conique  (C).  La  parallèle  àC/ 
menée  par  le  point  f  est  l'une  des  asymptotes  de  la 
courbe. 

Menons  de  même  par  le  point  /'  une  parallèle  à  C/ 
jusqu'à  sa  rencontre/' avec  la  courbe  (C)  ;  la  parallèle 
à  C  /'menée  par  le  point /'est  une  seconde  asymptote  de 
la  courbe. 

Les  droiles //'et /'/' se  coupent  en  un  point  G  de  la 
courbe  H  (*). 

De  même  les  deux  asymptotes  delà  courbe  (L)  que 
nous  venons  de  construire  se  coupent  en  un  même  point 
B  de  la  droite  CG;  c'est  le  conjugué  harmonique  du 
point  G,  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  de 
celte  droite  avec  la  conique  (C)  •,  donc  le  point  B  est  un 
point  de  la  courbe  (S). 

Si  laconique  (C)  est  une  hyperbole  équiiatère  (c'est- 
n-dire  si  le  plan  tangent  en  A  à  la  surface  donnée  la 
coupe  suivant  deux  droites  rectangulaires)  le  point  G  se 
confond  avec  le  point  ?s . 

(*)Cola  résiiUe  de  ce  que  les  dioilesC^et  C/',  laisanl  le  même  angle 
avec  chacune  des  asymptotes  de  l'hyperbole  (H),  sont  parallèles  ii  deux 
diamètres  ccinjUj;iiés  de  collr  coiirlje. 
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Si  (C)  est  une  ellipse,  les  asymptotes  C/etC/'  sont 
imaginaires,  il  en  est  de  même  des  asymptotes  de  la 
courbe  (2)  qui  leur  sont  respectivement  parallèles  5  mais 
le  point  Gj  et  par  suite  aussi  le  point  B,  où  ces  deux 
asymptotes  coupent  la  courbe,  sont  réels. 

La  troisième  asymptote  de  la  courbe  (Z)  est  toujours 
réelle  ;  elle  est  parallèle  à  la  tangente  en  C  h  Ihvperbole 
(H)  ;  elle  fait  donc  avec  Co:  le  même  angle  que  CG. 

De  plus,  la  distance  du  point  B  à  cette  asymptote  est 
double  de  la  distance  du  point  A  à  celte  même  droite,  ce 
qui  sufGt  pour  la  déterminer. 

Si  parle  point  A  nous  menons  une  parallèle  à  //',  le 
point  d'intersection  de  cette  droite  avec  l'asymptote  que 
nous  venons  de  construire  est  un  point  de  la  courbe. 

Il  est  maintenant  facile  de  trouver  les  deux  formes  que 
présente  la  courbe,  selon  que  la  conique  (C)  estime 
ellipse  ou  vine  bvperbole. 


PUOOLÈME  \)l  MVTIIÉMATIQIES  ÉLÉMENTAIRES 

Doyyt  AU  cojvcoras  d 'agrégation   eis    i8yi; 
Solution  de  M.  A.   TOURRETTES. 


On  donne:  la  longueur  de  la  bissectrice  de  l'angle  K 
d'un  triangle  ABC,  et  la  somme  des  deux  côtés K^^  AC 
qui  comprennent  cet  angle  :  on  demande  d'étudier  la 
'variation  de  la  sui'Jace  du  triangle,  ainsi  que  les  va- 
riations de  r angle  A  et  des  côtés  AB,  AC. 

Soient  a:,  i  ,  z  les  côtés  du  triangle,  a  la  longueur  de 
la  bissectrice  de  l'angle  A,  D  le  point  de  rencontre 
avec  CB,  5  la  somme  y  -\-  z  des  deux  côtés  de  l'angle  A. 
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D'après  deux  théorèmes  connus,  j'ai 

jrzi=:a= -4-CD,DB     et      — = — =-: 

y  z  s 

d'où 

X  Y  XZ 

CD  =  -,      DB  — .  —, 

s  s 

el  par  suite 

a' .s» 
s-  —  .t'- 
d'ailleurs 

Les  valeurs  de  y  et  2  sont  les  racines  d'une  équation 
du  second  degré,  qui  donne 


z  \   ^' 


2  y, y   —  vl- 

Pour  la  réalité  des  racines,  il  faut  que 

x^<s'^  —  4*^^ 

et  cette  condition  entraîne  s- —  x'  ^  o. 

Je  cherche  maintenant  la  valeur  décos  A.  On  a  im- 
médiatement 

r'  -\-  z-  —  x^ 
ces  A  =■- 


2JZ 

et  comme 

y-  -i-  z^  =z  .v'  —  2  )  z  =3 , 

i-  —  x^ 

il  vient 

f.v'  —   2:' )'  —  2a'.v- 

COS  A  rr: 

2  a''.»' 

Il  faut  donc  que 

(î'  —  x'']'' — 2  y.^ï'^  ^  2 a- .ï'      OU      ^-^Ij'  —  2a5, 
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On  voit  que  a.'  doit  salist'aire  aux  deux  inégalités 

s^  —  4  ^-^  _  .r'  ^  J-  —  2  a 5. 

Pour   trouver,    en  fonction   de  x,    l'expression  de  la 
surface,  je  forme  sin  A 


sin  A  =  4,  1  —  cos' A  = ^  4  » 

et  comme 


il  vient 


I 

s  =  -  jz  sni  A, 


4 


Ayant  trouvé  les  limites  de  X",  il  est  facile  mainte- 
nant d'étudier  les  variations  des  côtes,  de  l'angle  A  et 
de  la  surface. 

On  peut  mettre  les  valeurs  de  y  et  z  sous  la  forme 


z  )        2       2  Y  ■'>"'  —  ^' 

Si  x~  =  .s-  —  2a.f,  ou  sa  valeur  miiiima,  le  radical  est 
maximum,  par  suite  y  est  maximum,  z  minimum.  On 
remarque  que  leur  dilféi'ence  est  maxima  et  qu'elle  est 
t^'gale  à  y/5"  —  2.7.S.  Les  deux  côtés  sont  l'un  sur  l'autre. 
A   mesure  que  x  augmente,  y  diminue,  z  croît,  et, 

pour  X-  =5"  —  4  ^-S  Itis  deux  côtés  deviennent  égaux  à  -• 

Pour  l'angle  A,  on  trouve  cos  A  =  1   quand 

.T^  z=:  .V-  Q.a.S', 

alors   A  =  o,  ainsi   que  je  l'ai   reniarqué   ci-dessus.  A 
mesure  que  x  croit,  la  valeur  de  cos  A  diminue  et  par 


suilc  1  auylc  augmenlc.   Poiu'  .r^:=  .s"- — 4^-% 

8a^  —  .v' 
cosA  = • 

Enfin  la  surface,  nulle  pour  x~  =  s'  —  aa.ï,  va  en 
augmentant  avec  x,  puisque  le  carré  (s-  —  X'  f  diminue. 
Elle  est  maxima  pour  x'  =  s^  —  ^a^. 


QUESTION  DE  MÉC4NIQIJE  ÉLÉMEMAIRE 

DOKWÉE  AU  CONCOURS  d' AGBÉGATIOW  DE  1872; 

Solution  de  M.   A.   TOURRETTES. 


On  donne  une  séiie  rie  circonjérences  situces  dans  un 
même  plan,  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite,  se  tou- 
chant extérieurement,  de  manière  que  chacune  soit  tan- 
gente à  celle  qui  la  précède  et  à  celle  qui  la  suit,  et 
dont  les  rajons  forment  une  progression  géométrique 
décroissante.  On  demande  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème prolongé  à  V infini. 

Soient  a  le  rayon  du  premier  cercle  dont  le  centre  est 
pris  pour  origine;  y  la  raison  de  la  progression;  x  la 
dislance  du  centre  de  gravité  du  système  à  Toriginc. 

Les  rayons  seront 

a,  aq^  acj\   aq\    .  .  .,   iuf\ 
les  circonférences 

27T-fl,   lr.(t(i^    iT.aq"^,    ....    O.-arj", 
et  les  distances  de  leurs  centres  à  l'origine 

O ,  r/  H-  aq ,  rt  -f-  2  aq  -<-  arf-,   ....a  ~  Ifiq         rf  tnp  -^  . . .  —  nq" . 
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En   appliquant  le  iliéoiènie  des   moments,  on  aura  une 
égalité  dont  le  premier  membre  sera 

"2  TT  n.r 
X  iTza -T- iT.aq -^  ■2.T^a(i'' -^  .  .  .     ou  • 

Le  deuxième  membre  aura  pour  expression 

27ra^[(<7  -T-  q")  -\-  [q^  -\-  iq^  4-  ç* 

H-  (  7^  H-  2  ç'  4-  2  9=  H-  7''     -!-   .  .  .  J 

ou  bien 

2  7rrt-[(7  -f-  2<y-  -1-  3^'  -t-  .  .  .  +  «(/" 

-~  nq"~'  4-  («  —  I  ]  q''+-  -[-...-{-  r/'"']. 

Oi",  la  première  partie  de  la  parenthèse 

q  -{-  "2  q'  -{-...  -\-  nq" 

a  pour  valeur 


[i~q)'         ;!  —  '//'  1  —  7 

et  la  deuxième  est  plus  petite  que 
ou  bien 

l  —  q 

La  parenthèse  est  donc  plus  petite  que  la  somme  sui- 
vante : 

q  q"'^^  nq"'*'^  nq"'^'    l  — q" 

(  I  —  q  z'         ;  I  —  q   ^         I  —  q  I  —  q 

qui    se   réduit    à — -   pour  n  ^=  -xi  ( o'Oi'r Desboves , 

Questions  ci' Algèbre,  p.  ii^\. 

Par  conséquent, 

aq 

.r  = • 

\  —  q 
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»ÉiMOi\STRATIO^S  DIRECTES  DE  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  CON- 
FIES RELATIVES  A  LA  COIRBE  ENVELOPPE  D'l]\  SEGMENT 
DE  DROITE  DE  LOMJliElR  COKSTA!\TE  Qll  SE  MEIT  DANS 
m  ANGLE  ; 

Par  m.  a.    M. 


Soient  xoy  l'angle  donné  et  ab  le  segment  mo- 
bile (*).  Ce  segment  se  déplace  de  façon  que  a  reste  sur 
ox,  et  b  sur  oj.  Pour  un  déplacement  infiniment  petit 
de  ab,  on  obtient  le  centre  instantané  de  rotation  c  en 
élevant  respectivement  à  ox  et  oj  les  perpendiculaires 
ac,  bc. 

Les  quatre  points  o,  a,  c,  b  sont  sur  une  circonférence 
dont  oc  est  un  diamètre.  Comme  ce  diamètre  est  égal 

5  sa  longueur  est  constante,  quelle  que  soit  la 


sin.ro j 

position  de  ab  ^  par  siùle,  perulant  le  dcplacenietit  con- 
tinu de  ab,  les  points  tels  que  c  sont  une  circonférence 
de  centre  o. 

La  perpendiculaire  ce  à  ab  rencontre  cette  droite  au 
point  e,  où  celle-ci  toucbe  son  enveloppe.  Abaissons 
aussi  la  perpendiculaii^e  of  %nv  ab  :  les  points  e  et  f  sont 
à  égales  distances  du  nnlieu  de  ab. 

Du  centre  /  de  la  circonférence  oacb  menons  le 
diamètre  perpendiculaire  à  ab,  et  appelons  g  et  h  les  ex- 
trémités de  ce  diamètre.  Les  droites  og,  oh,  perpendi- 
culaires V une  à  l' autre,  sont  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  ox  et  oj  ',  elles  sont  alors  fixes  pendant  le 
déplacement  de  ab . 

Appelons  p  et  q  les  points  de  rencontre  de  og  el  oh 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 

Antt.  deM,ithpnint..-i^séru'.  t.  XVII.  (.IniUrt  1S7S.)  21 


(  -^^^^  ) 

avec  la  normale  ce.  Le  segment  pq  est  double  du  dia- 
mètre gh,  il  est  donc  de  grandeur  constante-,  par  suite, 
pendant  le  déplacement  de  ab,  les  normales  telles  que 
ce  enveloppent  une  conrhc  quon  peut  obtenir  en  dé- 
plaçant le  segment  pq  dans  l'angle  droit  goli. 

INlenons  le  diamètre  mn  parallèlement  à  ab^  la  dis- 
tance entre  ces  droites  reste  la  même  pendant  le  dépla- 
cement de  ab.  L'enveloppe  de  mn  est  alors  une  courbe 
parallèle  à  la  courbe  enveloppe  de  ab.  Ces  deux  enve- 
loppes ont  même  développée  qui  est  l'enveloppe  de  pq. 
Le  segment  mn  de  grandeur  constante  se  déplace  dans 
l'angle  droit  fixe  mon.  Ainsi  l'enveloppe  de  mn  a  pour 
développée  une  courbe  qui  lui  est  semblable  ;  le  rapport 
de  similitude  est  de  i  h  2. 

Abaissons  sur  pq  la  perpendiculaire  or  et  prenons  le 
point  A  svmétrifjue  de  r  par  rapport  au  pointe,  milieu 
de  pq.  Le  segment  pq  touclie  son  enveloppe  au  point  X  5 
ce  point  est  alors  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
enveloppe  de  mn.  Appelons  /  le  point  où  pq  rencontre 
mn  et  y  le  point  où  0/  rencontre  celle  même  droite.  II 
résulte  de  la  construclion  qui  donnée  que  le  rajon  de 
courbure  Ik  est  égal  à  "5  fois  oj .  Désignons  par  t  le  point 
où  la  droite  oX  coupe  mn.  D'après  ce  que  nous  venons 
de  diie,  le  segment  ot  est  le  quart  de  oX.  Le  lieu  [t)  des 
points,  tels  que  f,  est  alors  une  courbe  semblable  à  la 
courbe  (a),  lieu  des  points  /.  La  tangente  k  [t)  en  t  est 
alors  perpendiculaire  à  mn.,  c  esl-à-dire  que  (f)  ren- 
contre à  angle  droit  les  droites,  telles  que  mn  5  donc  [t) 
est  la  développante  de  l'enveloppe  de  mn. 

Les  côtés  de  l'angle  droit  poq  interceptent  un  seg- 
ment de  grandeur  constante  sur  la  parallèle  à  pq  menée 
du  point  t.  Ce  segment,  égal  à  la  moitié  de  mn,  en  se 
déplaçant  dans  l'angle  poq.,  a  pour  enveloppe  la  déve- 
loppante (f)  de  la  courbe  enveloppe  de  mn.  La  déve- 
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loppaJite  [t]  est  alors  semblable  à  lu  courbe  enveloppe 
de  mn. 

Lorsque  le  segment  mn  est  en  m'n'  également  incli- 
née sur  om  et  sur  on,  le  point  ï',  tel  que  f,  est  le  milieu 
de  m'  n' \  il  est  aussi  le  point  où  m'  n'  touche  la  courbe 
enveloppe  [mn).  Appelons  p.  et  v  les  points  où  cette  enve- 
loppe touche  om  et  on.  La  développante  (/)  part  de  /'  et 

coupe  ofz  au  point  p.',  tel  que  Of;/  =  —'-•  Par   suite  l'arc 

3 
(u  i' de  l'enveloppe  [mn)  a  pour  longueur  y  mn  ,    et   la 

longueur  totale  de  celte  courbe  est  6.mn. 
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COURESPONDAKCE. 


1.  Une  solution  de  la  question  1252,  déjà  résolue 
(p.  23  I,  numéro  de  mai),  nous  a  été  adressée,  de  Berlin, 
])ar  M.   Kruscliwilz. 

2.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Catalan  : 

((  La  question  (1257  )  est  un  théorème  de  Miquel,  pu- 
blié d'abord  dans  le  Géomètre  (i836)',  puis,  dans  le 
Journal  de  M.  Lia  avilie  (t.  Ilî,  p.  48^5  i838).  Je  l'ai 
reproduit  dans  b^s  diverses  éditions  des  Théorèmes  et 
Problèmes  de  Gréonièirie  élénientaire.  » 

SOLITIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DAXS  LES  NOUVELLES  ANXALES. 

Question  1233 

(voir  2°  s6ric,  (.  XVI,  p.  no)  ; 

Par  m.   MORET- blanc. 

Étant  donnée  une  ellipse,  soient  a  et  h  deux  points 
quelconques  réciproques  par  rapport  au  cercle,  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  circonscrits  ii  la  conique:  on 


(  326  ) 

prend  le  point  |3  symétrique  du  point  b  par  rapport  à  la 

polaire  de  a  :  démontrer  que  les  points  a  et  ^  ainsi  que 

les  deux  foj  ers  de  V ellipse  sont  situés  sur  un  même 

cercle  que  ces  points  divisent  harmoniquement . 

(Laglerbe.) 
Soient 

«^j'^H-  b-x''  —  a''b^z=i  o 

l'équalion  de  l'ellipse;  x^.,  mXi  les  coordounées  du  point 
a\  Xi,  mx^  celles  du  point  Z»,  avec  la  relation 

(l  -K  /w')  XiXt  =z  a^~-  b-. 

L'équation  de  la  polaire  du  point  a  est 

ma^Xfj  -i~  b-Xi-T  =  a^b-, 

et  celle   de  ia  perpendiculaire  abaissée  du  point  b  sur 
cette  droite 

y  -—  mx.  =  -—-  [X  —  .rj  1 , 
0- 

ou 

ma-x  —  h"^}'  =3  /fic-X2. 

On  tire  de  ces  équations  les  coordonnées  du  pied  de  la 
perpendiculaire 


■'      J  = 


[//l'^a*—  b*]  X,  (m-a^H-  b*)xi 

On  a   ensuite,    en  appelant  x',    )'  les  coordonnées  du 

•?.a^b^-{-  '  ic^  —  fl-1  ni^a^x^Xi  —  b^ x^x. 

[ao^è^-i-  [le- —  b^]  b'^XfXi  —  m-a^x,x.i]m 
\m^a''-r-  ù*)  X, 

et,  en  remplaçant  ^1X2  par  sa  valeur  et  réduisant, 

,  /•-  ,  mc- 

(  I  -f-  m^)  .r,  [i  H-  m-    .C| 


point  |5, 


j  =  iy  —  m  Xt 


(  -i-y  ) 

L'équalion  générale  des  cercles  passant  [)nv  ies  loyers  est 

x'-l- j- —  :*.lj   —  C'  =:r.  u; 

el  si  le  cercle  passe  par  !e  point  «,  on  a 

'  t  -h  m^)  x\  —  1  nt\.i\  —  c'=:  o, 
d'où 

(  I  -\-  m'']  x'\  —  c^ 

L'équation  du  cercle  passant  par  le  foyer  et  It;  point  ./ 
est  donc 

f  I  -i-  I»'  -r]  —  f"^ 

X'  -+■  /=  —  ' y  —  c'=o. 

m.r, 

Elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  x',y'  du  point  (3  : 
donc  les  points  a,  (3  et  les  deux  foyers  sont  sur  un  même 
cercle. 

La  droite  a^  et  la  tangente  en  a  au  cercle  ont  respec- 
tivement pour  équations 

(/«  JT,  —  }'')  0^  —  (x,  —  x')  y  =  [mx'  —  v').^i, 

elles  coup«'nt  l'ax'.;  focal  en  des  points  e,  y  dont  les  ab- 
scisses sont 

iin.r' —  v'^.r.  1C-X, 

///.r,  —  r,  (  •  +  iil^]x'-l  -+-  c' 

{ I  -t-  ni^  '1  j:  :  -r-  r' 
2X, 

On  a  donc 

Oe.Of^c\ 

Ces  deux  droites  el  celles  qui  joignent  le  point  a  aux 
deux  foyers,  divisant  haiiuoniquement  Taxe  focal,  for- 
ment un  faisceau  harmonique,  et  il  en  est  de  même  de 
celles  qui  joignent  un  point  quelconque  de  la  ciiconfé- 
rence  aux  points  a,  (3  et  aux  deux  foyers,  ce  qui  démontre 
la  seconde  partie  du  lliéorcme. 


(  328  ) 
Le  théorème  subsi  steiai  t  évidemment  si  la  conique  étai  t 
une  hyperbole. 

JVote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  H.  Lez  et  par  M.  F. 
Pisani,  qui  démontre  en  outre  une  série  de  théorèmes  concernant  des 
groupes  de  quatre  points  analogues  aux  précédents  et  situés  respec- 
tivement sur  des  cercles. 


Question  1233 

(  voir  2°  série,  t.  XVI,  p.  286); 

Par    m.    MORET-BLANC. 

On  donne  une  ellipse  de  centre  O.  Prenons  un 
point  m  sur  cette  courbe,  et  appelons  u.  le  centre  de 
courbure  de  l'ellipse  correspojidont  à  m.  Menons  la 
droite  aO  et  désignons  par  t  le  point  oit  elle  roicontre 
la  tangente  en  m  à  V ellipse.  On  demande  : 

i"  Quel  est  le  lieu  décrit  par  t  lorsque  ni  parcourt 
l'ellipse; 

2°  De   démontrer  (/ue   la  tangente   en  t   à   ce  lieu 

rencontre  mu.  en  un  point  r  tel  que  mr  =^  —;-• 

4 

(Mannheim.) 
1°  Soit 

(i)  a^j^  ^- b-x'^  ^=  à^b- 

l'équaliou  de  l'ellipse.  Les  coordonnées  ^,  r,  dli  centre 
de  courbure  correspondant  au  point  ni[x,j)  sont  dé- 
terminées par  les  équations 


ou 


On 


d.- 

dx 

=  0, 

dj-                         d^r 

dy  _ 
dx 

b-x 

d\r                b' 
dz'              a'r^ 

en  tire 

r,  = 

c\y^ 
b' 

c'x' 

'        '=     ri^    ' 

(  32C) 

) 

Lai: 

igné 

pOa 

pour 

-eq 

uatiou 

N 

Y 

■r' 

et  la  langente  en  m  à  l'ellipse, 

(3)  a\yY  -h  b'xX  =  a'b\ 

On   lire  de   ces    deux  équations  les  coordonnées  du 
point  f, 


En  difTérentiant  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante X,  dont  y  est  fonction  en  vertu  de  l'équation  de 
l'ellipse,  on  trouve 

r/Y  _        ay  [a''j  '' -h  3  b'' x^  -h  ^a'^b^ x^ ] 
dX.~~~~  b^  .r  (  i''  ar^  +  3  rt'^ j'  -+-  /\a'  î?'^^  ]  ' 

OU,  en  éliminant  y  dans  les   parenthèses  au  moyen  de 
l'équation  de  l'ellipse, 

dY  _       a^Y[a"-h  in-[b'—  c^]  x'' -h  c-x''] 
dX.  b^x[3a^ — a.a^c'-x'^ — c'^x'^] 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  t  à  la  courbe  lieu 
du  point  /. 

On  obtiendra  l'équation  de  cette  courbe  en  éliminant 
X  el  Y  entre  les  équations  (i),  (a)  et  (3).  L'équation  (2) 
peut  s'écrire 


d'où 


:  1\ 

Y  X 


Y3  ^  x^' 

r  =  ^  —  •)     X  =  —  A  -^ 


a-'  b' 

En  reportant  ces  valeurs  dans  les  écjuations  (i)  et  (3),  et 


(  33o  ) 
éliminaiil  À,  on  obtient  l'équation  du  lieu  du  point  t  : 


:^'    [(?)'- (?)'!=- 


2*^  Si  l'on  prend  le  point  /'  au  quart  de  vt^j.,  ses  coor- 
données sont 

_  3.r  -f-  ?  _  3/7^r  +  C'.r-^  _  3j  +  y;  ^  3  b^y  _  (Sj3 

•^'  —  —4—  —       ^-1       '    •^'  —  -^—  —  —' 4^4 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  tr  est 

Y— r,  _       a\r[^aH'f'—  [ay*—  //'.rM  (Brt^^»'—  ^^c^r'i] 

a-j[a^''-{-a'^[Q,  b''  —  3c').-r' — n^c-  3c' — b-  .t-'  —  c^r'"j 
~  ^r[3«'<'—  ««iSc'-i-  2a' )x'-|-  ««f2^'  -Te* Jf ^) ]  ' 

et,  en  divisant  haut  et  bas  par  rt*  —  c'X^, 

Y  —  T,  fi^yifi^  -\-  r>.n-b- —  r''i.r--(-  r-.r"  ]         dY 

X  —  .r,  ""  (^2.,.    3^6_  s>.fl'c-x'—  c2.7-«)         ""  ^  ' 

donc  la  tangente  en  t  à  la  courbe  (4)  passe  par  le  point  r 

situe  sur  ma.  de  telle  sorte  ciue  mv  z^  -—' 

4 
On  obtient  encore  ce  point  en  cliercliant  l'intersection 

de  la  tangente  ea  f  à  la  courbe  (4)  et  de  la  normale  en 

m  à  l'ellipse. 

La  courbe,  lieu  du  point  f,  a  quatre  points   de  re- 

broussement  aux  quatre  soniniels  de  l'ellipse,  et  quatre 

asymptotes  paiallèles  aux  droites  Y=:±i  V /-  X,  c'est- 
à-dire  parallèles  aux  normales  menées  du  centre  à  la 
développée  de  l'ellipse.  Les  points  m  correspondant  aux 
points  t  à  l'infini  sont  donnés  par  la  relatioji 


(  33i   ) 
d'où 

a'  h 


[a-Jr  by  [Il  -r-  b)  '■' 


Le  coefficient  angulaire  de  la    tangente  en  ce  [)oiiit  est 


/h 


bien  dr  \/  -■>  et  l'ordonnée  à  lorigine  =h  ^/b{a  -j-  à). 
Les  asymptotes  ont  donc  pour  équations 

"~4 


±y^\J-:±yslbya^b) 


On  a  ainsi  une  idée  assez  neite  de  la  forme  de  la  courbe, 
La  distance  du  ceiilre  aux  asymptotes  est  \jab. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Sondât. 


Question   1238 

(  voir  2"  série,  t.  XVI,  p.  ?.s;); 

Par  m.   s.   REALIS. 

^  chaque  racine  réelle,  A',  de  l équation  à  coefficients 
réels 

Y^  +  (  \p  +  I  )  )  -f-  87  =  0 

correspond  ujie  racine  appartenant  à  l'cquation 
x^  -t-  px  -i-  ly  =  o, 

/   —  !  >^-  +    I 

et  comprise  entre  et ■' 

'  1  2 

Soit  A"  une  racine  réelle  de  l'équation 

j'  + (4/^-1- 1)7-1-87  =  0; 


posons 

F  (j:)  7TZ  .r*  H-  2/?.r'  -1-  ^qx  -i- 


ib 


(  33.  ) 

d'où 

F'(.r)  =  4  [^'■-^  P^  +  y). 

On    trouve,   en  substituant   successivement  et 

9. 

/.■  -4-    I 


à  X  dans  F  (a:'!, 

2  ^       ' 

*^  (-^ )  =  ^  [/  ^  +  (  4/^  +  I  )  ^^  8  ry  ]. 
c'est-à-dire,  puisque  A"  est  racine  de  l'équalion  en  y, 

.    .  .  /•    I  ^-    -1-     I  .  117. 

Ainsi     et sont   racines  de    1  equalîon 

22  *■ 

F  (a;)  =  o,   et   par    conséquent,   il  y  a  entre  elles,   au 
moins,  une  racine  de  l'équation  dérivée  F'(x)  =  o. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Moret-Blanc;  Dunoyer,  élève  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Marseille  ;  Eugène  Delmas,  élève 
du  lycée  de  Lyon;  Beaugey,  du  lycée  de  Grenoble;  Barthe,  du  lycée  de 
Bordeaux. 


Question  12o8 

(Toir  ?.'  série,  t.  XVII,  p.  vs;; 

Par  m.    a.    MOREL. 

Soient  K^d  un  triangle; 

D,  E,  F  les  pieds  des  hauteurs  menées  des  sommets 
A,B,C; 

O  le  point  d'intersection  de  la  ligne  EF  ai^ec  une  pa- 
rallèle au  côté  BC,  menée  par  le  sotnmct  A  ; 

a  le  milieu  c^e  BC  ; 

G  et  H  les  points  d'intersection  de  AO  et  d'un  cercle 
décrit  du  point  O  comme  centre  ai'ec  Oa  pour  rayon. 


(  333  ) 

On  demande  de  dénioiurer  : 

1°  Que  les  droites  aG  et  r/H  sont,  respeclwement,  les 
bissectrices  des  angles  O^B  etOûC; 

2°  Que,  si  la  hauteur  AD  coupe  le  cercle  au  point  K, 
on  a  AK  :=  Ba  (*).  (Gknïy.) 

1°  Le  triangleisoscèle  OHri  nous  doiine  OaW  =:^  OHa; 
mais,  d'après  la  constiuclion,  OH«=::HrtC,  comme 
angles  alternes-internes.  Donc  «H  est  bissectrice  de 
l'angle  OaC.  La  droite  «G  étant  perpendiculaiie  sur 
oH,  cette  droite  «G  est  bissectrice  de  l'angle  0«B. 

•2°  Les  angles    OAF,OEA    sont   tous   deux    égaux  à 

l'angle  B  du  triangle;  donc  OA.    =  OE  X  CF.  Mais,  le 
([uadrilatère  BFEC  étant  insci  iptible, 

OEXOF=â«    —  Ba', 

puisque  le  rayon  du   cercle  circonscrit  au  quadrilatère 
est  Bfl.  On  a  donc 

OA    =0«    —  Ba  ,     d'où     Bw'  ^^-0«    —  Oa'=AK", 

puisque  AK  est  perpendiculaire  sur   le  diamètre  GHj 
donc  ^a  =  AK. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  J.  Chambon  ;  Moret-Rlanc  ;  Michel; 
Pisani. 


Question   12G0 

(  ïoir?.'  série,  l.  XVII,  p.  sôs)  ; 

Par  m.   a.  ÎMOREL. 

D'un  point  O  pris  sur  une  circonférence,  dont  un 
diamètre  est  OE,  on  décrit  une  circonférence  qui  ren- 
contre la  première  en  des  points  A,B;  puis,   on  joint 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fljnre. 
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un  point  quelconque   C  fie  la  deuxième  circonférence 
aux  points  A,  B,  K  par  des  droites  qui  coupe/ il  la  pre- 
mière en  des  points  F,  D,  G. 

i"  Les  droites  YF.,  YX)  sont  respectivement  parallèles 
àCB,CA; 

2"  La  droite  CE  Jait  ,  avec  les  côtés  du  triangle 
CAB,  les  mêmes  angles  que  la  médiane  partant  du 
sommet  C  \ 

3"  La  droite  CG  est  moyenne  géométrique  entre 
GAefGB(*).  '  (A.Cambier.) 

\°  Je  joins  le  point  B  au  point  E;  la  droite  lîE  est 
tangente  à  la  circonférence  O.  Il  en  résulte  que  les  an- 
gles ABE,  ACD  sont  égaux.  IMais  les  anglt-s  ABE,  AFE, 
inscrits  dans  un  même  segment  de  cercle,  sont  aussi 
égaux  entre  eux-,  il  y  a  donc  égalité  entre  les  angles 
ACD,  AFE:  et,  parce  que  ces  derniers  angles  ont  la  po- 
sition d'angles  correspondants,  les  droiles  FE,  CB  sont 
parallèles. 

Les  arcs  BE,  AE  étant  égaux,  on  a 

BDE  :r::AFEr=  ACD; 

il   s  ensuit,   en  ayant  égard   au  parallélisme  des  droites 
FE,  CB,  que  les  droites  ED,  CA  sont  aussi  parallèles. 

2"  La  droite  AB,  peipendiculaire  à  OE,  en  un  point 
P,  est  la  polaire  du  point  E,  par  rapport  à  la  circonfé- 
rence O  5  et,  par  conséquent,  les  droites  menées  de  Paux 
points  C,M,  où  la  droite  EC  rencontre  la  circonfé- 
rence O,  sunt  également  inclinées  sur  OE,  et,  par  suite, 
sur  AB.  Ou  en  conclut  faciletnent  que  BM  r=  AK,  le 
point    K   étant    à    la   rencontn;  de    la  circonférence    O 

(*)  Le  Ifctpur  est  prié  do  faire  la  lifjtirr. 


(  ^-'^  ) 

et  de    la    droite    CP.    Donc    l'angle    ACP  =  MCB     et 
ACM^KCB  {*). 

3°  Dans  le  triangle  GAC,  l'angle  AGC  est  égal  à 
l'angle  BGC  du  triangle  GBC  ;  l'angle  GAC  est  égal  à 
l'angle  GCB.  Les  triangles  GAC,  GBC  sont  donc  sem- 
blables,  et  leurs  côtés  homologues  donnent  --  =  7—  i 

la   troisième  partie  de  la  proposition  est   ainsi  démon- 
trée. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Kruschwitz  ; 
Ch.  Richard;  Morct-Blanc;  Pisani;  Robaglia;  Fauquemberguc ;  Armand 
Bertrand. 


QUESTIONS. 


1275.  On  donne  quatre  points  «,  Z»,  c,fl  dans  un  plan, 
et  deux  points  p-,p',  non  situés  dans  ce  plan. 

Les  droites  d'intersection  de  deux  couples  de  plans 
{pab)^  (^p'cd)  et  (^pcd),  [p'ab)  sont  dans  un  niènio  plan 
(P)  ;  on  peut  obtenir  six  plans  analogues  en  combinant 
de  toutes  les  manières  possibles  les  points  rt,  b,c,d-^ 
ces  six  plans  se  coupent  suivant  une  même  dioite  (D) 
qui  rencontre  pp',  (Gekty.) 


(*)  Cette  seconde  partie  de  la  proposition  énoncée  résulte  simplenie'it 
de  ce  que  :  dans  des  triangles,  semblables,  les  médianes  menées  des  som- 
mets homologues  forment  les  jnemes  angles  avec  les  côtés  homolognes  des 
triangles.  lin  menant  la  diagonale  DF  du  parallélogramme  CDHF,  on 
détermiiio  un  triangle  CDF  semblable  à  CAR;  la  médiane  menée  du 
sommet  C  du  triangle  CDF  coïncide  avec  la  diagonale  CE  du  parallélo- 
gramme CDEF;  elle  forme,  avec  les  côtés  CD,  CF,  FD  du  trian!;Ie  CDK. 
les  mêmes  angles  que  la  médiane  CP  avec  les  côlés  CA,  CB,  AR  du 
ti-iangle  ACR.  (O.) 
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i!276.  Soienl  ABC  un  triangle,  et  O  un  point  quel- 
conque du  plan  ;  démontrer  que  la  puissance  de  O,  par 
rapport  au  cercle  circonscrit  au  triaugle,  a  pour  expres- 
sion 

n\  OCB  -4-  /;-.  OAC  -^  c\  OBA 
ÂBG  ' 

rt,  b^  c  étant  les  longueurs  des  trois  droites  OA,OB, OC, 
et  les  aires  OCB...  recevant  des  signes  convenables, 
suivant  le  sens  dans  lequel  elles  sont  parcourues. 

(Laisakt.  ) 

1277.  Soient  (C)  et  (Cj)  deux  courbes  plaues  qu'une 
droite  mobile  rencoutre  sous  des  angles  constants 
u.   et  f/j. 

Pour  que  ces  deux  courbes  soient  semblables,  il  faut 
rju'elles  soient  deux  spirales  logarithmiques  semblables 
par  rapport  au  point  asymptotique,  et  tournées  autour 
de  ce  point,  1  une  relativement  à  Taulre,  dun  angle  égal 
à  la  différence  des  angles  de  rencontre  u  et  Uj. 

Remarquer  le  cas  de  deux  courbes  semblables,  mais 
quelconques,  tournées  l'une  relativement  à  l'autre  d'un 
certain  angle,  autour  du  pôle  de  similitude. 

Point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enve- 
loppe, dans  les  deux  cas. 

(Rdouaud  Habich.) 

1278.  Trouver  la  somme  des  puissances  semblables 
des  racines  de  l'équation  trinôme 

X-''  -^  p.x"  -i-  «7  =  o, 

lorsque  l'exposant  t  est  un  multiple  de  //. 

(Pellet.) 
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SIR  LES  COURBES  DU  OllATRlÈ^IE  DEGRÉ  0^1  ONT  TROIS 
POIOTS  DOIBLES  D'INFLEXION,  ET  EN  PARTlCllLiEH  SUR 
LA  LEMNISCATE  ; 

Par    m.    LAGUERRE. 


i.  Je  dis  qu'une  courbe  a  un  point  double  d'in- 
Ilcxion,  lorsque  chacune  des  deux  branches  de  la  courbe, 
qui  se  croisent  en  ce  point,  y  présente  une  inflexion. 

L'objet  de  cette  Note  est  l'étude  des  courbes  du  qua- 
trième degré  possédant  trois  points  doubles  d'inflexion. 
Comme  ces  courbes  appartiennent  à  la  famille  des 
courbes  du  quatrième  degré,  qui  ont  deux  points  dou- 
bles, on  connaît  par  cela  même  un  grand  nombre  de 
leurs  propriétés;  elles  jouissent,  en  outre,  de  propriétés 
spéciales  qui  méritent  d'être  signalées. 

En  particulier,  je  distinguerai  celle  de  ces  courbes 
pour  laquelle  deux  des  points  doubles  d'inflexion  sont 
les  ombilics  (*)  du  plan;  la  forme  simple  que  prennent 
dans  ce  cas  un  grand  nombre  de  théorèmes  permet  d'en 
poursuivre  plus  facilement  les  conséquences.  Cette 
courbe  n'est  autre,  d'ailleurs,  que  le  lieu  des  projec- 
tions du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sur  ses  tan- 
gentes. C'est  donc  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

2.  En  désignant  par  P,Q  et  R  les  trois  points  dou- 
bles d'inflexion  de  la  courbe  du  quatrième  degré  K,  je 
prendrai  pour  triangle  de  référence  le  triangle  PQR;  en 


(*)  Je  désigne  ainsi  les  deux  points  imaginaires,  situés  sur  la  droite 
de  l'inlini,  qui  sont  communs  à  tous  les  cercles  du  plan. 

Ann.  de  iMuchéinaC,  7^  série,  t.  XVII.  (AoiU  1878.)  22 
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sorte  que  les  équalions  des  cùlés  QPi ,  RP,   PQ   seront 
respectivement 

.r  =  G,     Y  =  o     et     z  =  o. 

Cela  posé,  l'équation  générale  de  la  courbe  K  est, 
comme  il  est  facile  de  le  vérifier  : 

(l)  rtj'c- -f- Z'Z^.r- -+- c.r'7' =  o, 

a^h  et  c  désignant  des  coefficients  constants. 
Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

U  =  a:^'  bz^  -h  cy'']  -h  yn  [ex'  -+-  dz")  +  z'Ç  [ay'  -h  hx"^] 
V  =:^  ar.Çyz  -^  b'Çizx  -{-  c'ir,xy 
et 

,^r        fir,'C        bel        cïn 

W  ==  -^  H —  -+-  -^ , 

Ç  Y)  'Ç 

on  a,  comme  on  le  voit  aisément,  l'identité  suivante  : 

(.)  U==v(f4-^  +  î)-x)^.W. 

C'est  sur  cette  identité  que  je  m'appuierai  principale- 
ment dans  tout  ce  qui  suit. 

3.  Je  remarque  d'abord  que  U  =  o  est  l'équation  de 
la  cubique  polaire  du  point  (^îV'mC)  P^^  rapport  à  la 
courbe  K.  Soit  M  ce  point,  et  supposons  qu'il  soit  situé 
sur  K,  on  a  alors  W  =  o,  et  Pidentité  (a)  montre  que 
la  cubique  polaire  de  M  se  décompose  en  une  droite  et 
une  conique;  je  dirai  que  cette  droite  et  cette  conique 
sont  respectivement  la  droite  harmonique  et  la  conique 
harmouique  du  point  M. 

La  cubique  polaire  de  M  passe,  comme  on  le  sait,  par 
le  point  M,  où  elle  toucbc  K,  par  les  points  de  contact  des 
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quatre  tangentes  que  de  M  on  peut  mener  à  la  courbe, 
et  par  les  trois  points  doubles  P,  Q  et  R. 

La  droite  barmonique  de  M,  ne  passant  ni  par  M,  ni 
par  les  points  doubles,  la  conique  barmonique  de  M  ne 
rencontrant  d'ailleurs  K  qu'en  ces  points,  on  eu  conclut 
les  propositions  suivantes  : 

La  conique  hai'monique  du  point  M  passe  par  les 
trois  points  doubles  de  la  courbe,  et  touche  cette  courbe 
au  point  M. 

Sij  d'un  point  quelconque  ^l  de  la  courbe,  on  mène  à 
cette  courbe  les  quatre  tangentes  dont  le  point  de  con- 
tact est  distinct  de  M,  les  quatre  points  de  contact  sont 
situés  sur  une  même  droite,  qui  est  la  droite  harmo- 
nique de  M. 

4.  L'ëqualion  de  la  droite  barmonique  du  point  IM 
esi 

.T        y        z 

Ç  7)  Ç 

C'est  donc  la  droite  polaire  du  point  M  relativement  au 
triangle  PQR. 

En  particulier,  si  les  points  Q  et  R  sont  les  ombilics 
du  plan  et,  par  suite,  si  K  est  une  lemniscate ,  la  droite 
barmonique  du  point  M  s'obtient  en  prolongeant  le 
segment  MF  d'une  longueur  égale  à  la  moitié  de  ce  seg- 
ment, et  en  menant  par  l'extrémité  de  ce  prolongement 
une  perpendiculaire  à  MP. 

Les  droites  harmoniques  des  différents  points  de  la 
courbe  R  enveloppent  une  conique  H  ayant  pour  équa- 
tion 

,.î  y-  Z^ 

-  -f--V  +  -  =  o. 

il  h  c 
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Eneiîbt,  soient  (  ^,  v?,^)  les  coordonnées  d'un  point  M 
de  K,  on  a  et)tro  ces  coordonnées  la  relation 


o, 


yrl  I  yyl 

.   V  ÇÇ  r,n  XX, 

et,  par  suite,  si  1  on  pose  —  =  --  =  — » 
*■  *■  a  f)  c 

^"        ''■"     ,    ^''  __ 
abc 

Le  point  (^'jx',  <^')  est  donc  sur  la  conique  H,  et  la 
tangente  menée  en  ce  point  à  cette  conique  a  pour  équa- 
tion 

^'/  t  y 


ou  bien  encore 


h  c  ^' 


C'est  précisément  l'équation  de  la  droite  harmonique  du 
point  M  5  la  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

5.  Le  lieu  des  pôles  de  chacun  des  côtes  du  triangle 
fondamental  VQK^  relativement  aux  coniques  harmo- 
niques des  divers  points  de  la  courbe  R,  est  la  co- 
nique H. 

Considérons,  par  exemple,  le  côté  QR,  dont  l'équa- 
tion est  z  =  o  5  en  désignant  par  (H,"/;,  t,)  un  point  quel- 
conque de  K,  l'équation  de  la  conique  harmonique  est 

ajz        bzx        cxy 

-.  '•'<  -T 

et  les  coordonnées  du  pôle  de  QR,  relativement  à  cette 
courbe,  sont  données  par  les  relations 

az       ex  bz       cy 
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d'où 

r         I  I 

f       -^        _ 


On  a    d'ailleurs,  puisque  le  point  (|,  r,,  i^)  est  sur  la 
courbe  K,  la  relation 

abc 

d'où  il   vient,   en  remplaçant-?-   et   -    par  leurs   va- 
leurs,  l'équation  suivante  du  lieu  cherché  : 

._-|_-       -i-   -  —  O, 
abc 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

6.  Dans  le  cas  de  la  Icmniscate,  c'est-à-dire  si  les 
points  Q  et  R  sont  les  ombilics  du  plan,  il  est  facile  de 
voir  que  la  conique  H  est  une  hyperbole  équilalère. 

Les  coniques  harmoniques  des  divers  points  de  la  po- 
daire  sont  alors  des  cercles  passant  par  le  point  fixe  P,  et 
tangentes  à  la  courbe.  En  vertu  du  théorème  précé- 
dent ,  les  centres  de  ces  cercles  décrivent  l'hyperbole 
équilatèreH',  on  peut  donc  énoncer  les  propositions  sui- 
vantes : 

Etant  donnée  une  hyperbole  éqiiilatère  H,  le  lieu 
des  points  symétriques  du  centre  P  de  cette  conique, 
relativement  à  ses  tangentes,  est  une  lemniscalc. 

Si\  d'un  point  quelconque  M  d'une  lemniscate,  on 
mène  les  quatre  tangentes  dont  le  poiiit  de  contact  est 
distinct  de  M,  les  quatre  points  de  contact  sont  situés 
sur  une  mémo  droite  tangente  à  Vhyperholc  H  et  pcr- 
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pendiculaire  au  rayon  PiM  5  celte  droite  et  le  point  M 
étant  d'ailleurs  situés  de  côtés  différents  relativement 
on  centre  P. 

La  cubique  polaire  du  point  ]M,  relativeinejit  à  la 
lemniscate,  se  compose  de  la  droite  dont  je  i^iens  do 
parler  et  du  cercle  passant  par  le  point  P  qui  touche  la 
lemniscale  au  point  M  ;  le  centre  de  ce  cercle  est  sur 
l'hyperbole  équilatere. 

7.  Considérons  une  droite  quelconque  rencontrant  la 
courbe  K  en  quatre  points,  a^h^c  et  d.  D'après  une 
proposition  connue,  les  cubiques  polaires  de  ces  points 
passent  toutes  par  neuf  mêmes  points.  Les  cubiques  po- 
laires des  deux  points  a  et  b  se  composent  respective- 
ment de  deux  coniques  passant  par  les  points  PjQ^R  et 
de  deux  droites;  soit  («,  Z>)  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  droites. 

La  cubique  polaire  de  c  se  compose  également  de  la 
conique  harmonique  de  ce  point  et  d'une  droite.  La 
droite  ne  peut  passer  parle  point  (a,  ^);  on  pourrait 
en  eiïet,  dans  ce  cas,  mener  de  ce  point  trois  tangentes 
à  la  conique  H,  ce  qui  est  évidemment  impossible  5  il  en 
résulte  que  la  conique  harmonique  de  c  passe  par  le 
point  (a,  b\. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés,  sur  la  courbe  K,  quatre  points  en 
ligne  droite ,  les  droites  harmoniques  de  ces  quatre 
points  forment  un  quadrilatère  complet.  Si  l'on  consi- 
dère le  triangle  formé  par  trois  quelconques  de  ces 
droites  correspondant  à  trois  des  points  mentionnés 
de  la  courbe,  la  conique  harmonique  du  quatrième 
point  est  la  conique  circonscrite  au  triangle  ci  passant 
par  les  trois  points  P,  Q,  R. 
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Ainsi  les  neuf  points  fixes  par  lesquels  passent  les 
cubiques  polaires  des  points  de  la  droite  abcd  sont  les 
points  P,  Q,  R  et  les  sommets  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  droites  harmoniques  des  points  a,  b^  c 
et  d. 

Dans  le  cas  de  la  lemniscate,  la  proposition  précé- 
dente peut  s'énoncer  ainsi  : 

Êlant  donnés  trois  points  d' une  lemniscate  situés 
sur  une  même  ligne  droite,  D,  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  formé  par  les  droites  harmoniques  de  ces  trois 
points  passe  par  le  centre  de  la  lemniscate  et  touche 
cette  courbe  en  son  quatrième  point  de  rencontre 
avec  D. 

8.  Des  considérations  précédentes  résulte  encore  iui- 
médialement  (jue  si,  par  un  point  quelconque  IM  de  la 
courbe  K,  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  courbe 
en  trois  autres  points,  les  droites  harmoniques  de  ces 
points  forment  un  triangle  circonscrit  à  la  coniqueliel. 
inscrit  dans  la  conique  harmonique  du  point  M. 

En  appelant  (lM)  cette  conique  harmonique,  on  voit 
que,  quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  M,  les 
côtés  du  triangle  mobile  enveloppent  H,  tandis  que  ses 
sommets  décrivent  (M). 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Du  point  M  on  peut  mener  à  la  courbe  K  quatre 
tangentes  touchant  la  courbe  en  quatre  points 
«,  b,  c,  d,  situés  en  ligne  droite;  ces  quatre  tangentes 
rencontrent  de  nouveau  la  courbe  en  quatre  autres 
points  a,  1*3,  y  et  d. 

Les  tangentes  comnnines  àYi  età  [  M)  sont  les  droitet 
harmoniques  des  points  a,  [3,  y  et  d-^  les  tangentes,  me- 
nées à  H  aux  points  oii  cette  courbe  rencontre  (My, 
sont  les  droites  hccrmoniques  des  points  a,  b.  c  et  d. 
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9.  Généralement  (*),  si,  des  seize  points  d'intersection 
de  deux  courbes  du  quatrième  degré,  huit  sont  situés  sur 
une  courbe  du  deuxième  degré,  les  huit  autres  sont  éga- 
lement situés  sur  une  courbe  du  deuxième  degré. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  K,  les 
quatre  tangentes  issues  de  ce  point  peuvent  être  consi- 
dérées comme  une  courbe  du  quatrième  ordre  rencon- 
trant K  en  seize  points,  dont  huit  (à  savoir  les  points  de 
contact  des  tangentes)  peuvent  être  considérés  comme 
étant  situés  sur  une  droite  double.  Les  huit  autres  points 
de  rencontre  sont  les  quatre  points  a,  |S,  y  et  o  et  le 
point  M,  que  l'on  doit  considérer  comme  quadruple. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  quatre  tangentes  menées  à  K  par  un  point  M 
de  cette  courbe  la  rencontrent  en  quatre  points  dis- 
tincts de  M  et  des  points  de  contact;  la  conique,  déter- 
minée par  M  et  ces  quatre  points,  a  avec  la  courbe  K, 
au  point  M,  uîi  contact  du  troisième  ordre. 

10.  Je  reviens  maintenant  à  l'identité  (2). 

En  considérant  ^,  yj,  ^  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes et  X,  y,  z  comme  les  coordonnées  d'un  point 
donné  A,  on  voit  que  U  =  o  est  l'équation  de  la  droite 
polaire  du  point  A  relativement  à  la  coui'be  K,  et  W  =  o 
l'équation  de  cette  courbe  elle-même. 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  point  quelconque  A  du  plan,  la 
conique  polaire  du  point  K,  relativemeîit  au  triangle 
PQR,  rencontre  la  courbe  K,  indépendatnmenl  des 
points  P,  Q  et  R,  en  deux  autres  points.  La  droite  qui 

(*)  Salmon,  Higher  plane  curves,  seconde  édition,  p.   16. 
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joint  ces  deux  points  est  hi  droite  polaire  du  point  A, 
lelntÎK'ement  à  la  courbe  K. 

En  effet,  la  conique  polaire  du  point  A,  relativement 
au  triangle  PQK,  a  pour  équation 

X       y       z 

-  +  --+--  =  o, 
ç       »3       4 

et,  en  vertu  de  l'identité  (  2),  les  points  où  elle  rencontre 
(indépendamment  des  points  P,  Q  et  R)  la  courbe  K, 
dont  l'équation  est  W  =  o,  sont  bien  situés  sur  la 
droite  U  =  o. 

11.  Soit  une  droite  quelconque  D  rencontrant  K  aux 
points  a,  />,  c  et  d\  on  sait  que  cette  droite  a  (relative- 
ment à  K)  six  pôles  qui  sont  les  points  communs  aux 
cubiques  polaires  de  a,  ^,  c  et  d. 

Du  théorème  précédent,  il  résulte  que  : 

Les  six  pôles  de  la  droiteT),  relativement  à  K,  sont 
les  pôles,  relativement  au  triangle  PQR,  des  six  co- 
niques que  l'on  peut  mener  par  les  points  P,  Q,  R  et  les 
six  couples  de  points  «,  h-^  a^  c\  a,  d-^  b^  c]  b,  d\  c,  d. 

D'où  encore  celte  conclusion  : 

Si  une  droite,  passant  par  deux  points  cl  et  Ç>  de  la 
courbe  K,  touche  cette  courbe  en  un  troisième  point  y, 
le  pôle  de  la  conique  PQRa[3,  relativement  au  triangle 
PQR,  est  le  point  de  contact  y. 

12.  Dans  le  cas  de  la  lemniscale,  c'est-à-diie  quand 
les  points  Q  et  R  sont  les  ombilics  du  plan,  la  conique 
polaire  du  point  A,  relativement  au  triangle  PQR,  est 
le  cercle  passant  par  le  point  P  et  ayant  pour  centre  le 
point    A'   symélricjuo   de   A    })ar  rapport    au   point    P. 
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Les  propositions  précédenles  peuvent  alors  s'énoncer 
ainsi  qu'il  suit  : 

Une  droite  D  rencontrant  en  quatre  points  une 
ieniniscate,  les  six  pôles  de  D,  r^elativement  à  la  leni- 
niscate,  sont  les  symétriques,  par  rapport  au  centre  P 
de  la  courbe,  des  centres  des  six  cercles  que  Voîi  peut 
faire  passer  par  le  point  P  et  deux  quelconques  des 
points  d^ intersection  de  D  et  de  la  leniniscate. 

Si  une  droite^  passant  par  deux  points  a.  et  [ù  d'une 
leniniscate,  touche  cette  courbe  au  point  y,  le  point 
symétrique  du  point  y,  relativement  au  centre  de  la 
lemniscate,  est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  ce  centre 
et  les  deux  points  a.  el  (3. 

13.  Pour  abréger  les  considérations  qui  suivent,  je 
considérerai  particulièrement  une  leniniscate;  les  pro- 
positions que  j'obtiendrai  ainsi  subsisteront  d'ailleurs 
évidemment  pour  une  courbe  quelconque  à  trois  points 
doubles  d'inflexion. 

Soient  a  ei  b  deux  des  points  où  une  droite  D  ren- 
contre une  leniniscate,  le  point  symétrique,  par  rap- 
port au  centre  P  de  cette  courbe,  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  Vab  est,  d'après  ce  que  j'ai  dit 
plus  liaul,  un  des  pôles  de  la  droite  D  par  rapport  à  la 
lemniscate. 

Di-'S  propositions  énoncées  précédemment  (n°  6),  il 
résulte  d'ailleurs  que  ce  pôle  est  le  point  de  rencontie 
des  droites  haiinoniques  des  points  «  et  b. 

D'où  cette  proposition  : 

Les  six  pôles  d'une  droite  relativement  à  une 
courbe  K  sont  les  six  sommets  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  droites  harmoniques  des  quatre  points  oii 
la  droite  rencontre  la  courbe  K  (*). 

(  *  )  ï'oir  11"  7. 
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14.  Si  une  droite  louriie  aiitoui'  cl'ui»  point  A,  on  sait 
que  la  cxibique  polaii^e  de  ce  point  est  le  lieu  des  pôles 
de  la  droite  mobile. 

D'où  la  conclusiou  suivante  ; 

Sij  par  un  point  A,  on  mène  une  sécante  mobile,  et 
si  l'on  désigne  par  a  et  h  deux  des  points  oii  elle  ren- 
contre la  courbe  K,  le  lieu  des  intersections  des  droites 
harmoniques  des  points  a  et  b  est  la  cubique  polaire 
de  A  relativement  à  la  courbe  K. 

Si  l'on  considère  en  particulier  une  des  sécantes  qui 
passent  par  le  point  A,  les  six  pôles  de  cette  sécante  sont 
les  sommets  du  quadrilatère  complet  déterminé  par  les 
droites  harmoniques  des  points  d'intersection  de  la  sé- 
cante avec  K;  on  voit  que,  quand  la  sécante  tourne  au- 
tour du  point  A,  les  côtés  de  ce  quadrilatère  roulent  sur 
la  conique  H  pendant  que  ses  six  sommets  décrivent  la 
cubique  polaire  du  point  A. 

15.  Considérons  une  droite  D  rencontrant  la  courbe 
K  aux  points  a,^(î,  et  touchant  cette  courbe  au  point  y; 
il  est  clair  que  les  droites  barmoniques  des  points  a  et 
[ù  se  croisent  au  point  y.  La  conique  harmonique  du 
point  y  passant  par  ce  dernier  point,  les  droites  dont  je 
viens  de  parler  la  rencontient  de  nouveau  en  deux 
points,  que  je  désignerai  respectivement  par  a  et  b. 
Cela  posé,  il  résulte  de  ce  qui  est  établi  plus  haut  que  la 
droite  ab  est  la  droite  harmonique  du  point  y. 

D'où  la  proposition  qui  suit  : 

Si  d\ui  point  y  situé  sur  la  courbe  K  on  mène  deux 
tangentes  à  la  conique  il,  ces  deux  tangentes  sont  les 
droites  harmoniques  des  points  oii  la  tangente,  menée 
en  y  à  la  courbe  K,   rencontre  cette  courbe;   ces   tan- 
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geutes  lencontrent  de  noiweau  H  en  deux  points,  et  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points  est   la  droite  harmo- 
nique du  point  y. 

16.  Etant  donnés,  sur  une  droite,  deux  groupes  de 
trois  points,  a,  (3,  y  et  a',  (:»',  y',  je  dirai  que  ces  deux 
groupes  forment  un  système  harmonique  (*)  si,  ces  deux 
groupes  étant  respectivement  déterminés  par  les  ra- 
cines des  deux  équations 

D.  z=z  ar}  H-  3  hx^y  -f-  3c.r^^  -f-  dy^ 
et 


A 


'  =  a'x?  -f-  3  b' x-'y  -h  le' xy-'  -|-  d y\ 


l'invariant  quadratique  des  deux  formes  il  et  fl',  à  sa- 
voir : 

1  —  ad'  —  Zbc'-^  3c//  —  da\ 

est  identiquement  nul. 

Cela  posé ,  on  peut  énoncer  ce  théorème  remar- 
quable : 

SiV on  considère  les  cubiques  polaires' de  deux  points 
quelconques  du  plan,  relativement  à  la  courbe  K,  toute 
droite  tangente  à  la  conique  H  rencontre  les  deux  po- 
laires en  deux  groupes  de  trois  points  qui  forment  un 
système  harmonique. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  remarque  que  l'équa- 
tion d'une  tangente  quelconque  à  la  conique  H  est 

X        y        z 


(*)  Voir  à  ce  sujet  ma  Note  Sui-  les  singularilcs  des  courbes  de  qua- 
trième classe  {Journal  de  Mathématiques,  3°  série,  t.  I.  p.  265). 
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a,  |6  et  y  étant  liés  entre  eux  par  la  relation 

abc 

l.-^f  +  -.  =  o. 

La  cubique  polaire  d'un  point  quelconque  (|,  /;,  ^) 
du  plan  a  pour  équation 

X  t,  {  bz^  -f-  cy']  -f-  Yn  [c.v-  ■+-  az^]  -f-  zÇ(<7_)-'  -i-  i^')  =  o. 

Remplaçons,  dans  celte  équation,  c  et  z  par  leurs  va- 
leurs tirées  des  relations  précédentes,  il  viendra,  en  fai- 
sant, pour  abréger,  y  =  i  et  ^  =  i. 


M? 


ou  encore,  si  l'on  pose 

Ç  — a  =  X      et     7;-p=:Y, 

_5  ^3  4_  A  (afiX  —  aY)  .r'r 

Si  l'on  considère  la  polaire  d'un  autre  point  (^',  y/,  (^') 
du  plan,  on  aura  de  même,  pour  déterminer  les  points 
où  elle  rencontre  la  tangente  à  la  conique  H,  l'équa- 
tion 

^X'        b 

où  j'ai  posé 

r— «  =  X'     et     r/  —  <^  —  Y'. 

En  désignant  par  I  riiivariani  quadratique  des  deux 


formes  précédentes,  on  a 

—  [^^X'  -y.Y')  (2aY  — pX)]; 

en  effecluant  le  calcn],  on  trouve  I  ^  o.   Le  théorème 
est  donc  démontré. 

17.  Si  Fou  considère  deux  points  A  et  B  du  plan  et 
leurs  cubiques  polaires  relativement  à  K,  ces  deux  cubi- 
ques sont  coupées  harmoniquement,  comme  je  viens  de 
l'établir,  par  toutes  les  droites  tangentes  à  la  conique  H. 

On  démontrerait  facilement  qu'elles  sont  également 
coupées  harmoniquement  par  toutes  les  droites  qui  pas- 
sent par  le  pôle  de  la  droite  AB,  relativement  à  cetie 
conique.  Pour  abréger,  je  supprime  la  démonstration  de 
cette  proposition,  qui,  d'ailleurs,  est  renfermée  comme 
cas  particulier  dans  un  théorème  général,  relatif  aux 
courbes  du  quatrième  ordre,  que  j'ai  donné  dans  ma 
Note,  déjà  citée,  Sur  les  singularités  des  courbes  de  qua- 
trième classe. 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Etant  donnée  une  courbe  du  quatrième  degré  R,  les 
tangentes  aux  vingt-quatre  points  d'injlexion  de  cette 
courbe  sont  tangentes  à  une  même  courbe  de  quatrième 
classe  S.  Si  Von  considère  deux  points  quelconques  A 
et  B  du  plan,  toute  droite  menée  tan gentiellement  à  la 
cubique  polaire  de  la  droite  AB,  relativement  à  la 
courbe  de  quatrième  classe  S,  rencontre  les  polaires  des 
points  A  et  B,  relativement  à  la  courbe  R,  en  deux 
groupes  de  trois  points^  qui  forment  un  système  har- 
monique (*). 

(*)  Loc.  cit.,  p.  266.  Il  est  presque  inutile  de  dire  qu'à  l'endroit 
cité  \?  théorème  est  énoncé  relativement  à  nne  courbe  de  quatrième 
classe. 
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Dans  le  cas  où  la  courbe  R  est  une  courbe  K  à  trois 
points  doubles  d'inllexion,  la  courbe  de.  quatrième  classe 
S  se  réduit  à  la  conique  H,  celle-ci  étant  considérée 
comme  double;  d'où  Ton  déduit  facilement  les  pro- 
priétés que  j'ai  énoncées  précédemment. 

18.  En  terminant  cet  exposé  des  propriétés  spéciales 
les  plus  simples  des  courbes  du  quatrième  degré  à  trois 
points  doubles  d'inflexion,  je  ferai  remarquer  que  la 
développée  d'une  conique  ayant  trois  tangentes  doubles 
de  rebroussement,  sa  courbe  corrélative  est  de  l'espèce 
de  celles  que  je  viens  d'étudier. 

Toutes  les  propriétés  qui  précèdent  peuvent  donc  être 
considérées  comme  des  propriétés  des  développées  des 
coniques. 


ME^IOiRE 

sur  la  représentation  des  surfaces  et  les  projections 
des  cartes  géographiques  ; 

Par  m.   a.  TISSOT. 

[suite  (*)]. 

Dans  le  cas  où  l'on  aurait  à  la  fois  h  =  A,  0=  0,  tous 
les  angles  seraient  conservés,  et  tous  les  rapports  de  lon- 
gueur seraient  égaux  entre  eux.  L'ellipse  indicatrice  se- 
rait un  cercle.  Une  figure  infiniment  petite  de  forme 
quelconque,  tracée  autour  du  point  que  l'on  considère, 
et  sa  projection  seraient  semblables. 

Enfin,  le  cas  où  l'on  aurait  en  même  temps  A  = /, 
0'  =  7t  —  0,  est  celui  où  les  deux  angles  donnés  éprou- 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2"  série,  I.  XVII,  p.   i/j."). 
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veraient  le  maximu/n  a  ahévalion.  La  première  tangente 
principale,  sur  la  surface  à  représenter,  serait  bissectrice 
de  celui  de  ces  deux  angles  qui  est  obtus,  et  il  viendrait 


h  tanir  -  •>      b  z^  h  cot  -  ■ 

2  2 


Formules  dans  lesquelles  les  directions  te  trouvent 
rapportées  à  d'autres  lignes  que  les  tangentes  prin- 
cipales. 

23.  Ayant  déterminé  eu  grandeur  et  en  direction  les 
axes  de  l'ellipse  indicatrice,  on  pourra  calculer  les  di- 
verses altérations  d'angles  et  de  longueurs  par  les  for- 
mules des  numéros  6  à  19.  Mais  on  peut  aussi  arrivera 
ce  but  en  partant  immédiatement  des  données  O,  0',  h 
et  h.  Soit  ç  l'angle  d'une  direction  quelconque  avec  le 
côté  de  0  suivant  lequel  le  rapport  des  longueurs  est  li\ 
soit  Ç/'sa  projection;  soit  /■  le  rapport  de  longueurs  sui- 
vant la  direction  considérée.  La  relation  analogue  à 

hk  sin0'=:  ab  sin0 
est  ici 

hrûno  =  ab  sintp; 

si  l'on  multiplie  en  croix,  on  trouvera 

rsinO  sinç>'  =  k  sin©'  sin^. 
On  a  de  même 

r  sin 0  sin  ( ©'  —  ^'    =  //  sin 0'  sin  ■  0  —  o\. 

Des  deux  dernières  équations,  il  est  facile  de  tirer  d 
et/'  en  fonction  des  données  et  de  l'angle  o. 

Quant  au  rapport  des  éléments  superficiels,  il  est 
///•sin©' 

sm0 
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24.   Ces  formules   conduisent   à   des   relations   très- 
simples  lorsque  les   directions  se  trouvent  rapportées  à 
l'une  des  deux  droites  dont  l'angle  éprouve  le  maximum 
d'altération.  Ce  7«^Xi//z«métahi  représenté,  comme  plus 

haut  (n°  7),  par  2w,  ou  l'angle  lui-même  par  — h  o), 

appelons  c  le  rapport  de  longueurs  sur  les  deux  droites^ 
soit  'l'  l'angle  que  l'une  d'elles  fait  avec  une  direction 
quelconque,  et  soit  tp'  la  projection  de  ']>.  Il  viendra 

COti!^' —  COti{;  =:  2  tangw, 

/•sini|;'  =csini{/, 

tang(-|'H-  w)  —  tang^'i];  —  w  )  =  2  tangw, 

/•C()S(-iî^'  -i-  w)  =  ccos(\L  —  w). 

Le  rapport  des  éléments  superficiels  est  c^. 


Séries  de  couples  de  courbes  satisfaisant  à  certaines 
conditions. 

25.  Nous  avons  vu  (n°  4)  que,  dans  tout  mode  de  re- 
présentation où  les  angles  ne  sont  pas  conservés,  il 
existe,  sur  chacune  des  deux  surfaces,  un  système  unique 
de  deux  séries  de  lignes  se  coupant  à  angle  droit  et  dont 
les  projections  sur  l'autre  surface  se  coupent  aussi  à 
angle  droit.  En  chaque  point,  le  rapport  de  longueurs  a 
son  maximum,  et  son  minimum  sur  les  deux  lignes  de 
séries  différentes  qui  viennent  s'y  rencontrer  (n°  11). 
On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  courbes  qui  ap- 
partiennent à  l'une  ou  à  l'autre  série.  On  peut  aussi 
chercher  les  deux  séries  de  courbes  dont  les  intersec- 
tions produisent  en  chaque  point  l'angle  qui  éprouve  la 
plus  grande  altération  (n"  12)  ;  on  sait  que,  sur  chacune, 
le   rapport   de    longueurs    est   constamment    égal   à    la 

Ann.  de  Mathcm.,  z<=  série,  t.  XVII.  (Août  187S.)  ?.3 
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moyenne  géométrique  entre  ses  valeurs  viaxiina  et 
minima  [n^  '^~)i  de  sorte  que,  si  le  mode  de  projection 
conserve  les  aires,  ces  courbes  se  trouveront  projetées 
en  vraie  grandeur.  Plus  généralement,  on  peut  se  pro- 
poser de  déterminer  les  courbes  sur  lesquelles  le  rapport 
de  longueurs  varie  suivant  une  loi  donnée,  ainsi  que  les 
systèmes  de  courbes  dont  les  intersections  produisent, 
sur  l'une  et  l'autre  surface,  des  angles  variant  aussi 
d'après  une  loi  donnée. 

26.  Les  coordonnées  /  et  m,  dont  nous  avons  fait 
usage  jusqu'à  présent,  définissent  respectivement  deux 
séries  de  courbes  tracées  sur  la  première  surface,  ainsi 
que  leurs  projections  sur  la  seconde  5  les  deux  mêmes 
séries  de  couples  de  courbes  se  trouveront  également 
définies  par  deux  coordonnées,  fonctions,  l'une  de  /  seu- 
lement, l'autre  de  m  seulement,  les  deux  fonctions  étant 
du  reste  arbitraires  5  enfin,  pour  caractériser  une  troi- 
sième série  de  couples  de  courbes,  on  peut  avoir  recours 
à  un  troisième  paramètre  variable,  /?,  ou  à  une  fonc- 
tion arbitraire  de  ce  paramètre  :  dans  les  questions  qui 
ont  été  énoncées  tout  à  l'heure,  il  s'agit  de  déterminer 
p  en  fonction  de  l  et  de  m,  de  manière  que  les  nouvelles 
courbes  remplissent  certaines  conditions.  Ainsi  effec- 
tuée, la  recherclie  de  ces  courbes  dépendrait  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  oidre  dont 
la  forme  se  trouve  suffisamment  indiquée  par  ce  qui 
précède  j  on  voit  en  effet  qu'elle  serait  privée  de  second 
membre,  et  que  sa  résolution  se  ramènerait  à  l'intégra- 
tion de  léquation  différentielle  dp  =  o  et  à  celle  d'une 
autre  équation  différentielle  entre  /  et  m  seulement 5 
cette  dernière,  qui  exprime  que,  pour  tous  les  points  de 
chaque  courbe  et  pour  leurs  projections,  la  fonction  de 
/  et  de  m  qui  représente  p  reste  constante  peut  servir 
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aussi  bien  que  p  à  caractériser  les  deux  séries  de  couples 
de  courbes;  la  méthode  que  nous  suivrons  consistera  à 
la  chercher  directement.  Si  l'on  voulait  ensuite  avoir  p, 
il  faudrait,  ou  intégrer  el  résoudre  par  rapport  à  la  con- 
stante, ou  faire  passer  tous  les  termes  dans  un  seul 
membre  et  multiplier  leur  ensemble  par  l'un  des  fac- 
teurs qui  le  rend  différentielle  exacte,  ce  qui  donnerait 
l'expression  de  dp.  Ainsi  envisagées,  les  questions  que 
nous  voulons  résoudre  se  trouvent  ramenées  à  la  sui- 
vante. 

27.  Considérons,  sur  une  seule  des  deux  surfaces,  le 
canevas  de  parallélogrammes  infiniment  petits  formés 
par  les  deux  séries  de  courbes  qui  correspondent  res- 
pectivement aux  cooi'données  /  et  ni^  et  supposons  qu'il 
s'agisse  de  trouver  une  troisième  série  de  courbes  cou- 

Fifj.  8. 


K 

''-; 

0 

H 

pant  celles  de  la  seconde  série  sous  un  angle  variable  y, 
connu  en  fonction  des  coordonnées  /  et  m  du  point  d'in- 
tersection. Soit  OR  [fig-  8)  un  élément  infiniment  petit 
de  l'une  des  courbes  de  la  troisième  série,  et  OHRK  le 
parallélogramme  du  canevas  qui  a  pour  diagonale  OR. 
On  aura,  d'après  la  notation  déjà  adoptée  (n°  20) 

OH  =  L  dl,     OK  =  IM dm ,      HOR  =  »,      KOR  =  0  —  y  ; 

mais  le  triangle  OHR  donne 

OH  sinHOR  =  HR  sinORH  ; 

il  vient  donc 

I.  sin  tp  dl  —  M  sin  (  0  —  (p  )  dm  =  o  ; 

23. 
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toile  est  î'cqualioii  différentielle  des  courbes  cherchées, 
pour  le  cas  où  /et  m  varient  dans  le  même  sens  lors- 
qu'on se  déplace  sur  OR;  dans  le  cas  contraire,  il  fau- 
drait changer  le  signe  du  second  terme  \  l'équation 
précédente  s'appliquera  cependant  à  tous  les  cas  si  0 
représente  celui  des  quatre  angles  sur  les  côtés  duquel 
/  et  ?7i  vont  en  augmentant,  et  si  (p  est  compté  positive- 
ment à  partir  du  premier  de  ces  côtés,  et  dans  le  sens  de 
la  rotation  du  premier  vers  le  second. 

28.  Cela  posé,  si  l'on  veut  avoir  les  équations  diffé- 
rentielles des  deux  séries  de  lignes  qui  sont  orthogonales 
sur  l'une  et  l'autre  surface,  il  suffira  d'imaginer  que  OR 
se  confond  successivement  avec  les  deux  tangentes  prin- 
cipales qui  parlent  du  point  O,  ce  qui  revient  à  rempla- 
cer ç  par  u,  puis  par  -  -h  u-,  l'angle  ii  étant  celui  qui  se 

trouve  donné,  en  fonction  de  /  et  de  m,  par  les  formules 
du   n*^  21  :  les  valeurs  correspondantes  de  0  —  !p  sont 

respectivement  i^  et  t*  —  -;  de  soi  te  que  les  deux  séries 

de  couples  de  lignes  orthogonales  seront  fournies  par  les 
équations  différentielles 

L  sin  udl  —  M  sin  v dm  =;  o ,     L  ces  u  dl  -f-  IM  ces  c dm  =  o. 

29.  S'il  s'agit  des  lignes  dont  Tangle  éprouve  en 
chaque  point  l'altération  maxùna^  il  faudra  faire  suc- 
cessivement ç  1=  »  H-  U,  0  —  (p  =  t'  —  U,  et  :p  :=  ?/  —  U, 
0  —  o  =  ^'  H-  U,  les  angles  u  et  ^  étant,  comme  tout  à 
l'heure,  ceux  du  n°  21,  et  U  l'angle  du  n"^  7  pour  lequel 
on  a 


tans 


^=\/\- 
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En  efTecluant  les  subslilulions,  on  obtient  les  équations 
différentielles 

L  sin  (  U  -h-  u  )  (Il  -+-  M  sin  (  U  —  «■  )  dm  =  o, 

L  sin  (  U  —  u] cil  -4-  M  sin  ( U  +  1'  dm  =  o . 

30.  Lorsque  le  canevas  primitif  a  ses  angles  droits  sur 
la  première  surface,  les  équations  des  lignes  qui  sont 
orthogonales  à  la  fois  sur  la  première  et  sur  la  seconde 
deviennent 

Ltangttf//  —  ^dm  =  o,      L  cotudl  -+-  Mdm  =r  o, 

et  celles  des  lignes  dont  l'angle  subit  le  maximum  d'al- 
tération, 

L  tang(U  -I-  «  ■  di  —  Mdm  =  o, 
L  tang  (  U  —  «  )  f//  -h  M  dm  =  o . 

Celles-ci  se  sinqDlifieront  encore  si,  ayant  déterminé  préa- 
lablement les  coordonnées  p  et  q  des  deux  séries  de 
lignes  qui  sont  orthogonales  sur  les  deux  surfaces,  on  en 
fait  usage,  au  lieu  d'employer  les  coordonnées  /et  m  du 
canevas  primitif 5  on  aura  alors  u  =  o,  et  les  dernières 
équations  se  réduiront  à 

P  ^a  dp  —  Q  v''^  dq  =  O,       P  \/(i  dp  -+-  Q  ^b  dq  z=  o, 

P  et  Q  représentant  les  coefficients  de  dp  et  de  dq  dans 
les  expressions  des  côtés  des  rectangles  infiniment  petits 
qui  composent  le  nouveau  canevas  sur  la  première 
surface. 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  même  système  de  coordon- 
nées, et  pour  un  mode  de  représentation  conservant  les 
surfaces,  les  équations  des  lignes  qui  se  projettent  en 
vraie  grandeur  sont 

a  P  f/p  —  Q  f/y  ^  o,       -'^  P  f//>  -h  Qdq  ::=  n. 
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31.  Dans  les  questions  précédentes,  nous  n'avons 
considéré  que  des  valeurs  particulières  du  rapport  de 
longueurs  j  supposons  maintenant  que  l'on  veuille  dé- 
terminer les  deux  séries  de  courbes  sur  lesquelles  il  se 
trouve  donné  par  une  fonction  connue  7?i  de  /  et  de  ni. 
Soit  M 1  l'un  des  deux  angles,  égaux  entre  eux,  que  la  pre- 
mière tangente  principale  fait,  en  un  point  quelconque, 
avec  les  deux  courbes  de  séries  différentes  qui  viennent 
s'y  rencontrer  5  nous  obtiendrons  cet  angle  en  rempla- 
çant, dans  l'une  des  trois  formules  en  rt,  Z»,  h  et  u  du 
n*'  21,  h  par  7z,  et  u  par  Uj.  Les  valeurs  de  (^  pour  les 
deux  séries  de  courbes  sont  d'ailleurs  u  •+-  ii^  et  u  —  i/j. 
Les  équations  différentielles  que  Ion  clierclie  peuvent 
donc  s'écrire  immédiatement. 

32.  Enfin,  soit  proposé  de  trouver  deux  séries  de 
courbes  se  coupant,  ainsi  que  leurs  projections,  sous 
des  angles  exprimés  par  deux  fonctions  connues  des  coor- 
données de  chaque  point  d'intersection.  Des  formules  du 
n'^  21,  il  l'ésulle  que  les  expressions 

/i/c  sin©'         //'  +  X'  ~  2  hA  COS0  cos©' 
sin©  sni^e 

sont  des  invariants  du  mode  de  représentation  employé, 
de  sorte  que,  si  0  et  0'  sont  donnés,  h  et  A  le  seront 
aussi;  la  question  actuelle  se  ramène  donc  à  la  précé- 
dente. Elle  admet  deux  solutions,  à  moins  que  les  angles 
donnés  ne  soient  droits. 

Doubles  cnneuas  satisfaisant  à  certaines  conditions. 

33.  Un  double  canevas  formé  par  deux  séries  de 
lignes  sur  l'une  des  surfaces  et  par  leurs  projections  sur 
l'autre  peut  être  défini   par  deux  coordonnées,  /  et  m, 
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convenablemenl  choisies  parmi  celles  qui  correspondent 
respectivement  à  ces  deux  séries  de  lignes.  Si  l'on  sub- 
stitue à  /  une  fonction  de  /  et  à  m  une  fonction  de  m, 
on  obtiendra  un  double  canevas  différent  du  premier, 
mais  ayant  les  mômes  angles.  Par  exemple,  bien  qu'il 
n'existe,  pour  un  mode  de  représentation  donné,  que 
deux  séries  de  couples  de  lignes  orthogonales,  il  y  a  une 
infinité  de  doubles  canevas  orthogonaux,  dont  les  coor- 
données sont  respectivement  des  fonctions  arbitraires  des 
coordonnées  de  l'un  d'entre  eux.  Ce  qui  varie  de  l'un  à 
l'autre,  c'est  le  rapport  des  deux  côtés  de  chaque  rec- 
tangle infiniment  petit  5  il  varie  toutefois  de  telle  ma- 
nière que  le  quotient  des  valeurs  qu'il  prend  pour  deux 
rectangles  correspondants  sur  les  deux  surfaces  soit  con- 
stamment égal  à  -•  De  cette  dernière  remarque,  il  ré- 
sulte que  l'on  ne  saurait  profiter  de  l'indétermination 
des  fonctions  arbitraires  pour  assigner  à  ces  deux  rec- 
tangles des  formes  déterminées  5  et  même,  sur  une  seule 
des  deux  surfaces,  on  ne  pourra  faire  varier  le  rap- 
port des  deux  côtés  de  chaque  rectangle  suivant  une  loi 
donnée  qu'autant  que  la  fonction  des  coordonnées  qui 
exprime  cette  loi  remplira  une  certaine  condition,  qu'il 
sei^ait  facile  d'établir. 

34.  Si  /et  w  sont  les  coordonnées  d'un  double  cane- 
vas, /  -h  m  et  / —  m  seront  celles  du  double  canevas  que 
formeraient  les  diagonales  des  parallélogrammes  du  pre- 
mier. En  effet,  pour  Tune  des  diagonales,  le  rapport  de 
sin©  à  sin  (0  —  '^),  qui  figure  dans  l'équation  differen- 

.  11     1  ck-  ,     ,  ,  M  ,,  ,        M      j 

lielledu  n°  H  ^  est  égal  a  -— ,  et  pour  1  autre  a  —  —5  de 

sorte  que  cette  équation  donne  successivement,  pour  les 

deux  séries  de  couples  de  courbes  du  nouveau  canevas, 

dl  —  dm  =  0,      dl  4-  dm  =  o. 


(  36'o  ) 

Lorsque  le  premier  canevas  se  composera  de  rec- 
tangles, le  second  sera  formé  de  losanges,  et  réciproque- 
ment. 

Cela  posé,  appelons  O  et  ^  deux  fonctions  arbitraires, 
et  soient  p  et  q  les  coordonnées  d'un  double  canevas 
orthogonal  5  celles  des  autres  canevas  de  rectangles  se- 
ront '^  {p)  e\.^'[q)\,  celles  des  doubles  canevas  de  lo- 
sanges seront  O i' p)  -\~''i'{q)  et  <I> {p  j  —  ''^ [q \ . 

De  même,  soient  r  et  ^  les  coordonnées  d'un  double 
canevas  de  losanges  ;  celles  des  doubles  canevas  orthogo- 
naux seront  <*^(/" -h  ^)  et  ^{r-  —  s):  celles  des  doubles 
cavenas  de  losanges  seront 

^[r  -h  s-r-  W ,  r  —  s]      et      (l>[r  -h  s]  —  W [r  —  s]. 

Les  tangentes  principales  sont  bissectrices  des  angles 
de  chaque  double  canevas  de  losanges:  de  plus,  si  l'on 
appelle  lî  et  0'  deux  de  ces  angles  se  correspondant 
d'une  surface  à  l'autre  dans  le  double  canevas  qui  a  pour 
coordonnées  ^(/j) -i- ^"(7),  ^{p) — ^(^j?  il  viendra 

tang  -  =  ^  -T^'      tanq  — =  — ^  — ^-^ 

P  et  Q  désignant,  comme  précédemment,  les  coefficients 
de  dp  et  de  dq  dans  les  expressions  des  côtés  de  chaque 
rectangle  infiniment  petit  du  double  canevas  orthogonal 
défini  par  les  coordonnées  p  et  q.  On  voit  qu'en  général 
il  ne  sera  pas  possible  de  disposer  des  deux  fonctions 
arbitraires  de  manière  que  les  angles  des  losanges  va- 
rient suivant  une  loi  donnée,  même  sur  une  seule  des 
deux  surfaces. 

Dans  les  doubles  canevas  formés  par  les  lignes  dont 
l'angle  éprouve  en  chaque  point  la  plus  grande  altéra- 
lion,  les  demi-angles  des  parallélogrammes  ont  pour  tan- 
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gcntes  i  /  j  sur  l'une  des  surfaces,  el  i /-  sur  l'autre. 
Pour  que  l'un  d'eux  soit  composé  de  losanges  sur  la  pre- 
mière surface,  il  faut  que  y  soit  le  produit  de  —  >  qui  est 

une  fonction  donnée  de/?  et  de  <7,  par  deux  autres  fonc- 
tions, l'une  de  p  seulement,  l'autre  de  q  seulement.  Alors 
le  canevas  sera  aussi  formé  de  losanges  sur  la  seconde 
surface. 

3o.  Lorsque  le  rapport  de  P  à  Q  est  le  produit  d'une 
fonction  de  p  par  une  fonction  de  q,  on  peut  choisir  4* 
et  ^,  de  manière  que  l'on  ait 

P      _      9 

ce  qui,  d'une  part,  rendra  égaux  les  coefficients  des  diffé- 
rentielles des  coordonnées  dans  les  expressions  des  lon- 
gueurs des  côtés  des  rectangles  déterminés  sur  la  pre- 
mière surface  par  le  double  canevas  orthogonal  répondant 

h^[p)  et  ^(7),  et,  d'autre  part,  donnera  û  =  -  pour 

le  double  canevas  de  losanges  répondant  à  4>  (/?  )  -{-  ^  (  /y  ) 
et  ^{p)  —  ^{q).  Il  y  aura  donc  alors  un  double  cane- 
vas orthogonal  et  un  double  canevas  de  losanges  décom- 
posant la  première  surface  en  carrés  5  l'un  sera  formé 
par  les  diagonales  de  l'autre. 

La  condition  analogue  pour  la  seconde  surface  porte- 
rait sur  aV  et  Z>Q. 

Il  ne  peut  y  avoir  de  double  canevas  décomposant  à  la 
fois  les  deux  surfaces  en  carrés,  à  moins  que  le  mode  de 
projection  ne  conserve  les  angles 
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^applications. 

30.  Une  surface  de  révolution  étant  donnée,  imagi- 
nons que,  pour  la  représenter  sur  un  plan,  on  développe, 
en  vraie  grandeur,  l'un  de  ses  méridiens  suivant  une 
droite,  puis  ses  parallèles  suivant  d'autres  droites  per- 
pendiculaires à  la  première.  On  obtiendra  ainsi  une  pro- 
jection qui  jouira  de  la  propriété  de  conserver  les  super- 
licies;  car,  à  chaque  rectangle  infiniment  petit  formé 
par  deux  méridiens  et  deux  parallèles  de  la  surface,  cor- 
respondra sur  la  carte  un  parallélogramme  ayant  la  même 
base  et  la  même  hauteur. 

Soient,  en  un  point  ({uelconque,  l  l'angle  de  la  tan- 
gente au  méridien  avec  l'axe  de  la  surface,  /'le  rayon  du 
parallèle,  p  le  rayon  de  courbure  du  méridien  5  soient 
encore  m  l'angle  du  méridien  du  point  considéré  avec 
celui  dont  la  projection  est  rectiligne,  et  s  la  longueur  de 
l'arc  de  ce  dernier  mesurée  à  partir  d'un  parallèle  con- 
venu. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  cet  arc,  dans 
le  voisinage  du  point  que  l'on  considère,  tourne  sa  con- 
cavité vers  l'axe  de  la  surface,  et  que  r  diminue  quand  s 
augmente.  Enfin  appelons  6  l'altération  éprouvée  sur  la 
carte  par  l'angle  du  méridien  avec  le  parallèle,  en  con- 
servantla  notation  déjà  adoptée  pour  les  autres  quantités 
résultant  de  la  déformation.  Aux  coordonnées  /  et  m 
correspond  un  double  canevas  formé  de  méridiens  et  de 
parallèles.  Les  variables  /■,  p  et  5  sont  des  fonctions  con- 
nues de  /.  Nous  avons  d'abord  à  déterminer  6,  A,  â,  «, 
Z>,  .  .  . ,    en  fonction  de  Z  et  de  ni. 

Si  Ion  projette  un  arc  infinimeiit  petit  de  la  section 
méridienne  sur  le  rayon  du  parallèle  qui  passe  par  une 
de  ses  extrémités,  et  l'arc  correspondant  du  méridien  de 
la  carte  sur  la  droite  qui  représente  ce  parallèle,  on  for- 
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mera  deux  triangles  rectangles  qui  donneront  respecti- 
vement 

dr  .     ,  ^  dr 

—  =^  —  sin  /,     tans  0  =  —  m  —  : 

d'où  l'on  conclut 

tango  =^  m  sin/. 

Les  aires  étant  conservées,  le  rapport  de  surfaces, 
hkcosd,  doit  se  réduire  à  l'unité-,  et,  comme  déjà  le  rap- 
port de  longueurs  k  sur  le  parallèle  est  égal  à  un,  il 
viendra 

/i  =  sécô  =  y/i  H- w^sin^/,     A=i. 

Nous  connaissons  ainsi  deux  diamètres  conjugués 
de  l'ellipse  indicatrice;  les  demi-axes  de  cette  ellipse, 
qui  sont  ici  inverses  l'un  de  l'autre,  seront  fournis  par 
les  deux  équations 

«^+ 0=*=  2 -f- w'sin'/,     abz=i, 
desquelles  on  tire 


a  =  4  /  I  H — ---  sin^/  H sin/, 

V  4  2 

f  /         '"'■,,       '^'    •    , 

6  =  1/  I  -i-  -7-  sm'/ sm/. 

V        4  2 

Il  en  résulte,  pour  la  tangente  de  la  moitié  de  la  plus 
grande  altération  d'angle, 

tangw  =  —  sin/=  -  tangQ. 
2  2 

Chacune  des  deux  directions  dont  l'angle  est  le  plus 
altéré  fait,  avec  la  première  tangente  principale,  un 
angle  U  pour  lequel  on  a 

U  =z  —  -\ — ,      tangU  =.  a. 

4      2 

Les  rapports  de  longueurs  suivant  ces  deux  directions 
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étant  égaux  à  l'unité,  l'une  d'elles  se  confond  ici  avec  la 
tangente  au  parallèle.  Cette  remarque  nous  dispense  d'a- 
voir recours  aux  forinulesdu  n°21  pour  calculer  les  angles 
u  et  t^  de  la  première  tangente  principale  avec  la  tan- 
gente au  méridien  et  la  tangente  au  parallèle  j  nous  pou- 
vons écrire  immédiatement 

«= U  =  7 ■)      tany//  =  ^j       ''  =  U»     tangc  :=  a. 

Sur  la  carte,  on  aura,  pour  les  angles  correspondants, 

\]':^f(,      tang«'=6',      v' =z  u. 

IjA  tangente  au  méridien  de  la  carie  donnant,  avec  le 
parallèle,  les  directions  de  deux  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse  indicatrice,  le  grand  axe  de  cette  ellipse  passera 
à  l'intérieur  de  l'angle  aigu  formé  par  ces  deux  lignes 
et  la  première  tangente  principale,  à  l'intérieur  de 
l'angle  droit  dont  cet  angle  aigu  est  la  projection. 

Les  côtés  de  chaque  rectangle  infiniment  petit  du  cane- 
vas tracé  sur  la  surface  de  révolution  ont  pour  longueurs 
les  valeurs  absolues  de  ds,  ou  p  r//,  et  de  rdni;  d'ail- 
leurs, sur  la  première  tangente  principale,  les  accroisse- 
ments de  /  et  de  m  sont  ici  de  signes  contraires  \  les  deux 
couples  de  séries  de  lignes  orthogonales  seront  donc 
fournis  (n°  30)  par  les  équations  différentielles 

pc//  +  ardni  =  o,      açdl  —  rdin  =  o, 

dans  lesquelles  a  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  ci- 
dessus  en  fonction  de  Zet  de  m.  On  peut  encore  prendre 
pour  variables  indépendantes  s  et  m,  ou  bien  ;•  et  m  : 
alors  les  équations  différentielles  seront 

r/.v  +  ar dm  :=:  O,      g  ds  —  rdin  =  o, 

et  il  faudra  substituer  à  siu/,  dans  a,   l'expression  de 

en  fonction  de  s.  ou  bien  en  fonction  de  /". 

ds 
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A  cause  de  u  =^  -  —  U,  les  équations  des  lignes  qui  se 
projettent  en  vraie  grandeur  se  réduisent  à 

(//  =z  o,      cot'.>.  Uf/.v  ^-  rdni  =  o. 

La  première  représente  les  parallèles,  solution  qui  ré- 
sulte de  la  définition  même  du  mode  de  représentation. 
Comme  on  a 

///     .  m  dr 

cot2  U  =  —  taniTw  := sm/  = i 

°  2  2  as 

la  seconde  équation  peut  s'écrire 

mdr  +  ïrdin  =z  o 

et  a  pour  intégrale 

rin'^^z  const. 

Ainsi  ^("f)  et  "^[ruv]  expriment  les  coordonnées  des 
canevas  dont  les  parallélogrammes  ont  des  côtés  de  même 
longueur  sur  la  surface  et  sur  la  carte. 

37.  Comme  second  exemple,  nous  prendrons  encorda 
représentation  d'une  surface  quelconque  de  révolution 
sur  un  plan.  Cette  fois,  les  méridiens  seront  tous  figurés 
par  des  droites  partant  d'un  même  point  et  faisant  entre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  méridiens  eux-mêmes, 
les  parallèles  par  des  circonférences  ayant  ce  point  pour 
centre.  Nous  appellerons  R  le  rayon  de  l'une  quelconque 
deces  circonférences  5  R  sera  une  fonction  connue  de  l'arc 
de  méridien  5,  sur  laquelle  nous  ne  ferons  aucune  hypo- 
thèse; nous  désignerons  par  i^  la  dérivée  de  son  loga- 
rithme népérien  par  rapport  à  s.  Soient  toujours  r  le 
rayon  du  parallèle  de  la  surface  et  ni  l'angle  d'un  méri- 
dien quelconque  avec  un  méridien  convenu. 

Les  axes  de  l'ellipse  indicatrice  sont  partout  dirigés 
suivant  la  tangente  au  méridien  et  la  tangente  au  parai- 
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r/R 
lèle;  ils  ont  pour  longueurs  —,  abstraction  faite  du  si- 

R 
gne,  et  ~. 

La  tangente  de  l'angle  du  méridien  avec  l'une  ou 
l'autre    des  deux  lignes  dont  l'angle    éprouve  la    plus 

grande  altération  est  \/ f(^. 

Les  doubles  canevas  orthogonaux  auront  pour  coor- 
données 4»(i)  et  ^(/?0;  l'un  d'entre  eux,  celui  qui  cor- 
respond à 

sera  formé  de  carrés  sur  la  surface  de  révolution. 

Les  doubles  canevas  de  losanges  auront  pour  coordon- 
nées 4>(5) -{- 'F(m)  et  ^{s) — ^{m).  Celui  d'entre 
eux  pour  lequel  0et^  satisfont  aux  relations  précé- 
dentes décomposera  la  surface  en  carrés*,  il  sera  tracé 
par  deux  séries  de  loxodromies  inclinées  à  45  degrés  sur 
les  méridiens. 

Si  l'on  pose 

les  doubles  canevas  auxquels  donnent  lieu  les  lignes 
dont  l'angle  éprouve  le  maximum  d'altération  seront 
fournis  par  les  coordonnées  ^{a-i-m)  ety('7  —  rJ^) '-, 
celui  qui  répond  aux  coordonnées  c  -f-  77?,  cr  —  m  est  en 
même  temps  un  double  canevas  de  losange. 

Parmi  les  systèmes  de  projections  que  nous  venons  de 
considérer,  il  y  en  a  une  infinité  qui  conservent  les  aires  : 
ce  sont  ceux  dans  lesquels  on  prend 


d'où  résulte 

rds      rdK 
°=JR=JT 
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RÉSOLDTIOIV  DES  ÉQIATIONS  MMÊRIQUES 
DU  QIATRIËNE  DEGRE; 

Par  m.  V.  VIDAL, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Soil 

kx'  +  Bj:^  +  Cr'  4-  D.r  -(-  E  =  F  (.r^  =:  o 

une  équation  du  quatrième  degré. 
La  première  fonction  de  Slurm  est 

I    B       iCx^  +  3D.r  +  4E  I 

I  4 A     3Bj;^  +  2Cj.-+     D  I 
=  (3B^  —  8AC).r^  +  2(BC  — 6AD).r 

+  BD—  i6AE  =  <p(.r). 

En  fonction  des  coefficients  de  '^{x)^  l'équation  pro- 
posée peut  s'écrire 

(4Ax  4-B)'  —  2(3B^  — 8ACj  (4Aa7  -{-B]  = 

+  |[B(3B'  — 8AC)— 4A(BC  — 6AD)J(4A.7-  4-B) 

—  i6A=(BD—  i6AE1  +  8AB(BC  — 6AD) 

—  B^(3B5  — 8AC)=o. 

I.  Supposons  que  les  trois  coefficients  de  Ja  première 
fonction  de  Sturm  soient  identiquement  nuls,  la  pro- 
posée se  réduit  à  (4  Ax  +  B)*  =  o.  Il  y  a  quatre  racines 
réelles,  égales  entre  elles. 

TI.  Soient  3 B'  — BAC  =  0,  BC  — 6AD  =  o;  l'équa- 
tion proposée  se  réduit  à 

{4A.r  +  B)'-  i6A';BD  -  i6AE^  =o. 
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Les  quatre  racines  sont  imaginaires  dans  le  cas  de 
BD— i6AE<o. 

Pour  BD — i6AE^o,  il  y  a  deux  racines  réelles 
que  l'on  trouve  par  l'extraction  de  deux  racines  carrées 
successives. 

III.  Supposonsquel'on  ait  seulement  3  B* —  8  AC  =  o. 
La  proposée  se  réduit  à 

(4AarH-B  '  — -- A(BC  — 6AD)  (4A.r  +  îî) 

—  lôA^^BD—  i6AE;  +  8AB(BC  —  6AD   =  o. 

La  valeur  minimum  du  premier  membre  a  lieu  pour 
la  valeur  de  x  donnée  par 


g 

(4ax, +  B '—    a;bc  — 6ad) 


d'où 


Va(bc  — 6ad\ 

4Aj:,  -h  B  =  2  W  — 


3 
el  cette  valeur  minimum  du  premier  membre  sera 


—  i6A'(BD—  i6AE)-f-8AB(BC—  Gad;. 

Si  elle  est  négative,  la  proposée  admettra  deux  racines 
réelles,  l'une  plus  grande,  l'autre  plus  petite  que  la  va- 
leur ci-dessus  de  jc,  ainsi  qu'on  le  voit  facilement. 
Si  elle  est  positive,  les  quatre  racines  sont  imaginaires. 

IV.  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  aucun 
des  coefficients  de  la  fonction  de  Sturm  n'est  nul. 
Si  les  racines  de  réquatioii 

fSB^  — 8AC).r'  +  2(BC  — 6AD).r-}-  (BD—  iGAE]  =  o 
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sont  imaginaires,  ou  égales  en  lie  elles,  la  première 
tonclion  de  Sturm  ne  changera  jamais  de  signe,  quelque 
valeur  que  l'on  attribue  à  :r,  et  il  suffira,  pour  con- 
naître le  nombre  des  racines  réelles  et  pour  les  séparer, 
de  considérer  les  trois  fonctions 

Ax'  +  Bx^  +  C.r^  +  Dj  +  E, 

4A^'  +  3B.'    H-  2Cx  -+-  D, 

(3B'  — 8AC).r2-4-2(BC  — 6AD)a;-f-  (BD  —  i6AE;. 

Pour  3  B^  —  8  AC  <^  o,  les  quatre  racines  sont  imagi- 
naires :  pour  3  B"  —  8  AC  ^  o,  deux  racines  sont  réelles. 

V.  Si  les  deux  racines  de  ré(|uation  ''^{•'^)  =  o  sont 
réelles  et  inégales,  on  les  substitue  dans  la  proposée.  Si 
Tune  d'elles  satisfait  à  l'équation  proposée,  elle  est  une 
racine  double,  puisque  dans  ce  cas  l'équation  F'(x)  =  o 
est  aussi  satisfaite  d'après  la-relaiion  fondamentale 

i6A.F(x]  =  F'(.r)  (4A*  4-B)  —  i6Af{.T). 

Deux  des  racines  de  l'équation  F(x)  =  o  étant  con- 
nues, les  deux  autres  se  trouveront  par  la  résolution 
d'une  équation  du  second  degré. 

VI.  Il  ne  reste  plus  à  considérer  que  le  cas  où  les 
deux  racines  de  a'(x)  =  o  sont  réelles  et  inégales,  et  où 
l'équation  F(x)  =  o  n'admet  pas  de  racines  égales. 

Les  racines  de  F(a:)  =  o,  si  elles  sont  réelles,  sont 
séparées  par  les  racines  des  deux  équations 

4 A .r  H-  B  =  o,     (f[.r)z=zo, 

l'une  du  premier,  l'autre  du  second  degré  (JVouuelles 
Annales  de  Mathématiques,  1872,  p.  4o4)  etc.).  Sub- 
stituant donc  les  solutions  des  deux  dernières  équations 
dans  F(,r)  =  o,  les  signes  des  divers  résultats  indique- 

Aan.de  Mnthémat.,  a«  série,  t.  XVII.  (Août  1S78.)  "2.^ 
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ront  le  nombre  des  racines  réelles,  dont  on  pourra  ap- 
procher  de  plus  en  plus  à  l'aide  d'une  quelconque  des 
méthodes  bien  connues  d'approximation  numérique. 

VII.  Si  l'on  voulait  faire  usage  des  deux  dernières 
fonctions  de  Sturni,  leur  calcul  s'elïectuerait  bien  sim- 
plement, car  elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

S  V^  -h  T  4A.^-  -}-  B   =  o,      453  —  T=  =  o, 

en  posant  S  =  1  ?.  AE  —  3BD  -f-  C", 

6a     3B        Ci 
2T=     3B     4c     3D  ,. 

C     3D     4E  ! 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas  possibles,  la  réso- 
lution d'une  équation  quelconque  du  quatrième  degré 
se  fait  très-simplement  à  l'aide  de  l'équation  du  second 
degré  ©(x)  =  o,  dont  les  coefficients,  ayant  une  forme 
très-mnémonique,  se  calculent  à  simple  vue  par  de 
pures  opérations  d'Arithmétique  élémentaire. 


1]VSCRIPT10!\  DAXS  LE  CERCLE  DES  QIATRE  POLYGONES 
RÉGLLIERS  DE  TRENTE  COTÉS; 

Par  m.   Gkorges  DOSTOR. 


1.  Ou  sait  qu'il  existe  quatre  polygones  réguliers 
de  i5  côtés.  Si  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ces  poly- 
gones est  égal  à  l'unité,  les  côtés  des  polygones,  pris 
dans  un  ordre  inverse,  seront 

.    n  TT  .    4  ^ 

2  sm— ^1     2  sm  — -< 
10  i5 


.     27r 

TT 

->  sm  —rr 

et 

2  Sin—r 

i5 

l5 
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i^es  trois  premiers  polygones  sont  étoiles,  le  dernier  est 
convexe. 

Puisque  i5  est  un  nombre  impair,  il  existeia  aussi 
quatre  polygones  réguliers  de  3o  côtés ^  ces  côtés  sont, 
dans  Tordre  croissant, 

TV  .       n  TV  .1177  .l377 

2Sin-— 5     2sin4r-'     ?.  sin— —      et     2sin-      -• 
3o  io  oo  oo 

Le  premier  polygone  est  convexe,  et  les  trois  autres  sont 
étoiles. 

Si  nous  comparons  les  sinus,  qui,  dans  ces  deux  lignes, 
se  correspondent  verticalement,  nous  verrons  que  leurs 
arcs  sont  complémentaires. 

Nous  avons  par  suite  les  égalités 

sm^—-  :=  I  —  sin^— ^  »     sm*'—    :=  i  —  sin'— r, 
3o  i5  6o  i5 

Il77  .2  7r  .iStt  .77 

sin^-r; —  =  1  —  sm=— z  ,      sm^— —  --  i  —  sm'-z:* 
ôo  i5  ou  lo 

Les  côtés  des  qua're  penlédécagones  réguliers  étoiles 
étant  (*) 

2  sin-^;  =  -  (v  lo  —  2  y  5  4-  Ji5  —  J3), 
i5        4 

2  sin— -  =  "7  (  V  1  o  -T-  2 1,'5  -f-  v'  1 5  —  i/ 3  ) , 
i5        4 


2  sin -^  1—  -.■  (  —  v' I  o  —  a  J5  +  y/ 1 5  -t-  i/3  ) 
i5        4 

2  sin—-  =  7  (v  lo  4-  2  i/S  —  v/i5  4-  v/3), 
i5        4 


(*)  Voir  le  Traité  de  Géométrie  élémentaire  de  MM.  Rouché  et  de 
Comberousse,  3"  édition,  iS-'j,  I"  Partie,  page  171.  Les  côtés  des  quatre 
penlédécagones  réguliers  y  sont  calculés  géométriquement  par  une  mé- 
thode aussi  simple  (ju'élégante,  et  d'une  facilité  bien  remarquable. 

24. 
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on  obiieiit  immédiatement  pour  les  carrés  des  côtés  des 
quatre  polygones  réguliers  de  3o  côtés 

4sln'  ^  =^—  -j^  (v  1  o  —  2  v^5  +  V^  —  V^3)% 

4sin=  1^   =  4  —  Yg  (v  lo  +  2  V5  +  V^^  —  v'^)'» 

4sin^^  =  4-  -^  (—  \  io-2v5  4- v'75  +  v^)% 

4  s'°'-3^  ^^~  76  (v  o  +  2  V  5  —  s/75  +  y/s)'- 

Si  nous  effectuons,  que  nous  réduisions,  nous  obtien- 
drons, en  extrayant  la  racine  carrée. 


2  sin  ^  =  7  V36  —  4  ^,5  —  4  V^3  V  lo  H-  2  \/5, 

2sin  -i-^  =zj  V36h-4  v/5  -h  4  v/3  \/io  —  ^  \/5, 

2  sin  -5—  3=  -^  V  36  —  4  V  ^  -1-  4  V  3  \  '  *^  +  2  v^5, 

2sinir-^  =  y  V36-+-  4  V'S  4-4^3^10  +2  v/5, 
00         4 

Les  expressions  sous  les  radicaux  sont  des  carrés.  On  a, 

en  effet,  dans  2  sin  — ■> 
'  10 


36  -  4  s/5  —  4  V^  v/'o -+- 2  v/5 


=  3o  —  6\f5—  4  V3  \/io^-  2y,5  +  6-h  2  v/5 

=  (V'S  v/io  —  2  v/5)'—  2  v/3(v^4-  i)  V  10  —  2  v'5  -+-  (v^-i-  I;' 

=  [v/3  \/io-2vf  -  (v/5  +  i)]'  ; 

et  ainsi  des  trois  autres  quantités  analogues. 

Il  s'ensuit  que  les  côtés  des  quatre  polygones  réguliers 
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de  3o  côtés  sont 


^r.z'(^3v/io-2v/5- v/5      i), 

TT  Zj- 


2sin^  =:  '  (v/3v/io  +  ?.  s/5  — v^5  4-  i), 


2siti— -^=  ~(J3\/io  —  2  v/5-f-  v/5  +  l)^ 

60       4 

2  sin-— ^  = -^  (v/3  v'io  +  2  V^5  +  v'S  —  1). 
3o         4 

2.  L'inspection  de  ces  formules  fait  voir  que  : 

1°  La  différeîice  2  sin  -^  —  1  un  ^- entre  les  côtés 
'^  3o  00 

du  second  polygone  étoile  et  du  polygone  convexe  est 
égale  au  côté  ~  (v5  +  \)  du  décagone  régulier  étoile; 

-r      j./Y-  •      iStt  .     niz  j        ^    . 

2**    La  différence  1  sin  — 2  sin  tt  entre  les  cotes 

^  3o  3o 

des  deux  autres  poljgones  étoiles  est  égale  au  côté 
-  (y/5  —  ijdu  décagone  régulier  convexe. 

3.  Celte  méthode  peut  être  appliquée  avec  avantage 
au  calcul  des  côtés  des  deux  pentagones  réguliers. 

En  effet,  les  côtés  des  deux  décagones  réguliers,  l'un 
étoile  et  l'autre  convexe,  sont 


-^  =  ^(v/5+i),     2sin^=-(v/5—  i); 


2sm 

10       2 


et,  comme  les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers,  l'un 
convexe  el  l'autre  étoile,  sont 

.      TT  StT     .  .      27r  TT 

2sni-==2cos  — ,     2  sin -17-=:  2  ces  —  ? 
5  10  5  10 
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on  trouve  tout  de  suite,  pour  ces  côtés,  les  valeurs 


2  sirix  = 


=  -v/io—  -î  ^5, 

'■  "'"T  =  \/^  "  4  ^^''^  -  0=  =  y/4  -  î  (6  -  W5) 

=  -  2V  (O  H-  2  v5. 

2 

Dans  cette  méthode,  on  peut  se  dispenser  d'avoir  re- 
cours à  la  Trigonométrie.  11  suffit  de  considérer  des 
triangles  rectangles  qui  ont  pour  hypoténuse  le  dia- 
mètre du  cercle. 


DÉTERMIXATION  DE  CERTAINS  CAS  GENERAIX  011  L'EQIATIOIV 
x'z^o.  =  y'  IV'ADMET  PAS  DE  SOLITIOX  EX  NOMBRES 
EXTIERS; 

Par  m.    E,   de  JONQUIÈRES. 


I.  Tandis  que  la  solution  complète,  en  nombres 
entiers,  de  l'équation  indéterminée  à  deux  inconnues  a 
été  trouvée  depuis  longtemps,  on  ne  possède  encore 
qu  un  petit  nombre  de  résultats  concernant  les  équations 
à  deux  indéterminées  dans  lesquelles  les  inconnues,  ou 
seulement  Tune  d'elles,  entrent  à  un  degré  supérieur  au 
second,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  dans  l'équation 
.r^±«=j^,  et  ces  résultats  ne  semblent  être  reliés 
entre  eux  par  aucune  loi  simple. 

Tantôt,  pour  certaines  valeurs  du  nombre  donné  a, 
positives  ou    négatives,    on    trouve    aisément  quelques 
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solutions  isolées,  mais  sans  pouvoir  dire  si  le  nombre 
des   solutions  possibles  est  limité  ou  infini.  L'équation 
x^  4- 8  =_)^,  qui  admet  les  solutions 

X  =  —  ■?.,    I,  2,     46, 
Y  =z      o,  3,  4'  3i2, 

est  dans   ce  cas,  avec  une  infinité  d'autres. 

D'autres  fois,  mais  rarement,  on  démontre  qu'il 
n'existe  qu'une  seule  solution.  C'est  ce  qui  a  été  fait 
par  Fermât,  Euler  et  Legendre  pour  les  équations 
x^  —  2=^^,  x^  —  4  =jr^  5  P^^  ^I-  Gerono,  pour 
.r'*+  i  =  j^*;par  le  P.  Pépin,  S.  J.,  pour  quelques  autres, 
parmi  lesquelles  je  citerai  x^  —  49  =  )',  x^  —  î^i  ^^T^-> 
x^ —  121  =:z  Y~ .  .  .  .  ^f'oir,  dans  le  tome  I  (3*^  série) 
du  Journal  fie  Mathématiques^  un  important  article 
de  ce  savant  auteur  a  sur  certains  nombres  complexes  », 
et  notamment,  à  lapage  345  et  aux  suivantes,  une  étude 
sur  l'équation  x^  —  «  =  j  ^]. 

Tantôt  l'équation  exclut  les  valeurs  paires  des  in- 
déterminées, ou  seulement  d'une  seule;  l'équation 
x^  H-  i5  =  )  ^,  qui  est  satisfaite  par  les  systèmes  de  va- 
leurs 

.r  =  i ,      log,    .... 
J  =  4,  ïi38,   ... 

est  du  nombre  de  ces  dernières.  L'autre  cas  se  présente 
chaque  fois  que  a  est  double  d'un  impair,  parce  qu'il  y 
a  alors  incongruence  entre  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion. 

Tantôt  enfin  aucune  solution  n'est  possible.  Le 
P.  Pépin  a  examiné,  dans  le  Mémoire  précité,  diverses 
catégories  de  valeurs  de  la  constante  «,  pour  lesquelles 
cette  circonstance  se  présente  et  se  démontre  a  priori. 
C'est  une  étude  du   même  genre  qui   fait   l'objet  de  la 
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présente  Note.  Je  me  propose  d'y  faire  connaître  quel- 
ques catégories,  nouvelles,  je  crois,  comprenant  cha- 
cune une  infinité  de  cas  particuliers,  où  l'impossibilité 
d'une  solution  en  nombres  entiers  est  démontrée. 

II.  L'équation  que  je  considère  est  x^-i-a=y^. 
L'impossibilité  d'une  solution  en  nombres  entiers 
{x  pouvant,  ainsi  que  a,  être  positif  ou  négatif)  dépend 
de  la  valeur  de  a,  et  se  présente  toujours,  comme  on 
va  le  voir,  clans  les  trois  cas  suivants  : 

1°  Lorsque  a  est  égal  au  cube,  diminué  de  4»  d'un 
nombre  c  (positif  ou  négatif),  ayant  l'une  des  tiois  for- 
mes 8^-+-  I,  8^-1-3,  8^  +  7  en  valeur  absolue  et  ab- 
straction faite  de  son  signe  : 

2*'  Lorsque  a  est  égal  au  cube  d'un  nombre  c  (positif 
ou  négatif),  ayant  en  valeur  absolue,  et  abstraction  faite 
de  son  signe,  l'une  des  trois  formes  8^+ 3,  8^-t-5, 
8^-f-7,  ce  cube  étant  diminué  d'une  puissance  de  4 
autre  que  4  lui-même  ; 

3°  Lorsque  a  est  égal  au  cube,  diminué  de  i,  d'un 
nombre  c  impairement  pair,  c  =  2  (  2r/-t-  i  ),  positif  ou 
négatif. 

Examinons  successivement  ces  trois  catégories  de  va- 
leurs de  a. 

IIL  En  premier  lieu,  soit,  par  exemple, 

a=  (8è+  0^  —  4. 

On  voit  d'abord  que  l'équation  x^  ±  c^  —  4  =  T^  n'ad- 
met pour  X  aucune  valeur  paire  :  car,  dans  cette  hypo- 
thèse, le  premier  membre  aurait  la  forme  8n=j=  3,  et 
ne  s'accorderait  pas  avec  le  second  membre  qui,  y  étant 
alors  impair,  aurait  la  forme  8«  -f-  i . 

X  ne  pouvant  être  qu'impair  et  }"  pair,  écrivons  ainsi 
l'équation    donnée,    a:"  +  c''  =r  4  (  /"  -f-  •  ) .    en    faisant 
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j  =  2?-,  puis,  réduisant  le  premier  membre  en  facteurs, 

[x  -hc)  (.r*  —  cx  +  c')  =4  (^'+  0- 

Le  deuxième  facteur  du  premier  membre  est  impair; 
donc  j:  4-  c  est  un  multiple  de  4  et,  par  suite,  si  l'on 
suppose  d'abord  c  positif,  a:  est  de  la  forme  4'^ — i* 
Cela  étant,  le  facteur  [x^ — cx~i-c^)  est,  à  cause  de 
c  =  Sb-{-  I,  de  la  forme  4^ —  »•  Puisque  ce  facteur  ne 
divise  pas  le  facteur  4  du  second  membre,  il  devrait 
diviser  l'autre,  qui  est  la  somme  de  deux  carrés  premiers 
entre  eux 5  donc  il  devrait  être  lui-même  décomposable 
en  une  somme  de  deux  carrés,  ce  qui  est  impossible 
puisqu'il  a  la  forme  4^ —  i- 

Lorsque  c  est  négatif,  x  est  de  la  forme  4  «4-  ijle 
terme  —  ex  change  de  signe,  et  la  conclusion  reste  la 
même. 

L'équation  x^  zh  [Sb  -+-  1)^  —  4  =J^  11'^  donc  aucune 
solution  en  nombres  entiers,  et  une  démonstration  ana- 
logue, que  je  supprime  pour  abréger,  conduit  à  la  même 
conclusion  pour  les  deux  autres  cas,  c  =  8è  -j-  3  et 
c  =  8b  -i-y. 

IV.  En  second  Heu,  soit  d'abord,  par  exemple. 

On  voit,  comme  ci-dessus,  que  dans  l'équation  donnée 
X  ne  peut  être  pair.  Cela  posé,j>^  pair  peut  être  égal,  soit 
à  2<  [t  impair),  soit  à  4''?  f  élant  indistinctement  pair 
ou  impair. 

Dans  la  première  de  ces  deux  liypollièses,  on  a,  en 
décomposant  en  facteurs, 

(x-f-r)   (x=  — c.r+6-=)  =4(/'-f-4). 

(r  -hc)  est  multiple  de  4i  puisque  le  second  facteur  est 
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impair.  Donc,  eu  supposant  d'abord  c  positif,  x  est  de  la 
forme  4^  —  c,  ou  4/»  —  8&  —  5,  c'est-à-dire  ^n  —  t.  Il 
en  est  par  conséquent  de  même  de  (x^  —  cx-hc^),  qui 
ne  saurait,  par  ce  motif,  diviser,  comme  il  devrait  le 
faire,  t^  -+-  4i  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux^ 
puisque  t  est  impair.  Donc  il  n'y  a  aucune  solution 
possible. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  celle  dey  pairement  pair, 
on  peut  écrire 

[x -\-  c]    [.T-  —  cjc -i- f-)  =  16  (r' +  I  ); 

0^4- c  devant  être  un  multiple  de  16,  puisque  l'autre 
facteur  du  premier  membre  est  impair,  x  (en  supposant 
encore  c  positif)  a  la  forme  4'* — ï-  H  en  est  donc 
de  même  de  [x^  —  cx+c"),  et  par  conséquent  ce  fac- 
teur ne  peut  diviser  la  somme  /'"  -+-  i  de  deux  carrés  pre- 
miers entre  eux. 

En  résumé,  il  n'y  a  de  solution  possible,  ni  dans  l'une, 
ni  dans  l'autre  hypothèse. 

Lorsque  c  est  négatif,  x  a  la  forme  4'^  +  i?  le  terme 
cjc  change  de  signe,  et  la  conclusion  demeure  la  même. 

Si,  au  lieu  de  prendre,  comme  ci-dessus,  a  z=  c^  —  16, 
on  suppose  a  =  c^  —  4'''^'  {p  étant  un  nombre  entier  po- 
sitif), ou  az=  —  c^  —  4^'^'')  on  a  à  considérer  successi- 
vement plusieurs  cas,  au  lieu  de  deux  seulement,  savoir 

^' ^  2  '  2 6?  H-  I    ,        >•  =  2-  (  2 c?  H-  I  : ,      j  =  1^  '^2. ri  -T-  i  ] ,   .  .  .  , 

mais  la  démonstration  ne  change  pas^  car,  selon  qu'on 
prend  l'une  ou  l'autre  de  ces  hypothèses,  on  peut  tou- 
jours mettre  le  second  membre,  soit  sous  la  forme 

4^î+'(«'-i-4), 

t  étant  impair,  soit,  si  cette  dernière  condition  n'est  pas 
remplie,  sous  la  forme  4^''  ('"  +  ')'  ''  étant  alors  indis- 


:  37.9  ) 
tinctement  pair  ou  impair.  Les  deux  carrés  t^  et  4  dans 
le  premier  cas,  et  les  deux  carrés  ;■'  et  i  dans  le  se- 
cond cas  sont  premiers  entre  eux,  tandis  que  le  facteur 
impair  du  premier  membre  [x'^  —  cx-\-  c"^)  est  toujours, 
comme  dans  le  cas  particulier  de  «  =  c'  —  \6  pour  le- 
quel la  démonstration  a  été  développée,  indécomposable 
en  une  somme  de  deux  carrés  et  par  conséquent  ne  peut 
être  un  diviseur  du  second  membre. 

V.  En  troisième  lieu, 

«  =  -!-<:' — I     et     c  =1  26  =  2(2  J  H-  I  ;. 

On  voit  immédiatement  que  x  ne  peut  être  pair.  Ecri- 
vons Téquation  donnée  ainsi 

[x  -\-  ib)  [x'^  —  ibx  -r-  ^b"^]  r=  V^  -{-  I  ; 

X  -\-  ih,  étant  un  diviseur  impair  de  la  somme  -)--+-! 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux,  est  nécessairement  de 
la  forme  ^n-\-i\  donc  x  est  de  la  forme  4^  —  ^•>  en 
supposant  d'abord  que  c  est  positif,  et  par  conséquent 
le  second  facteur  du  premier  membre  est  de  la  forme 
4<7  —  I,  puisque  b  est  impair.  Ainsi  ce  facteur  ne  peut 
être  diviseur  de j- -j- I.  L'hypotbèse  est  donc  inadmis- 
sible, et  l'impossibilité  d'une  solution  est  démontrée. 

Lorsque  c  est  supposé  négatif,  le  raisonnement  et  les 
conclusions  sont  les  mêmes. 

VL  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation 
■t'  -h  a  =:^  )  %  en  se  bornant  à  écrire  ici  les  valeurs  nu- 
mériques les  plus  simples,  est  insoluble  en  nombres  en- 
tiers pour  les  trois  suites  infinies  de  valeurs  de  a,  savoir  ; 

.7  =: .  .  .  —  347,  —  129,  —  5,  — 3,-4-23,  33g,  725,  1327,  ... 

«=:...  —  359, —  i4'5  —  65,  —  4^'  —  '7i 

-+-  1 1,  61 ,  87,   109,  ?-79,  327,   i3i5,  .  .  . 
nz=^  . .  .  —  .1745,  — roo  1,-2 1 7,-9, -r- 7, 2 0,999, 2743,.... 
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L'impossibilité  de  l'équation  x^-ha  =  j*  poui-  les 
valeurs  particulières  az=jet  —  17  a  été  démontrée 
dans  les  Nouvelles  ^?inales  de  1869  et  de  1877,  celle-ci 
notamment  par  M.  Gerono.  L'impossibilité  pour  les  cas 
de  a  =  —  3,  —  5,  —  9,  qui  se  retrouvent  dans  les  suites 
ci-dessus,  a  été  démontrée,  d'une  façon  très-différente, 
par  le  P.  Pépin  dans  le  Mémoire  précité. 

Il  y  a  d'autres  cas  où  l'impossibilité  d'une  solution 
peut  être  prouvée  a  priori.  Les  équations 

x^  -h  4  =y\      JT»  4- 6  =j\      j:'  -f-  14  =  j',      ^'  +  16  =- j' 

sont  de  ce  nombre,  les  solutions 

xz=o,    y-=^i     et    x=o,    jr  =  4 

étant  exclues  comme  de  raison  ;  mais,  pour  abréger,  je 
me  bornerai  à  donner  la  démonstration  pour  l'équation 


On  voit  d'abord  que  x  eij  ne  peuvent  être  pairs,  en- 
suite que  j:,  impair,  est  nécessaiiement  de  la  forme 
8n-f-3.  Cela  posé,  ajoutons  2  aux  deux  membres  de 
l'équation;  puis,  décomposant  son  premier  membre  en 
facteurs,  mettons-la  sous  la  forme 

[x  -\-  1)  [x"^  —  IX  +  4)  =  j2  +  2  X  i'. 

X  -\-  1  est  de  la  forme  8^4-5;  donc  il  ne  peut  être 
diviseur  du  second  membre,  car  les  expressions  telles 
que j"^ -f-  2u^,  y  et  xi  étant  premiers  entre  eux,  n'ad- 
mettent pas  d'autres  diviseurs  linéaires  impairs  que  ceux 
de  l'une  des  formes  8«  4- i  ou  8n-f-3.  Donc,  etc. 
L'impossibilité  des  trois  autres  équations  résulte  de  con- 
sidérations analogues 5  le  lecteur  en  trouvera  aisément 
la  démonstration. 
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SCOLIES  POUR  IN  THÉORÈME  DE  FERMAT  5 

Par  m.   s.  RÉALIS. 

Théorème.  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  fie 
trois  nombres  triangulaires.  (Fermât.) 

Scolies.  —  I.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de 
quatre  nombres  triangulaires  dont  deux  sont  égaux. 

IL  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  nom- 
bres triangulaires  dont  deux  sont  consécutifs. 

J^ote.  —  Il  est  bien  entendu  que,  dans  ces  énoncés, 
zéro  compte,  au  besoin,  comme  un  nombre  triangulaire 
dont  un  des  facteurs  est  nul. 

Les  deux  propositions,  ou  scolies,  qui  précèdent,  sont 
des  cas  particuliers  d'une  proposition  plus  générale  rela- 
tive à  la  décomposition  des  nombres  entiers  en  quatre 
nombres  triangulaires. 


NOTE 

SUR    LA    RÉSOLUTION    EN    NOMBRES    ENTIERS    POSITIFS 

DU    SYSTÈME    DES    TROIS    ÉQUATIONS 

X  =  «',      j; -t- I  =  aj'',      ?.a:+l  =  3<v' 

(  Toir  2* série,  t.  XVI,  p.  k'-'^); 


Ces  équations  ont  déjà  été  résolues  par  M.  E.  Lucas  ,■ 
elles  n'ont  qu'une  seule  solution  entière  positive  : 
x=u  =  v  =  w  =  i'^    c'est   ce  qui  résulte   aussi  de  ce 
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remarquable  théorème  démontré  par  M.  de  Jonquières, 
que  : 

Le  nombre  5  est  le  seul  nombre  entier  qui  jouisse  de 
la  double  propriété  d'être  la  somme  des  carrés  de  deux 
nombres  consécutifs ,  et  d'avoir  pour  carré  la  somme 
des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs  (2*^  série, 
t.  XVII,  p.  3o8). 

L'élimination  del'inconnue  x,  entrelestrois  équations 
proposées,  donne 

et 

{2)  2tt'  -h  I  z=  3^■^ 

Le  nombre  u  étant  nécessairement  impair,  l'équa- 
tion (  1  )  revient  à 

(3)  v^  =  n-  +  {n-\-\]-. 

Ainsi,  p»  est  un  nombre  dont  le  carré  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs. 

Remarquons,  de  plus,  que  v  est  premier  avec  5,  car 
autrement  le  cliilïre  des  unités  simples  du  u'  serait  9,  et 
par  suite  le  chiffre  des  unités  simples  de  w^  serait  3,  ce 
qui  ne  peut  convenir  à  un  carré. 

Cela  posé,  des  équations  (i)  et  (2)  on  lire 

4<'^ —  l:=3u'%        (2c +1]    (2P  —  I,  =3n'', 

et,  comme  les  nombres  impairs  2v^4-  1,  21^ — i  sont  pre- 
miers entre  eux,  il  faut  qu'on  ait  des  relations  de  la 
forme 

2  c  -I-  I  =:r  3  a',       2  ('  —  I  r=  o^,      ao  =  »•, 

ou 

2^  +  I  =     a.',      2i'  —  1=  3S-,     ao  r--  (V. 
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Mais  les  égalités  aP"  -|-  i  =  a-,  y.'  —  i  =3ê^  sont  inad- 
missibles, car  il  en  résulterait  o}  —  3c"  — ;  2,  ou,  parce 
que  a  et  6  sont  impairs, 

(8M  +  1)  — 3(8iN-+-i)  =  2; 

8/;  =  4?  ce  qui  est  absurde. 
Donc 

2('  —  1  =1  g^  rzz  [lin  +  r% 
d'où 

(4)  <•'  =  /«-  +  [m  +  1;% 

c'est-à-dire  que  v  est  aussi  la  somme  des  carrés  de 
deux  nombres  consécutifs.  Mais  v  est  premier  avec  5  5 
par  conséquent,  d'après  le  théorème  précité,  les  équa- 
tions simultanées  (3)  et  (4)  ne  peuvent  être  vérifiées 
que  par  m  =0,  n  •=.  o^v  ^=.  i  ;  il  s'ensuit 

X  =;  I,        «  =  I  ,        (('::=  I. 

(G.) 


QIESTIOXS. 


i279.  Le  carré  de  tout  nombre  impair  divisible  par  3 
est  la  différence  de  deux  nombres  triangulaires  premiers 
avec  3.  (S.  Realis.) 

1280.  L'équationo:^  —  («-  — h  -\-c)x-^ah  =  o,dans 

laquelle  b  est  un  entier  plus  grand  que  zéro,  c  un  entier 

différent  de  zéro,  et  a  un  entier  dont  la  valeur  absolue 

c 
est  plus  grande  que  celle  de  -  ,  ne  peut  pas  avoir  deux 

racines  entières. 

Si  l'équation  a  des  racines  imaginaires,  la  racine 
réelle  est  incommensurable.  (S.  Rea.lis.) 
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1281.  L'équation 

+ v's)"-  +  (.  -  v^3/'- = 4.  [( .  +  ,'.r'  -  (i  -  ^^r'] 

n'admet  pas  d'autre  solution,  en  nombres  entiers,  (jue 
celle  qui  correspond  aux  valeurs  x=y  =  o. 

(De   JONQUIÈRES.) 

1282.  Si,  d'un  point B  d'une  hyperbole  équi la tère  dont 
le  centre  est  O,  on  abaisse  une  perpendiculaire  BC  sur 
une  tangente  en  A,  l'angle  de  COA  est  double  de  CAB. 

(A.  Cambier.) 

1283.  D'un  point  P  pris  sur  la  tangente  en  C  à  un 
cercle,  on  mène  une  sécante  PAB  telle  que  la  surface  du 
triangle  ABC  soit  maximum;  trouver  l'enveloppe  de 
cette  sécante  quand  le  point  P  se  meut  sur  la  tangente. 

(Faxjquembergue.  ) 

1284.  On  décrit  tous  les  cercles  simplement  tangents 
à  une  conique  B,  en  un  point  fixe  C.  On  mène  à  cha- 
cun de  ces  cercles  des  tangentes  parallèles  à  deux  dia- 
mètres fixes  de  la  conique  -,  trouver  le  lieu  géométrique 
des  points  M  d'intersection  de  ces  tangentes. 

(Barbarin.) 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  FOXCTIOIVS  ELIIPTIQI'ES; 

Par  m.   h.  LAURENT. 

[SUITK  (*).] 
sua    LES    PÉRIODES    ÉLÉMENTAlKES. 

So\tf[z)  une  fonction  doublement  périodique.  Consi- 
dérons les  points  Moo  et  Mjo  qui  représentent  les  imagi- 
naires Zq  et  Zq  -|-  w,  w  désignant  une  période  dey(z).  On 
peut  toujours  supposer  que  oi  soit  la  plus  petite  période 
d'argument  égal  à  l'argument  de  0^5  car  il  n'existe  pas 
deux  périodes  distinctes  de  raeme  argument;  toutes  sont 
multiples  de  l'une  d'elles,  que  l'on  peut  appeler  w.  Soit 
CT  une  période  distincte  de  w,  et  supposons-la  aussi  la 
plus  petite  de  celles  qui  possèdent  son  argument.  Soit 
Moi  le  point  qui  représente  l'imaginaire  Zo-+-  vj  -^  sur  les 
droites  M^i^Mio  et  M^^  Mon  on  peut  construire  un  paral- 
lélogramme que  Ion  pourra  considérer  comme  un  paral- 
lélogramme des  périodes;  on  lui  donne  le  nom  de  paral- 
lélogramme éléinentahe,  si  aucun  des  points  de  son  aire 
joinLs  à  Moo  ne  fournit  une  nouvelle  période. 

Il  est  clair  que  le  parallélogramme  élémentaire  peut 
se  former  en  prenant  la  période  co  pour  base  et  en  faisant 
mouvoir  le  côté  M^^Mio,  pris  pour  base,  parallèlement  à 
lui-même,  jusqu'à  ce  c|u'il  rencontre  un  point  Moi,  tel 
que  MoqMoi  soit  une  période. 

Soient  0)  et  tj  deux  périodes  élémentaires  ;  co'  et  cj'  deux 


(*)  Nouvelles  Annales,  2^  série,  t.  XVII,  p.  2I7. 
^/««.Jtf  ,)/rtf/(ewrtf., -i*  série,  t.  XVII.  (Sept.  1S7S.)  25 
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nouvelles  périodes;   il  faudra  nécessairement  que  Ton 
ail 

)  =  mut  -t-  « ôT , 


m  et  «,  m'  et  n'  désignant  des  entiers;  car  une  période 
quelconque  s'obtiendra  en  joignant  le  point  Mqo  à  l'un 
des  points  de  croisement  M,„„  des  di'oiles  formant  le  ré- 
seau des  parallélogrammes  des  périodes  w,  vs.  Pour  que 
les  périodes  w',  u'  puissent  former  un  nouveau  parallé- 
logramme élémentaire,  il  faut  que  m  et  n  soient  premiers 
entre  eux,  ainsi  que  m'  et  n' .  En  effet,  si  tn  et  n  avaient 
le  diviseur  commun  ^,  en  posant  m  =  ont!' ^  n  =  dn" ^  on 
aurait 

Oi'  .  f    •      ^  I  •       1  A 

et  —  serait  une  période;  w  ne  saurait  donc  être  une  pé- 
riode élémentaire;  niait  w  et  cj  doivent  s'exprimer  en  (0' 
et  tj'  sous  les  formes 

w  =z  fiw    -4-  vcj', 

ri,       I     • 

CT  =  p.  w  H-  V  CJ   , 

ce  qui  exige  que  le  déterminant  du  système  (1)  divise 
nu' — n' (x)'  et  nixs' — /?i'w',  c'est-à-dire  /ï,  n' ^  ni  q\  m' . 
Or,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  le  déterminant  est 
égal  à  l'unité,  et  l'on  a 

iii?i'  —  mil'  z=±\ . 
Soit 

M  =z  a  -\-  h  y  —  1 , 

rr  =:  n'  -\-  b'  \J —  i , 

w'  =  ma  -f-  'in'  4-  \l —  1    mb  -f-  iib'  ), 

Z3'=^ni'(i-h  n'a'  -h  y  —  i  [m'b-\-  n'b'], 

l'aire  du  second  parallélogramme  des  périodes  est 
''ma  -4-  rtfl''  i  m'b'  -f-  n'b'  '  —  '  m' a  -+-  n  a)  'ma  -hnb'] 


I     11)  !t 

Donc  : 
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\  —ab'  —  ha' . 
a'      //    ! 


Les  aires  des   parnllêlogrammes  élémentaires  sont 


égales. 


SDR    LA    FORME   GÉNÉRALE   DES  FOACÏIOKS   DOUBLEMENT   PÉ- 
RIODIQUES, ET  LEUR  EXPRESSION   EN    FONCTION    DE    l'uNE 

d'elles. 

Théorème  I.  —  //  existe  toujours  une  fonction  dou- 
hlenient  périodique  admettant  deux  périodes  données, 
deux  zéros  donnés  et  deux  infinis  donnés,  pourv'ii  que 
la  somme  des  zéros  soit  égale  à  la  somme  des  infinis  à 
des  multiples  des  périodes  près. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'il  existait  deux  fonctions 
distinctes  Çi  et  Cj-g  satisfaisant  aux  formules 

;})  (,r  +  w  )  Z3:  cp  (.r) , 

et  que  la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations 
était 

Ces  fonctions  (fi  et  1^2  ont  chacune  deux  zéios  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  w  et  cr,  ainsi  que  la  fonc- 
tion o.  Si  nous  divisons  Çi  par  O2  ou  si  nous  divisons 
Al  Çi4"  A2  ^2  par  Bj  91 -h  B.c^,?  l^i  et  B»  désignant  des 
constantes  différentes  de  Aj  et  A^,  nous  obtiendrons  une 
fonction  doublement  périodique  f{x).  Soient  a,  h  ses 
zéros,  a  et  (3  ses  infinis;  considérons  Texpiession 

25. 
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elle  n'csl  plus  infinie  pour  a:  =  a  ou  x  ^=  jS,  mais  elle 
l'est  quand  on  pose  a:=:  a'  \  elle  admet  en  outre  le  zéro  a  . 
Mais  la  fonction /"(x -f- 5) — f[c//-hs),  outre  le  zéro 
x  =  a',  en  possède  un  autre /3',  tout  en  conservant  les 
infinis  X  =  a  —  s,  x=^  —  s.  On  doit  donc  avoir,  en 
observant  que  la  somme  des  zéros  est  égale  à  celle  des 
infinis, 

équation  dans  laquelle  on  peut  choisir  s,  de  telle  sorte 
que ,6' ait  une  valeur  donnée.  L'expression  (i)  admettra 
alors  deux  infinis  donnés  a',  j'î',  le  zéro  donné  a'  et  par 
suite  un  autre  zéro  b\  tel  que  a'n-  .3'^a'-h  b' -^  enfin  le 
coefficient  A  permettra  de  prendre  la  fonction  (1)  égale 
à  une  quantité  donnée  difTérente  de  zéro  pour  une  valeur 
donnée  de  x. 

Théorème  IL  —  //  existe  une  fonction  possédant  les 
périodes  w  et  cr,  les  zéros  «i,  a,,  .  .  .  ^  a^  et  les  infinis  «j, 
«2,  .  •  •  )  ^n  satisfaisant  à  la  relation 

o ^  -\-  ai  -\-  .  .  .  -\-  0^1^=.  y.^  -{-  y.i  -\-  .  .  .  -\-  a-n^ 

En  effet,  soit  Fi  (.r)  une  fonction  aux  périodes  w,  cj, 
admettant  les  zéros  a^  et  b^  et  les  infinis  y.x  et  «a?  ^i  étant 
déterminé  par  la  formule 

«I  -+-  6,  ^  a,  -f-  aj. 

Soit  'P^i'^)  une  fonction  aux  mêmes  périodes  ayant  pour 
zéros  a.2  et  b^  et  pour  infinis  a^  et  èi,  ....  Soit  F„_i(a:) 
une  fonction  aux  mêmes  périodes  admettant  les  zéros 
«K-i  et  Z>„_i  et  les  infinis  b^^^  et  a„,  tels  que 

«„_,   +  bn-\  ï^  a„  -f-  bn--i. 


(*)  Le  signe  ^  est  employé  à  la  place  de  =  pour  indiquer  que  l'on 
néglige  des  multiples  des  périodes. 
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La  fonction 

F,;.r)F,(^)  ...F„_,(x) 

aura  les  périodes  w,  ci,  les  zéros  rti,  «,,  .  .  .,  «„_i,  ^„_i 
et  les  infinis  «i,  a^,  ,  .  . ,  a„  ;  mais  on  aura 

«!  +  «;,  +  ...  +  r7„_|  -f-  6„_,  ^  a,  +  «2  +...-[-  x„_,  +  a„. 

Théorème  III.  —  Deux  fonctions  doublement  pério- 
diques d'ordre  fini  dont  les  périodes  o)  et  ct,  oV  et  cj'  sa- 
tisfont aux  relations 

n  1:=  /?  CI  ::=  //'  CT  , 

7/2  et  m'  désignant  des  nombres  entiers  ;  en  d^ autres 
termes,  deux  fonctions  «,  p»,  dont  les  parallélogrammes 
élémentaires  ont  leurs  côtés  commensurables  et  dirigés 
dans  le  même  sens,  sont  fonctions  algébriques  l'utie  de 
r  autre. 

En  eflet,  soient  u  Tordre  de  u,  et  v  l'ordre  de  u.  Le 
parallélogramme  de  ï/,  comme  celui  de  p',  tiendra  un 
nombre  exact  de  fois  dans  le  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  n  et  II,  le  premier  nin  =  M  fois,  le  second 
Tn'/i'=^N  fois.  Il  en  résulte  que,  à  chaque  valeur  de  u, 
correspondront,  dans  le  parallélogramme  12,  II,  un 
nombre  Mf*  de  valeurs  de  la  variable  ^,  et  par  suite 
M|x  valeurs  de  t^;  donc  u  est  lié  à  u  par  une  équation 
algébrique  de  degré  ^ly.  en  u.  On  verrait  de  même  qu'elle 
est  de  degré  Nv  en  u-,  car  u  et  v*  n'ont  que  des  nombres 
limités  de  zéros  et  d'inlinis  et  restent  d'ailleurs  mono- 
gènes  et  continues  l'une  par  rapport  à  l'autre. 

Théorème  IV.  —  U/ic  fonction  d'ordre  n  est  liée  à 
sa  dérivée  par  une  équation  du  degré  n,  par  rapport  à 
sa  dérivée,  et  de  dc^ié  an  par  rapport  à  la  fonction. 
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En  elîet,  soit  n  une  fonction  aux  périodes  w  et  tj  ;  sa 

dérivée  admet  les  mêmes  périodes,  mais  les  infinis  de  la 

dérivée  sont  en  général  en  nombre  double  de  celui  de  la 

fonction;  car  cbaque  infini  de  la  fonction,  lorsqu'il  est 

simple,  devient  double  dans  la  dérivée;   en   tout  cas, 

Tordre  de  la  dérivée  sera  compris  entre  72  +  i  et  9.7i.  En 

vertu  du  lliéorème   précédent,  il   existera  entre  u  et  u 

une  relation  algébrique  d'ordre  n  en  u'  et  d'ordre  7i'  en 

M,  n  -\-  iSn! S'2-n^  il  n'étant  infini  que  si  u  est  infini; 

le  coefficient  de  «'"  pourra  être  pris  égal  à  l'unité.  A  une 

même  valeur  de  u  correspondent  n  valeurs  de  z  dont  la 

,  ,    dz        \ 

somme  est  constante,  et  par  suite  n  valeurs  de— -  =  — ,» 

^  du        u 

dont  la  somme  est  nulle;  donc  le  coefficient  de  u' est  nul. 

Par  exemple,  si  u  est  du  second  ordre  et  a  deux  infinis 

distincts,  on  aura 

ll'^  +  U  =r  G, 

U  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Si  u  a  un 
infini  double,  U  sera  seulement  du  troisième  degré.  Ce 
dernier  tliéorème  est  de  M.  Méray. 

décomposition   des   fonctions   a   deux   périodes 
EjV   Éléments  simples. 

Soient  F  (or)  une  fonction  aux  périodes  o)  et  C7  et  «i, 
ao,  «3,  ...  ses  infinis.  Soit  Q[x)  une  fonction  auxiliaire 
satisfaisant  aux  relations 

G  (r  +  w)  =  9  [x], 

2- V'^ 


on  aura 


f.r  -i-  CT^'  =  ÛtTi  e         "  ; 


6  (.r  H-  w  )         6  [x] 
(j'[x  H-  Ts)  6'(x)         2  7:  v'- 

0 (.r  +  d)  ""   9 \x)  w 


39'   ) 


Considérons  maintenant  l'intégrale 


27ry/—  I 

prise  le  long  d'un  parallélogramme  des  périodes.  Le  long 
des  côtés  parallèles  à  cj,  les  valeurs  de  l'intégrale  se  dé- 
truiront, et  il  restera  à  intégrer  le  long  des  deux  autres 
côtés,  ce  qui  donnera,  en  appelant  p  une  arbitraire, 


résultat  indépendant  de  fx  et  de  p^  que  nous  désignerons 
par  C.  Or,  l'intégrale  considérée  est   aussi   égale   à   la 

somme  des  résidus  de  F (2)  — ^ '—•  Les  résidus  relatifs 

^    '  ^[z  —  x) 

h  9[z  —  .r)  sont,  en  appelant  aj,  a^,  «3,  ...  les  zéros  de 

0(.), 

F(x  +  «,),     F(.r  +  «,),      ...,      F{.T-ha^)', 

ceux  relatifs  à  F(z)  sont 


A, 


9  (a,  —  .»•)  e(y.2  —  x) 

si  les  infinis  a  sont  simples,  et  Ton  a 

A,  =  lim  (.r  —  a)  F  .r)     pour     x  =  x. 
En  général,  si  Ton  pose 

on  aura,  pour  résidu  de  r  [zj 


Oî 
r/x'"-'    'w 


,  r  6'(a-.r)-| 
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En  résumé,  on  aura 

-^-<  f/x'"-'   (  ///  —  1  j  !  L  Ô  a  —  a: ,     ^      J 

Supposons  y.  =  I  et  a  =:  o-,  on  aura,  au  lieu  de  cette 
formule, 

et  F(j:)  se  trouve  décomposé  ainsi  : 

Cette  formule  donne  F  (x)  décomposée  en  éléments  sim- 
ples, tous  intégrables  au  moyen  de  la  fonction  0,  ce  qui 
démontre  la  possibilité  d'intégrer  les  fonctions  à  deux 
périodes  (du  moins  à  l'aide  des  fonctions  auxiliaires)  5 
mais  le  mode  de  décomposition  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion présente  encore  une  foule  d'autres  applications  que 
M.  Hermite,  auquel  nous  devons  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer,  a  fait  connaître. 

Nous  allons  montrer  immédiatement  comment  les  in- 
tégrales de  deuxième  et  de  troisième  espèce  se  ramènent 
par  les  considérations  précédentes  aux  fonctions  0  et  H 
de  Jacobi, 

La  fonction  de  seconde  espèce 

z-dz 


I. 


quand  on  y  fait   z  =  snx,  devient,   à   un  facteur  con- 
stant Ji-  près, 

J'Psn^.rd.v. 

C'est  cette  intégrale  que  nous  allons  étudier.  L'intégrale 
de  troisième  espèce 

dz 

i  —  n'z^)  v'(i  —  s-)(i  —  A'z') 


h 
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(levieiil,  pour  z  =  siix, 


J  i-n'i 


nous  la  remplacerons  [)ar 

*A^sn«rnadnasn*j; 


r 


/^sn'«sii'x 


en  posant  «^=:/c^sn^ a  et  en  observant  que  l'intégrale  (a) 
ne  difl'ère  de  celle-ci  que  par  une  fonction  linéaire  de  x 
et  par  un  facteur  constant.  ^ 

ÉTUDE    DE    LA    FONCTION    X[x). 

La  fonction 

Z{x)=  I      k'^sn'xdx 

est  évidemment  monodrome,  car  les  résidus  de  sw' x 
sont  nuls 5  nous  allons  le  vérifier. 

Décomposons,  par  la  mélliode  de  M.  Hermile,  sn^x 
en  éléments  simples,  celle  fonction  ayant  pour  périodes 
2K  [puisque  sn(a: -h  2K)  =  —  sno:]  et  aK'y/ — 1. 
Evaluons  Tintégrale 

le  long  d'un  parallélogramme  de  côlés  aK  et  aK'y^ — 1; 
le  long  des  côtés  verticaux,  le  résultat  de  l'inlégration 
est  nul;  le  long  des  côlés  horizontaux,  le  résultat  est 

/^  a  -H  2  K 
— — -  -  —    I  sn'z 

2îr\/  —  I  J  v. 


{  ^94  ) 
El»  vertu  de  la  forinule 

H(jr  ^  s>.K'  v/—  I  j  =  —  H  ;.^)  ':       ^  , 

l'intégrale  considérée  se  réduit  à 

ïious  désigneronscette  quantité  par  C.  Mais  l'intégrale  (i) 
est  aussi  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
placée  sous  le  signe  J\  le  résidu  relatif  au  point  x  est 
sn^a:;  calculons  celui  qui  est  relatif  au  point  K'y' — i. 
Posons  pour  cela  z  =  K'y/ —  i  -}-  A  :  nous  aurons 

sn-(K'v'— I -h //;>  ' 


H(R'v'— I  —x-hh) 

~  A-sn'h\  H  (r  y  37  —a-)    "^     [  H  (  K'  v/— T  —  ■^)  J  i 
et  par  suite  le  coefficient  de  j  ou  le  résidu  cherché  est 

Si  l'on  observe  que 

on  a 

H' (iv  v/^  —  .r)  _  _  0' (  —  .r)         ^is/sEI. 

Notre  résidu  devient 
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On  a  donc  enfin 

I  fe'HT 


C  =  sn'^  + 


on,  en  intégrant,  en  multipliant  par  A"  et   en   posant 

©'''ri 


0(^ 


telle  est  Texpressiou  de  Z(:c),  monodrome  comme  l'on 
voit.  On  en  déduit 


X 


^     '  2  "  0   Ol 


et  Ton  constate  que  la  fonction 

e  l'o  =  c        "  — i — r 

0IO) 

est  monodrome  également.  M.  Weierstrass  la  désigne 
par  le  symbole  Al:r.  Il  désigne  par  AljX,  A\^x^  h\^x 
les  produits  de  A\x  par  sna:,  en x,  dnx. 

La  constante  ^  est   susceptible  de  prendre  une  forme 
remarquable.  En  effet,  en  différen liant  (c),  on  a 

et,  en  différentiant  encore, 

@"i.T]ei.x]~e'Hx] 

sn'.r  =  (^ 


Si  l'on  fait  alors  x  =  o,  on  a 

0"(O 


0:=Ç- 


©   Ol 


ou  enfin 
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On  a  ainsi  plusieurs  expressions  de  la  constante  {^,  que 
l'on  peut  considérer  comme  pai  failement  connue. 

ÉTUDE   DE    l'intégrale    ELLIPTIQUE   DE    TROISIEME  ESPÈCE. 

On  peut  parfois  éviter  la  métliode  de  décomposition 
donnée  plus  haut.  En  voici  un  exemple  : 
La  formule  [i4]  donne 

9(x  +  <,)eix-.)  =  |Ii,0'W-eiMH.(x); 
on  peut  l'écrire 

On  en  déduit  immédiatement 

Q\o]e{:sr  -+-  a]®[.r 


Q  X  -h  a]  ex  —  a]  =1  — ^- —    I  —  f.-sn'xsn  a] 


I  —  /:-sn'rtsn'.r  = 


&[x)@-'[a] 


En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux 
membres  par  rapport  à  a,  on  trouve  (en  observant  que 
sn'rt  :^  dnrtcna), 

—  2/=  sn^Ycnrt  dn«  STV.7:       0'(.r  +  «'        e'(.r  —  a]  &'{"] 


I  —  À-sii-ûSu-x  &  X  +  a)        <d  [X  —  a)  @[a) 

Si  l'on  change  les  signes  et  que  l'on  intègre  de  zéro  à  :r, 
on  trouve 


L 


^  Psna  çx\aAnas,n-x   ,  0'(a]         1,       Q^x  —  a) 

dx  =  X  — ^—  H loi 


I  —  /-sn^rtsn-.c  0 /'j         2     "'  @  X 


Cette  Intégrale  n'est  pas  tout  à  fait  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce  de  Legendre,  mais  il  est  clair  qu'elle  s'y  ra- 
mène aisément.  Jacobi  la  désigne  par  II  (j:,  a).  Ainsi 
l'on  a 

l]  n   .r,  fll  =  X— '-v  +  -loy— r- 
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On  en  conclut,  en  changeant  x  qtï  a  et  a  en  x,  puis  en 
retranchant, 

,         ,  &'(a]  0'f^l 

nix,  a]  —  nin,  XI  =:  X —  a — — -' 

^       '         ^       ^  0(t?;  @[x] 

On  peut  d'ailleurs  s'assurer  que  les  valeurs  des  loga- 
rithmes se  sont  détruites,  en  observant  que  l'on  doit  avoir 
une  identité  pour  x  =  o,  a  =  o. 

C'est  dans  l'égalité  précédente  que  consiste  l'échange 
du  paramètre  et  de  Vargument,  proposition  généralisée 
dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  On  peut  aussi 
l'écrire 

n(j:,  a)—  n(«,  x]  ■=  .rZ(fl)  —  aZ[x), 

KXPUESSION  n'u?JE  FONCTION  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUE  AU 
MOYEN  d'une  fonction  DU  SECOND  ORDRE  AUX  MEMES 
PÉRIODES.     THÉORÈME    DE    M.     LIOUVILLE. 

So\\.f[x)  une  fonction  monodrome  et  monogène  du 
second  ordre  aux  périodes  o)  et  cj  ;  soient  a  et  5  —  a  ses 
infinis,  5  désignant  la  quantité  constante  à  laquelle  se 
réduit  la  somme  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles/ (z  ) 
prend  une  valeur  donnée  dans  un  même  parallélo- 
gramme. Soit  F  (2  )  une  fonction  quelconque  aux  mêmes 
périodes  w,  xs  ;  soient  j3i,  (Bg,  .  .  . ,  (3^  ses  infinis.  La  fonc- 

F(z) 
tion  ~ — r— ^ — Yi — \  intégrée  le  long  d'un  parallélogramme 

des  périodes  donne  un  résultat  nul  :  la  somme  de  ses  ré- 
sidus est  donc  nulle. 

La  somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis  x  Q\  s  —  x 

fie  -7—; 7. — r  est 


'/'(•r)  fi^--^, 
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ou  bien 


en  observant  que, y(a:)  étant  égal  'df{s  —  x)^J'  [x)  doit 
être  égal  et  de  signe  contraire  ^  J' [s  —  x).  La  somme 
des  résidus  relatifs  à  1  (j^)  étant  alors  représentée  par 

1       r    F{z]dz 

on  aura 


'i)  Ff.i 


le  signe  F  placé  au-dessous  du  signe  J  indiquant  qu'on 
ne  doit  intégrer  qu'autour  des  infinis  de  F  (2). 
Si  l'on  considère  en  second  lieu  la  fonction 

FizViz] 


J[^-f\-] 


son  intégrale  prise  le  long  d'un  parallélogramme  sera 
encore  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  la  somme  de  ses 


résidus.  Or  la  somme  des  résidus  relatifs  à 
est  égale  à 


/(2)  -f[^] 


Y[x]-{-F[s  —  x)  —  F(a)  —  F[s  —  u), 
et  l'on  a  par  suite 

F[x)  -+-  Y[s  —  .r)—FU]  —  F(f  —  a) 


ou  bien 


/z  =  o , 


F(.r)  +  F(^  —  x]  =  F(a;  H-  F{s  —  y.) 
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La  comparaison  de  celle  formule  avec  (i)  donne 

rFlz][f'{x]-^-nz)] 


/•Ff3iiy-(a:)H-/'(3]| 


2ïrV— xJf         /(z)— /l-^) 
OU  bien  encore 

J2F(^)  =  F{a)  +  F(^  — a) 

en  posant  F(2)  =  (2  —  p)'''0(s),  p  désignant  le  degré 
de  multiplicité  de  l'infini  (3.  Quand  y.  =  i,  le  symbole 

>     ,,  —  doit  être  suppnnie. 

^  y.  —  1  j  !  ^  f/f;;^-'  ^  '■ 

La  formule  (2)  montre  que  toute  fonction  aux  pé- 
riodes œ,  cj  peut  s"" exprimer  rationnellement  au  moyen 
de  la  fonction  du  second  ordre  f  et  de  sa  dérivée. 

On  voit,  en  outre,  que  cette  dériwée  n  entrera  que 
sous  forme  linéaire. 

Ce  théorème  est  dû  à  INL  Liouville,  mais  l'expres- 
sion (2)  explicite  de  F,  que  nous  venons  de  donner,  n'est, 
je  crois,  pas  encore  connue  \  du  moins  on  ne  la  trouve 
pas  dans  le  Traité  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 

Remarque.  —  La  théorie  précédente  loniberait  en 
défaut  si  F(a')  et  f{x)  avaient  des  infinis  communs, 
mais  on  tournerait  facilement  la  difficulté  en  dévelop- 
pant F(jf)  divisé  par  une  puissance  convenablement 
choisie  def{x). 

AVI'LICATION    DES    COKSIDÈRATIOJNS    l'KÉCÉDENTES 
AU   l'KOBLÈMK  DIT  DE    LA    M  VLTIPLIC.VTION . 

Le  problème  de  la  multiplication  des  fondions  ellip- 
tiques a  pour  but   de    faire   connaître    snmx^  en;// a'. 


(   4oo   ) 
(Inmxen  fonclion  de  su  x,  en  a:,  dna:.  Notre  formule  (2) 
du  paragraphe  précédent  résout  cette  question  plus  sim- 
plement et  plus  complètement  qu'on  ne  l'avait  fait  jus- 
qu'ici. 

Soient  A  le  module  de  sna:,  4K.  et  2K'  y'  —  i  ses  pé- 
riodes, m  un  nombre  entier  :  snr7i[x  —  a)  admet  évi- 
demment les  mêmes  périodes.  Construisons  le  parallé- 
logramme des  périodes,  de  telle  sorte  que  ses  côtés 
coïncident  avec  l'axe  des  x  et  l'axe  des  j^  positifs,  puis 
déplaçons  infiniment  peu  ce  parallélogramme,  en  pla- 
çant le  sommet  primitivement  à  l'origine,  dans  l'angle 
des  coordonnées  néffatives. 


Les  infinis  de  snx  sont  K'y  —  i  et  aK-i-K'y/ — x, 
ceux  de  sn7?^(x  —  a)  sont 

fi'  =  a -r-  {il  +  I h    2y  +  I    , 

in  m 

m  m 

i  el  j  variant  de  zéro  km —  i.  En   faisant  5=  2K,  la 
formule  (2)  du  paragraphe  précédent  donne 

snm{x  —  a)  =  snm{  Iv'  y'  —  i  —  a) 

-h  snm{ K' \J —  I  4-  2  K  —  a) 

^     .  .  ,              .            ,  sn'.r  4-  sn'z 
H-  2,  residu.sn/;/  [z  —  a) ■' 


Le  résidu  relatif  à  un  infini  j3'  s'obtiendra  en  cher- 
chant la  limite  de 

sn'.r  4-  sn'p' 

3sn/72    S' —  <7  4- 3) ^ 

^^  '    sn.c  —  sn[i' 

T/     .         \Tr/    ■ .         ^     ,-  isn'.r  4- sn'S' 

=:  zsn   (  2  i  4-  I  Iv  V'  —  '  +   ^7  -t-  I  j  2 K  4-  /«  -  -^ 

'-^  ;       V  ,  ^         ;  '    sn.f  —  su 6 

—  I     sn'.r  -j-  sn'p' 

As'AJiiz   sn.r  —  sti  S' 


(    40!       ) 

Celle  liiuilc  csi 

I     sn'.r  -4-  su' 6' 


km   snx  —  sn^' 
L'infiui  [i"  conduil  au  résidu 

I     sn'.r  -I-  sn'  p" 
ki)i    snj;  —  su  (i" 

La  fonmile  (i)  devient  ainsi 

2  su  in[x  rt  ) 

12  '  -I-  I    „ ,    / ,     K  ~\ 
K'  v/  —  I  +  47 y-  a  \ 
_                                                   m                                    m  I 


k 
sn 


^  //A 


la/  H-  î  ,     K  1 

[?./  -+-  I      ,    , ,              ,  ?.K  "1 
K'v/— ï  +    27+1) h  « 
m             \ m J 

Ta;  -f-  i      ,    , ,  ,  2K  1 

.i-  —  sn      K'  \J—  j  H-    2/  +  I H  rt 

L      ///  m  J 

Eu  faisant  «  =  o,  on  a  la  formule  de  la  multipli- 
cation pour  le  sinus  amplitude.  On  peut  véiilier  la  for- 
mule précédente  en  prenant  m  =:■  i,  on  a  alors 

2 /.  su  [x  —  rt  ) 

sn'a.  H-  sn'  (K'  y/ —  1  +  «j  sn'.r  -t-  sii'(  K'/ —  i  -4-  ?.K  4-  «) 


sno:  —  sn(K'y/  —  i  +  «)    snx  —  sn(K'  y'  —  i  -l-  2K  -i-  «) 
et  si  Ton  observe  que  sn'x  =^  cnxdna", 

/  , >  , illl.r 

eu  (  .r  -h  K.  V  —  I  j  =  —  V  —  '   7 » 

Asn.^■ 

/  , cn.r 

(In  1  X  -L-  K'  V  —  1      z::ii  —  i    —  1 , 

<ln.i 

su  (.r  4-  K'  v'  —  0  =  7 ' 

on  trouve 

cn«dnflsn.r  —  cnjriln.rsnrt 

sn  .r  — «    = .,         • 

^  '  1  —  A^sn-asira 
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(  4op^  ) 

Ainsi  notre  mélhodc  donne  aussi  l  addition  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  multi- 
plication, La  division  aurait  pour  but  de  calculer  sn  -  ■> 

tn 

en  —•,  •••  en   fonction  de  sno:,  cnjr,  dn.r,    ....    Sans 
m 

entrer   dans    des   détails   à    ce  sujet,   disons    seulement 

qu'Abel  a  démontré  que  les  é([ua lions  d'où  dépend  la 

division  des  fonctions  elliptiques  sont  comme  celles  d'où 

dépend  la  division  des  fonctions  circulaires,  résolubles 

par  radicaux. 

APPLICATION    A    l'addition    DES    FONCTIONS 
DE    TROISIÈME    ESPÈCE. 

Nous  avons  trouvé 

0'  1(7    I    ®[x  —  a\ 


n  .r,  a  1  =  .r.    -'—'-  h |og        ^ 

*•    '  &{a]         ■?.      *  0  ( .r  -^  a ) 

Si  l'on  désigne  alors  par  a^j,  a^.  .  .  .,  iijn+i  des  argu 
nients  tels  que 

a,  -I-  a,  -i-  ...  -4-  ao„+,  z=  o , 


n(a,,  fl)  H-  ri(a2,a)  4-  .  .  .   ^-^(a,„^.,,  fi) 

i  ,       0 («1  —  a)Qi  a.1  —  a)  .  .  .  Q[  5'-î„^.,  —  a ] 
_  iQrr  1 } : ^ i  . 

2      '^  0  (  a,  H-  a  )  0  (  aj  -f-  «  )  .  .  .  0  1^  «,«+1  H-  «  ) 

La  quantité  placée  sous  le  signe  log  possède  les  pé- 
riodes 41^  et  aK'y' —  I  par  rapport  à  la  variable  a-,  on 
pourra  donc  l'exprimer  en  vertu  du  théorème  de 
M.  Liouville  en  fonction  rationnelle  de  sna  et  de  sa 
dérivée  sn'a  ou  cna  y<  dna.  Nous  ne  donnons  pas  ici 
cette  expression,  qui  est  un  peu  compliquée. 


(  4o3  ) 

DÉVELOPPEMENT    DES  FOIMCTIOKS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES 
EN  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES. 

La  formule  de  Fourier  donne 

snj;=:^^ — j— —  /  snze       ^^       dz; 

—  00 

reste  n  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  qui  entre  dans 
cette  formule.  D'abord,  en  posant 


r 


snze        ^*^      dz. 


on  trouve,  au  moyen  de  la  formule  su  (2  K -1-x)  =  —  snj", 
2K 


-j 


snze 


2K 


/.: 


ttitW- 

-1 

\lz 

■2  h 

<e 

mr. 

Y- 

î( 

:+2K) 

■  snz] 

2K 

m 

r.\/—^ 

dz 


2K 

snz[i  —  (—  i)'"]e       ''"'^      ^  dz. 


L'intégrale  A,,,  étant  indépendante  de  x^^  on  peut 
supposer  x»  un  peu  plus  petit  que  zéro.  L'intégrale 
étant  prise  le  long  du  contour  rectiligne  Xo,  o'o  H- 2K 
peut  être  remplacée  par  deux  parallèles  à  K'y  —  i 
de  longueur  infinie,  menées  l'une  par  x^  et  l'autre  par 
o^o  -t-  2K  au-dessous  de  l'axe  des  x,  et  par  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  x,  menée  à  l'infini.  Le  long  de  ce  nou- 
veau contour,  l'intégrale  sera  nulle;  mais  il  faudra  lui 
ajouter  les  résidus  relatifs  aux  points  — ^V — ^1 
—  3  K'  s^ —  1 ,  —  5  K'  \j —  i ,  .  .  . ,  multipliés  par  2  ~  \j —  i . 
De  plus,  ces  résidus  seront  pris  dans  le  sens  rétrograde. 
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(  4o4  ) 

Calculons  le  résidu  relatif  à  ce  poiiii 


—  (  2  «  -4-   1  )  K'  y/  —   1  ; 

il  est  ésîal  à 


,r.V~\ 


,.      a.' -+- (  2 // H-  I  i  K\'  —  r     -^^^-^Vr — [— 12»  + i  ikV -i] 
lini — — ^ — — ^f?        2K  . 

Asn(a-  -H  K'v'  —  ^  ^ 


mais,  sn'j;  étaul  égal  à  1  pour  a:  =  o  ou  2  7rK'y  —  i, 
cette  quantité  peut  s'écrire 


On  a  donc 

n  =  l 

et  Ton  a 

Asm  =:  O, 

I  ^r>        """"      '  2  777  -f- 1  )  , 

par  conséquent 


im-f-i 


2  >VK    1    (y 2"-!-' 


Quand  m  est  négatif,  on  a 

sn::e     -^      '  dz  =  —  j 

o  1/ o 


li  K  777  -  V^  —  1  _  ^   '1   K  77?rV^_l 


Les  coefficients  des  ternies  également  distants  de  l'ori- 
gine sont  donc  égaux,  et,  en  les  groupant,  on  a 

_  777   =    ■-■- 

TTi/o    -st^        7"'"^'  .      (2W  H-  IJt:./- 

snx  =z —^     >  sin 


cna:  :=z 


777  :=  O 

TT  V^  ^        <y"'-^'  (  2 //;  -)-  r  T  .r 

7k  2j  I  _  f"'^  '"*''        4K       ' 

,  ...  ,   _  .        r/'"  MTiJ-  \ 

dnx  =  - —  I   1  -f-  4  >  — cos  — 7—   I  • 

7"  '-'^^    / 


rk(--^i7 


{  4"5  ) 
A  ces  formules  il  convient  de  joindre  les  suivantes, 
auxquelles  on  pai^vienl  d'une  façon  toute  semblable  : 

Iv    -^ 


0(.r) 

0,  (JT) 


V 


7"" 


K  -^    I 


H(xj 


devenant  infini  ponr  :c  =  o,  on  développera 


on  trouvera  alors 


^  r  H  .rt   ~| 

dx  .     TT.r    I  ' 

sin —    f 


TT  77  .r 

—  cet    

2R  2K 


K  ^  I 


H(.r 

(x) 
De  ces  dernières  formules  on  tire 


r 


H,     .r  7T  77  .r  2  77    -^-^    ( ir* 

Li i  :=: .  tan" ^ y    ■ 

H,(x)  2K        "  2lv    ■     K  ^    I  —  7= 


WTT.r 


sin  

<7-"  K 


^lo^sn.i-        rn.rdn.T-         77  77 .r         277  •^r^      o"'  iii~  r 

— = =  —  cet —  y  — sin 

(Ik  siiu,'  2K        2K        K  -i-J  I  +  7"'  K 


r/Ioi^mr  77  77.77         9.77  •^-\  n"' 

■  =z tant;  — > 

2K         "  2K  K    -^  I  -f-     _  i  '"q" 


tl.r 
c/lo^dn.r 


m  77  .r 
K    ' 


-V 


■7' 


sm 


2/72  I  ^  77  ,r 


On  arrive  plus  simplement  à  ces  résultats  comme  il 
suit. 

Rappelons  la  formule 

1  /'  /* 

loiïfi  —  2rcos<p  -+-  /•'    =  /-cos  a  H 00523-  -4-  —  ces 3 a..., 

2  *■  ^  2  '3 


et  partons  de 


0(xl  =  r  I  I  —  2(7Cos  "^  """  7' )  (  ï  —  27^  ces  -—    -h 


,>V-. 


(  4o6 
nous  aurons 


—  loge  (a;)  =: -loge  —  ces 


2      °     ^     '        2  Kl  —  <7^ 


1  Q-TiJ:       q^ 

-  CCS  -— -- 


2  K    I  —  7'  ' 

et,  eji  prenant  les  dérivées,   nous  aurons  le  développe- 
ment de — ^-— ••  On  obtient  d'une  façon  analogue  ceux  de 

^A^)      H-(.r)    H-.(^) 


SUR  LE  PROBLEME  DE  LA  TRANSFORMATION. 

Le  problème  de  la  transformation  a  pour  but  la  com- 
paraison des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  des 
modules  différents.  Exposons,  d'abord,  la  théorie  que 
Jacobi  donne  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Fandamenta 
nova  theoriœ  functionwn  ellipticaruni. 

Si  dans  l'expression 


U 

v' 


on  pose  a:  =^  -  )  U  et  V  désignant  des  polynômes  entiers 


enj)^,  on  aura 

I  dr 


\  \/AV*  +  BV^U  +  C\-U--^+ UVU-'  +  EU^ 

et  l'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déterminer  IJ 
et  V,  de  telle  sorte  que  le  second  membre  de  cette  for- 
mule soit  de  la  forme 

dr 


si  A!  +  B'j  H-  Cy^  -f-  D>'  -h  E'y' 


(  4o7  ) 
En  elïeî,  pour  que  dans  le  second  membre  de  (4)1^ 
polynôme  sous  le  radical  se  ramène  au  quatrième 
degré,  il  faut  que  ce  polynôme,  qui  est  d'un  degré  qua- 
druple de  celui  de  U  et  V,  ne  contienne  que  des  facteurs 
doubles,  à  l'exception  de  quatre  qui  seront  simples;  ou 
aura  donc,  en  appelant  T  un  polynôme  entier, 

AV^  +  BV^U  H-  .  .  .  +EU^ 

r=  T^(  A'  -f-  B'j  -\-  Cj'  +  D' j'  -h  E'r)  ; 

le  second  membre  de  (i)  se  réduira  alors  à  la  forme  de- 
mandée si  l'orj  a 

,     ,  Vr/U  — Ur/'V 


Tc/j 


const. 


Or,  il  en  est  ainsi  quand  U  et  V,  sont  de  même  degré 
on  de  degrés  dillerents  d'uni;  unité.  Soit  en  effet 

A  4-  Bx  -I-  Cx'  -h  Dx'  -I-  K.r' 

=  E(.r-a)(x-p)(x-v)(.r-.î   , 

et  pai'  suite 

AV  +  BV'U  -h  GV^U'  -+-  DVL"  ^  ElJ^ 

=  E(U  — aV)(U—  [5V)(U  — 7V)(U  -.ÎV]. 

Les  facteurs  (U  —  aV),  (U — pV),  ...  sont  pre- 
miers entre  eux,  car  tout  diviseur  simple  de  U  —  cc\  et 
de  U — (3V,  par  exemple,  sera  diviseur  simple  de  U 
et  V,  et,  comme  on  peut  supposer  U  et  V  premiers  entre 
eux,  les  facteurs  U  —  aV,  ...  le  seront  aussi.  Or  on  a 
identiquement 

—  «(V^U  —  Uf/V)  =  (U  —  aV)r/U  — Ur/(U  —  y.Y)i 

il  en   résulte  que   tout  fadeur  double  de  U  —  of.\  est 
facteur  de  Vr/U —  U//V,  car  ce  facteur  appartient  à  la 

dérivée  -;-  (  U  —  aV). 


(  4o8  ) 

En  résumé,  le  polynôme  A\* -f-  BV^U -I-  .  .  .  jouil 
de  cette  propriété  que  ses  facteurs  doubles  sont  aussi 
facteurs  doubles  de  U  —  aV,  deU  —  |3V,  de  U  —  yV  ou 
de  U — ^V,  puisque  ces  polynômes  ne  peuvent  avoir 
de  facteur  commun,  et,  par  suite,  ses  facteurs  doubles 
divisent  U<iV  —  V^U.  Si  donc  on  suppose  tous  les  fac- 
teurs de  AV*  -h  BV^U  -f-  . .  .  doubles,  à  Texception  de 
quatre  d'entre  eux,  le  polynôme  T  divisera 

VrfU  —VdV. 

Si  alors  on  suppose  que  V  et  U  soient  de  même  degré  yy, 
ou  l'un  de  degré  p  et  l'autre  de  degré  p  —  i ,  AV*  -}-... 
sera  de  degré  /\p,  T^  de   degré  4/^  —  4  ^^  T  de  degré 

•zp—  2; 

UdV  —  VdU 

est  évidemment  de  même  degré,  et,  par  suite,  la  for- 
mule (2)  est  satisfaite. 

On  pourra  donc  effectuer  la  transformation  d'une  in- 
finité de  manières,  car  on  pourra  d'une  infinité  de  ma- 
nières déterminer  les  coefficients  de  U  et  V,  de  telle 
sorte  que  AV*  -f-  BV^U  ...  ait  tous  ses  facteurs  doubles 
à  l'exception  de  quatre  d'entre  eux,  U  et  V  étant  de 
degrés  différents  de  zéro  ou  de  i. 

Le  degré  de  la  transformation  est  le  degré  de  celui  des 
polynômes  U,  V  qui  possède  le  degré  le  plus  élevé. 

COMl'OSlTiOX'  EUiiÉMATlOlE  POlil  L  ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
POLYTECHMQIE. 

SOLTJTIOUS    ET    REMAnQCES, 
Par  un  ANCIEN  ÉLÈVE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 


Ou  donne  deux  axes  rectangulaires  qui  se  coupent 
en  o  et  une  droite  N  qin  rencontre  ces  axes  en  a  et  h. 


(  4o9  ) 
On  demande  le  lieu  du  pôle  de  N,   par  rapport  aux 
coniques  qui  coupent    cette   droite  à   angle  droit,  et 
dont  /<?v  axes  sont  dirigés  suivant  oa  et  ob  (*). 

D'un  point  (jnelconque  ni  de  N  élevons  une  perpen- 
diculaire à  celte  droite,  appelons  e  le  point  où  elle  ren- 
contre ort,  et  g  le  point  où  elle  rencontre  ob.  Cherchons 
une  construction  du  pôle  de  N,  par  rapport  à  la  conique 
tangente  en  ni  à  cg. 

Du  point  o,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  N, 
appelons /le  point  où  elle  rencontre  N,  a  le  point  où 

elle  coupe  la  conique  et  y  un  point  tel  que  oix.  oj  =  oa. 
La  polaire  du  point /est  la  droite  //,  menée  parallèle- 
ment au  diamètre  o?^^  qui  est  conjugué  de  oa.  Le  point 
/,  où  jl  rencontre  eg,  est  le  pôle  de  N  par  rapport  à  la 
conique. 
On  a 

oi  oi  oi 

Prenons  le  symétrique  de  o  par  rapport  à  N,  et  par  ce 
j)oint  menons  la  droite  R  parallèlement  à  N.  La  droite 
Pi.  coupe  eg  en  /^,  tel  que  nili  =  oi. 

La  relation  précédente  peut  alors  s'écrire 

(  I  )  ml  X  f"^'  =  '"«  X  z»^-'- 

De  là,  nous  voyons  que  l'on  obtient  le  point  l  en 
prenant  le  point  d^ intersection  de  eg  et  d'une  circon- 
férence qui  contient  les  points  a,  b,  h. 

Les  points  a,  b  et  la  droite  R  sont  fixes;  on  peut  alors 
engendrer  le  lieu  des  points  /  de  la  manière  suivante  : 

O/i  donne  deux  points  fixes  r/,   b  et   une  droite  R 


(*)  L'énoncé  de  la  question  iirojiosco  nVlait  pas   ronmilc  ainsi.  On 
rst  prié  de  (aire  la  figuro. 


(  4io  ) 

parallèle  à  la  droite  ab .  U un  point  quelconque  m  de 
ah,  on  élèue  à  cette  droite  la  perpendiculaire  ml;  cette 
perpendiculaire  rencontre  R  au  point  h.  Par  les  points 
a,  b^  A,  on  fait  passer  une  circonférence;  cette  courbe 
coupe  nd  en  l.  On  demande  le  lieu  des  points  tels  que  l, 
lorsqu'on  fait  varier  m  sur  ab. 

Il  résulte  tout  de  suite  de  cette  génération  que  les 
points  o,  a,  b  appartiennent  au  lieu  et  que  ce  lieu  est 
symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  ab  élevée 
du  point  c  milieu  de  ce  segment.  En  prenant  cet  axe 
de  symétrie  comme  axe  des  x,  et  JN~  comme  axe  des  y.  la 
lelation  (  i)  s'écrit 

mli.x  =j-  —  ac. 

Désignons  mh  par  q  et  ac  par  K,  cette  équation  s'é- 
crit 

/  K' 


Et  eu  posant  x -i z:^  x',  on  a 

y  =  q-^\ 
équation   d'une    parabole,    dont  le   sommet  est    à    une 
distance  du  point  c  é^ale  à 

Ce  sommet  s'obtient  du  reste  par  la  construction  pré- 
cédente, en  cherchant  le  point  du  lieu  qui  est  sur  l'axe 
de  la  parabole  :  on  décrit  pour  cela  une  ciiconférence 
([ui  contient  a  et  ^  et  qui  est  tangente  à  R  :  cette  courbe 
coupe  l'axe  au  sommet  cherché. 

jNous  arriverons  tout  à  l'heure  à  une  autre  construction 
du  sommet  de  la  parabole. 

Il  résulte  de  l'équation  du  lieu  que  la  distance  du 
sommet  de  la  parabole  au  foyer  de  cette  courbe  est  égale 
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au  quart  de  oi.  Nous  allons  arriver  autrement   à  ce  ré- 
sultat. 

Prenons  en  o'  le  syniétxicjue  de  o,  par  rapport  à  l'axe 
de  la  parabole.  jNous  avons  en  o  les  sommets  des  angles 
droits  de  deux  triangles  rectangles  inscrits  dans  la  para- 
bole. Les  hypoténuses  de  ces  triangles  sont  ab  et  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  o'  sur  ab.  Ces  hypoténuses  se 
coupent  en  n,  et  l'on  sait,  d'après  un  théorème  de 
Frégier,  que  oji  est  alors  normale  en  o  à  la  parabole. 
La  droite  oo'  et  cette  normale  interceptent,  sur  l'axe  de 
la  parabole,  un  segment  qui  est  égal  au  paramètre  de 
cette  courbe,  et,  comme  ce  segment  est  la  moitié  de  oi\  on 
voit  ainsi  que  la  distance  du  sommet  de  la  parabole  au 
foyer  de  cette  courbe  est  égale  au  quart  de  oi. 

Le  quadrilatère  ao'ob  est  inscrit  dans  la  parabole,  ses 
diagonales  se  coupent  en  u  sur  l'axe.  Appelons  t  le  point 
où  l'axe  de  la  parabole  rencontre o^,  la  polaire  du  points 
passe  eu  u  :  donc  le  sommet  de  la  parabole  est  le  point  z 
milieu  du  segment  tu. 

En  rapprochant  cette  construction  du  sommet,  de 
celle  à  laquelle  nous  étions  d'abord  arrivé,  nous  obte- 
nons cette  proposition  de  Géométrie  élémentaire  : 

O/i  a  un  triangle  isoscèlo  atb.  On  mène  les  deux 
hauteurs  te,  ao\  ces  droites  se  coupent  en  u.  On  pro- 
longe te  jusqu'en  5,  de  façon  que  es  soit  égale  à  la  dis- 
tance du  point  o  à  la  base  ab.  On  joint  le  point  a  au 
point  s  et  le  point  a  au  point  z,  milieu  de  lu  :  démontrer 
que  r angle  zas  est  droit. 

On  peut  se  demander  quels  sont  les  arcs  de  la  parabole 
(jui  correspondent  à  des  ellipses,  et  les  arcs  qui  corres- 
pondent à  des  hyperboles.  On  a  tout  de  suite  la  réponse 
en  remarquant  que,  pour  les  ellipses  seulement,  le  pied 
de  la  normale  est  d'un  même  côté  par  rapport  aux  points 
où  cette  droite    rencontre  les   axes.   Lors   donc   que  le 


poînt  711  est  eu  dehors  de  ab^  o\\  a  des  points,  tels  que  /. 
provenant  d'ellipses.  C'est  alors  seulement  sur  l'axe  hoa 
de  la  parabole  qu'on  a  des  points  provenant  d'hyperboles. 

Cherchons,  en  prenant  un  point  quelconque //z' situé 
sur  ah  entre  a  et  Z>,  quelles  sont  les  asymptotes  de  l'hy- 
perbole normale  en  m'  à  ab. 

Le  point  m'  est  le  milieu  de  la  portion  de  la  tangent»^ 
eu  ce  pointa  ri)Tperbole  qui  est  comprise  entre  les  asym- 
ptotes cherchées,  et  comme  ces  droites  doivent  être  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes,  on  les  obtient  par  celte 
construction  :  On  circonscrit  une  circonférence  au 
triangle  aoh  et  Fou  joint  le  point  o  aux  points  où  celte 
circonférence  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire  éle- 
vée en  ni'  à  la  normale  N  :  ces  droites  sont  les  asym- 
ptotes cherchées.  On  retrouve  bien  parcelle  construction 
que,  si  le  point  choisi  sur  ab  est  au  milieu  de  ce  segment, 
l'hyperbolec^orrespondanteestéquilalère.  Pour  les  points 
a  et  Z>,  on  a  des  coniques  infiniment  aplaties  qui  forment 
la  transition  entre  les  ellipses  et  les  hyperboles. 

On  verra  facilement  que,  pour  obtenir  les  foyers  d'une 
des  coniques,  il  suffit  de  prendre  les  intersections,  avec 
l'un  des  axes,  de  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre 
la  portion  de  l'autre  axe  comprise  entre  IN  et  la  tangente 
à  la  conique  que  Ton  considère.  Pour  obtenir  les  som- 
mets de  la  conique  passant  en  m,  on  opère  ainsi  :  Du 
pointa',  milieu  de  oa,  on  décrit  une  circonférence  avec 
om  pour  rayon  ;  cette  courbe  rencontre  la  droite  ob  aux 
sommets  de  la  conique.  De  même  pour  l'autre  axe,  en 
employant  le  milieu  h'  de  ob. 

Puisque  les  segments  ma  el  mb  sont  dans  le  rapport 
des  carrés  des  axes  de  la  conique,  nous  pouvons  de  cette 
construction  déduire  celle  proposition  élémentaire  : 

On  a  un  triangle  boa  et  les  points  a'  et  U  milieux 
(les  côtés  oa^  ob:  on  prend  un  point  quelcoîiquc  m  sur 
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rhjpolciiuse;  on  a 

ma        a'  ni  —  oa' 

mb        y,      -        ^^ 
b  m  —  oo 

On  demande  la  démonstration  directe  de  celte  propo- 
sition ainsi  que  du  théorème  qui  a  donné  laconstruction 
des  axes  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi   : 

Un  point  d'une  conique,  îe  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  eu  ce  point  et 
les  extrémités  d'un  des  axes  de  la  conique  sont  sur 
une  même  circonférence  de  cercle. 

Nous  sommes  arrivé  géométriquement  à  la  rela- 
tion (i)  ;  on  peut,  à  pariii-  du  moment  où  cette  relation 
est  établie,  continuer  de  la  manière  suivante. 

Joignons  le  point  a  au  point  A,  le  point  h  au  point  /, 
et  abaissons  sur  11  la  perpendiculaire  at'. 

L'angle  Iba  est  égal  à  l'angle  mha^  et  par  suite  est  égal 
à  l'angle  vah. 

Lorsque  Ton  considère  différentes  positions  de  m/,  on 
a  des  droites  telles  que  ah  et  bl  qui  forment  deux  fais- 
ceaux liomographiques. 

Les  droites  ///  qui  passent  par  les  points  où  R  est  ren- 
contrée par  les  droites  telles  que  ah  forment  aussi  un 
faisceau  (dont  le  sommet  est  à  l'infini)  qui  est  liomogra- 
pliique  au  faisceau  formé  par  les  droites  hl.  Les  layons 
homologues  de  ces  faisceaux  se  rencontrent  en  des  points, 
tels  que  /,  qui  appartiennent  à  une  parabole.  Celle  courbe 
passe  par  le  sommet  b  du  faisceau  des  droites  bl.  De 
même,  elle  passe  par  a  qu'on  aurait  pu  picndre  comme 
sommet  d'un  faisceau  de  droites.  L'axe  est  perpendi- 
culaire à  ab,  etc. 

Nous  avons  rejeté  à  la  fin  de  celte  Note,  et  nous  avons 
indiqué  rapidement  cette  solution  géométrique,  parce 
qu'elle  nécessite  des  connaissances  qui  sont  en  dehors  du 
cours  de  Mathématiques  spéciales. 
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SOLITÎON  M  U  QIESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

PROPOSÉE  AU  corvcouns  d'agivégatiok  en  1876; 
Par    m.   GAMBEY. 


Oii  dorme  une  parabole  P  et  un  point  H  dont  la 
projection  orthogonale  sur  le  plan  de  la  courbe  se  fait 
au  sommet  de  cette  parabole  : 

1°  Trouver  V équation  générale  des  surfaces  de  révo- 
lution du  second  ordre  qid  passent  par  la  parabole  P 
et  par  le  point  H  5 

2''  Déterminer  le  nombre  de  celles  de  ces  surfaces 
dont  l'axe  passe  par  un  point  A  donné  dans  le  plan  Q, 
qui  contient  le  point  H  et  l'axe  de  la  parabole  P. 

Classer  les  mêmes  surfaces  quand  le  point  A  ^e 
meut  dans  le  plan  Q. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  sommet  de 
la  parabole,  pour  axe  des  z  la  projetante  du  point  H, 
et  pour  plan  des  x/  le  plan  de  la  parabole,  dans  lequel 
elle  sera  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet; 
de  sorte  que  ses  équations  seront 

2  =  0,    y-  —  ipx  =  o . 

Soit  ih  la  distance  du  point  H  au  sommet  de  la  para- 
bole. 

L'équation  générale  des  surfaces  de  révolution 

(l)  {.X  — rt)2-+-  (j— Z>;î+  (z  — c)=  — r^ 

—  (ax  +  [3r  +  73  +  ^)'=  o 

devra  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

a' =  I ,      p  =:  o,      rt-f-a(5=^,      b  =  o, 

n'  +  h-"  -4-  c-  —/=>—'?  =  o,     /[  (  I  —  7=  )  z=  c  H-  7.Î. 
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L'éqnalioM  (i  )  devient  alors,  en  prenant  a  =:=  -|-  i , 

(  ^-l  J'  -'"  ('  —  7'j'"'  —  Sy-rc  —  -y.px  —  2A(i  —  y'^)z  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  de  la  splière 

{.r—  n)'  +  (r—  l^Y  -h  [z  —  cY  —  r'  =  o 

devant  satisfaire  constamment  aux  équations 

b  =  o,     c  —  j[a—p)  —  /i[i  —  y-']  =  o, 

quel  que  soit  y,  il  s'ensuit  que  les  équations  de  Taxe  de 
révolution  des  surfaces  (2)  sont 

(3)  J  =  o,      s  —  7!.r  — /;)  — //(i  —  Y=;  =  0. 

Remarquons  tout  de  suite  que  la  valeur  oc  =1^  —  i  n'a 
d'autre  effet  que  de  faire  changer  le  signe  de  y  dans  les 
équations  (a)  et  (3).  Il  est  donc  inutile  de  la  consi- 
dérer. 

Soient.ro,  o,  Z(,  les  coordonnées  du  point  A.  L'axe  de 
révolution  des  surfaces  (2)  devant  passer  en  A,  on  aura 

z^  —  j{x„  —  p)  —  /i  (  I  —  7' )  =  0, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  y, 

hf—  [xo  —  p)y  -h  Zo  —  à  =  o. 

Celte  équation  détermine  deux  valeurs  de  y  en  fonc- 
tion des  coordonnées  du  point  A,  Ces  valeurs  seront 
réelles  si  l'on  a 

donc,  si  le  point  A  est  extérieur  à  la  parabole 

[x  —  pY  —  4  ^u  ^  —  ^'  )  =  o> 

il  y  a  deux  surfaces  de  révolution  dont  l'axe  passe  en  A  ; 
il  n'y  en  a  plus  ([iiiinc  si  ce  point  est  sur  la  parabole. 


(  4  =  6  ) 
Enfin,  pour  lonl  point  intérieur  à  celle  même  parabole, 
les  surfaces  de  révolution  sont  imaginaires. 

La  parabole  qui  limite  ainsi  les  régions  où  les  sur- 
faces sont  réelles  est  \ enveloppe  des  axes  de  révolution 
de  ces  surfaces.  Elle  a  son  axe  parallèle  à  l'axe  des  2,  et 
elle  est  tangente  en  son  sommet  à  la  droite  z  —  h=z  o. 

Si  l'on  écrit  ainsi  son  équation  dans  le  plan  àcsxz^ 


yJi"' 


j))  [X  —  z  —  /J  j  =  o, 


on  voit  encore  qu'elle  est  tangente  aux  deux  droites 

X  -k-  z  />i  =  0,        X  z  p  Z=  Of 

les  points  de  contact  étant  sur  la  droite 

z  —  1/1  =:  Oj 

et  ayant  ])our  abscisses  p  —  2. h  et  p  -\-  a/?. 

En  faisant  j'^^o  dans  l'équation  (2),  on  obtient  la 
section  méridienne  des  surfaces  qu'elle  représente.  Son 
équation  dans  le  plan  des  xz  est  donc 

(4)        (l  —  Y']"'  —  ay.rj;  —  2/j.r —  2.h[i  —  7^)2  =  o. 

Elle  est  toujours  du  genre  hyperbole,  tant  que  l'on  a 
y^o;  par  suite  les  surfaces  (2)  ne  peuvent  être  que  des 
hyperholoïdes  ou  des  cônes^  tant  que  y  est  différent 
de  zéro. 

Lez  du  centre  de  la  méridienne  étant  égal  à  — -•>  on 

voit  que  ce  centre  s'éloigne  à  l'infini,  si  y  tend  vers  zéro. 
Pour  y  =  o,  la  section  méridienne  est  la  parabole 

s-  IpX   2/(Z  =  o, 

et  la  surface  de  révolution  est  un  paraholoïde. 

11  faut  maintenant  distinguer  les  cas  où  les  surfaces  (  2) 
sont  des   hvperboloïdcs  à  une  nappe  de  ceux  où   elles 
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sont  des  hyperboloïdes  à    deux  nappes,  ou   des  cônes. 
Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  les  points  d'intersec- 
tion de  leur  axe  avec  la  section  méridienne  (4)- 
L'équation  qui  donne  le  z  de  ces  points  est 

7  (  r  +  7-  j  2 M-  o.p  ;  i  4-  7'  )  z  —  2/;/i  (  i f)  +  2y;'7  r=  o. 

Cette  coordonnée  sera  réelle  si  l'on  a 

^/>  -t-  2A7)  (i  —  7')>  o; 
donc,  si  l'on  a 

[p  H-  o/ry)    (l  — 7-;  >0, 

il  y  a  deux  points  d'intersection  réels  et  distincts  5  et  par 
suite  l'équation  (2)  représente  un  hjperboloïde  à  deux 
na/)pes. 
Si  l'on  a 

[p  H-  2/i7)  (i  — 7^)  =  o, 

les  deux   points  d'intersection   sont   confondus   en    un 
seul,  et  l'équation  (2)  représente  un  cône. 
Enfin,  si  l'on  a 

{p-\-  a/iy)  (,  — y---)<o, 

les  points  d'intersection  sont  imaginaires,  et  l'on  a  un 

hyperboloïde  à  une  nappe. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  le  produit  ci-dessus  est 

.  .p    .  .      1  .  p  , 

posilii  si  y  varie  de  —  co   a  — -y?    et  de   — i    a  -h  i  ; 

qu  il  est  au  contraire  neeatit  si  v  varie  de  —  -^  a  —  i, 
et  de  H-  I  à  -h  00  ;  et  qu'enfin  il  est  nul  si  y  prend  les 
valeurs r?  —  i  et  H-  i .  On  suppose  p  ">  2//. 

Donc,  si  7  varie  de  —  :c  à  — —-5  ou  de  —  1  :'i  -f- 1  ,on 
a  des  hyperholoïdcs  à  deux  nappes. 
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Si  V  varie  de à  —  i  ou  de  -|-  i  à  H-  oo  ,  on  a  des 

'  111 


Jiyperboloïdes  à  une  nappe. 

ih 


Et  pour  les  valeurs  de  y  égales  à  —  -^,  — i,  -h  i,oii 


a  des  cônes. 

Il  faut  encore  remarquer  que,  si  y  varie  de  —  i  à  -+-  i , 
on  obtient,  pour  y  =  o,  un  paraboloïde.  C'est  la  limite 
commune  des  deux  séries  d'hyperboloïdes  à  deux  nappes, 
obtenus  en  faisant  croître  y  de  —  i  à  zéro,  ou  en  le  fai- 
sant décroître  de  -f-  i  à  zéro. 

Les  axes  des  trois  cônes  ont  pour  équations  dans  le 
plan  des  xz 

o.px  -^  ^Iiz  —  p-  ■ —  4  /'"  -—  o, 

.T   -\-   Z    p   -^Z  O, 

.r  —  z  —  /;  =  o, 

et  l'axe  du  paraboloïde 

2  —  /i  =  o. 

Le  premier  de  ces  axes  touche  la  parabole  limite  sur 
l'axe  des  z.  Quant  aux  autres,  nous  connaissons  déjii 
leur  position. 

La  discussion  a  été  faite  en  supposant  p'^ih]  elle 
serait  aussi  facile,  et  presque  semblable,  en  supposant 
p  <^  2  A. 

Mais,  si  ^  =  2/?,  le  premier  cône  se  confond  avec  le 
second.  Toute  valeur  de  y  moindre  que  +  i  donne  un 
byperboloïde  à  deux  nappes,  tandis  que  toute  valeur 
supérieure  à  -1-  i  donne  un  byperboloïde  à  une  nappe. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Escary,  Toiirrettes 
rt  Moret-Blanc. 
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Décomposition  du  carré  (Vun  nombre  N  et  de  ca  novihn- 
lui-même  en  sommes  quadratiques  de  la  forme 
X'-\~t.y-^  t  étant  un  nombre  rationnel  positif  ou 
négatif;  résolution  en  nombres  entiers  du  système 
des  équations  indéterminées 

Par   M.  E.   de  JOiNQUIÈRES. 


i.  Les  formules  que  j'ai  données  dans  la  livraison  du 
mois  de  juin  dernier  (t.  X\ll,  p.  246)  permettent  de 
décomposer  immédiatement,  en  une  somme  de  deux 
carrés,  le  carré  N^  du  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  facteurs  premiers  qui  ont  celte  même  forme  et,  par 
un  changement  convenable  et  bien  déterminé  dans  les 
signes  des  différents  termes  dont  elles  se  composent,  font 
connaître  toutes  les  décompositions  de  même  espèce  du 
carré  de  ce   produit. 

J'ajoute  que,  moyennant  une  très-légère  modification, 
ces  formules  servent  pour  décomposer  en  une  somme 
quadratique  de  la  forme  x^  -+-  t.j'^  le  carré  ]N^  du  pro- 
duit d'un  nombre  quelconque  n  de  facteurs  ayant  tous 
cette  même  forme.  Pour  cela,  il  suffit  d'y  remplacer 
par  sjt.bi  la  quantité  qui  y  est  généralement  désignée 
par  bi.  Chacun  des  facteurs  premiers  de  N  est  alors 
égal  à  une  somme  telle  que  a]  -i- tb],  et  d'une  seule 
manière  si  t  est  positif  [* ). 

('elle  substitution  rhanijeles  formules  f  i  )  dont  il  s'agit 


(*)  Legendre  démontre  dans  la  Théorie  des  nombres,  2°  Partie,  n"  23.^, 
que  tout  nombre  premier  qui  est  de  Informe  x^  -f-  ty-,  t  étant  un  nombre 
positif,  ne  peut  i^tre  qu'une  seule  fois  de  cette  forme. 

27. 
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en  celles-ci  : 

.T  =  U„'tr—  t.L-}  —  2.^l[T],{a  \fc.b)u„_:,'a^  —  tjp)  ] 
—  2^  S  [n,  (  a\j~t.b)  n„_,  f  a'  —  t.b'']\  —  .  .. 

X  =  2.i  [n,  {n\.'~t.h)  n„_,  I  fl'  —  r.Z»' ;] 

dont  tous  les  termes  recevront  successivement  les  chan- 
gements de  signe  indiqués  à  la  page  289  de  l'article  pré- 
cité, si  Ton  veut  obtenir  tontes  les  décompositions 
distinctes,  dans  chacune  desquelles  les  composants  x  ely 
sont  premiers  entre  eux,  et  f|ui  sont  encoi  e  ici  les  seules 
intéressantes  à  considérer. 

On  remarquera  que  \j t  ne  figure  dans  la  valeur  de  r 
que  comme  facteur  commun  de  tous  les  termes  et  par 
conséquent  disparaît,  pour  devenir  f,  lorsqu'on  élève j' 
au  carré  en  formant  la  somme  x'^  ■+- 1.  y^  ==  N^. 

J'ajoute  enfin  que  toutes  les  décompositions  de  cette 
espèce  dérivent  une  à  une,  et  par  la  même  loi  que  dans 
le  cas  primitif,  de  celles  de  même  forme  du  nombre  jN 
lui-même  et  sont,  couune  celles-ci,  au  nombre  de  2""'. 

II.  Lorsque,  parmi  les  facteurs  premiers  de  N,  il  en 
est  qui  ne  sont  pas  décomposables  en  une  somme  quadra- 
tique de  la  forme  donnée  a:~  -+-  t ,  j^,  il  n'en  faut  pas  con- 
clure immédiatement,  comme  dans  le  cas  de  t  =  1,  que 
chacun  de  ceux-ci  doive  entrer  avec  un  exposant  pair 
tians  la  composition  de  jN,  pour  que  le  nombre  N  soit 
décomposable  de  la  façon  requise.  Cette  condition  ne 
subsiste  que  pour  ceux  d'entre  eux  qui  ne  sont  pas  des 
divisions  linéaires  de  la  formule  .r"-}-/.r',  en  conser- 
vant à  celle  expression  le  sens  que  lui  ont  donné  La- 
grange  et  Legcndre  dans  sa  Théorie  des  no/nbies 
(  2*"  Partie,  sj  X  à  XIII,  :>.''  édition  ).  Il  faut  donc  s'assui'cr 
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préalablement  quels  sont  ceux  qui  sont  des  diviseurs  li- 
néaires, soit  par  un  calcul  direct,  soit  en  se  servant  dtrs 
Tables  dressées  dans  ce  but  par  I.egendre  (Tables  IV,  V. 
\l  et  VII),  lorsque  le  nombre  f  s'y  trouve  compris. 

On  aura  ainsi  réduit  le  nombre  N  à  la  foi  ine  PQR  : 
P  étant  le  produit  des  p  facteurs  premiers  qui  ne  sont  ni 
diviseursquadratiques,  ni  diviseurs  linéaires  de  X"  -h  tj^: 
Q  exprimant  le  produit  des  fj  facteurs  premiers  de  Nqiii 
sont  diviseurs  linéaires,  mais  non  quadratiques  •,  enfin  R 
représentant  le  produit  des  /'diviseurs  quadratiques  du 
nombre  JN. 

Le  carré  ]N^  étant  égal  àP^.Q^  .H^,  on  saitdéjà  que  P' 
n'est  pas  décomposable  et  que  les  formules  (  i')  donnent 
les  a*""*  décompositions  de  R",  dans  chacune  desquelles 
les  composants  x  etj^  sont  premiers  entre  eux.  Il  reste 
à  savoir  décomposer  ÇP. 

III.  Or,  d'après  un  théorème  démontré  par  Legendre, 
loco  cilato,  lorsqu'un  nombre  est  diviseur  linéaire  d'une 
forme  quadratique  don  née  x^  +  f.J^,  sans  être  en  même 
temps  diviseur  quadratique  de  cette  forme,  il  existe  tou- 
jours un  nombre  entier,  moindre  que  21/-)   tel    qu'il 

suffit  de  multiplier  par  ce  nombre  auxiliaire  le  diviseur 
linéaiie  pour  rendre  ce  dernier  diviseur  quadratique.  En 
conséquence,  on  multipliera  chacun  des  q  facteurs  de  Q 
parle  nombre  a  convenable,  et  l'on  transformera  ainsi 
Q  en  unproduitdelaforme(ai<7i)  [y-^q^]  [y.zq3)-..  =  A.  Q. 
Comme  tous  les  facteurs  a/ <7/ de  AQ  sont  actuellement 
delà  forme  rec[uise  cr  -h  t  .b-,  les  formules  (l'j  donneront 
immédiatement  les  a''~^  décompositions,  de  dernière  es- 
pèce à  un  facteur  près,  dont  A"Q*  est  susceptible.  Parmi 
elles,  il  yen  aura  dont  les  deux  nombres  composants 
seront  de  la  forme  Ax,  A  \/ f  .y,  c'est-à-dire  (jui  auront 
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en  commun  le  facteur  A,   produit  de  tous  los  nombres 
auxiliaires  «1,  a..^.,  a^^ .... 

En  effet,  s'il  n'y  en  avait  aucune  dans  ce  cas,  le 
nombre  Q  ne  serait  donc  décoraposable  d'aucune  ma- 
nière en  une  somme  quadratique  de  la  forme  x~  -\-  ty^, 
ce  qui  ne  peut  être,  puisqu'il  a,  par  hypothèse,  pour  fac- 
teurs premiers  des  diviseurs  linéaires  de  cette  forme  et 
que,  d'après  un  théorème  connu  (  Théorie  rtes  nombres^ 
§  XIII,  n°231),  tout  produit  de  deux  tels  diviseurs  est  un 
diviseur  quadratique  de  la  même  forme.  En  divisant  par 
A  les  deux  composants  de  chacun  de  ces  systèmes,  ou 
connaîtra  les  composants  eux-mêmes  de  tous  les  systèmes 
de  dernière  espèce  que  comporte  ladécomposition  de  Q^, 
systèmes  qui  sont  d'ailleurs  en  même  nombre  que  ceux 
de  Q  et  qui  en  dérivent  directement  un  à  un. 

ÏV.  La  décomposition  de  ]N^  =  P-Q'Px.^  sera  ainsi  ren- 
due facile,  soit  par  desinaples  multiplications  desnombres 
obtenus,  si  l'on  ne  veut  pas  obtenir  les  décompositions 
de  la  dernière  espèce,  soit,  si  l'on  ne  reclserche  que  ces 
dernières,  en  appliquant  directement  les  formules  (i')  à 
la  décomposition  du  nombre 

dont  tous  les facteursont  la  forme  quadratique  a^-\-t.b^, 
mais  en  ne  prenant,  bien  entendu,  parmi  elles,  que  celles 
appartenant  à  des  systèmes  dont  les  deux  composants 
auront  A  pour  facteur  commun,  ainsi  qu'on  l'avait  fait 
pour  obtenir  les  décompositions  de  Q^  ;  soit  enfin  (ce  qui 
est  plus  simple  encore)  en  décomposant  par  les  mêmes 
formules  le  carré  du  nombre  N',  obtenu  en  posant 

l'I  en  opérant  de  même  sur  les  résultats  obtenus. 
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V.  Voici  quelques  exemples  de  ces  différents  cas  : 
i"  Soient  ï  =  2,  N  =  lotfSp  =  3.11.17. 19.  Ou  a 

3=fi^  +  2.i^),     II  =  (3^+ 2.1  =  ), 
17  =  (3^4- 2. 2^),      19=  (  l'  +  2.3^), 

elles  formules  (i')  donnent,  pour  la  première  des  liuit 
solutions  de  la  dernière  espèce, 


loGSg    =8169    -t- 2.  4^50  . 
2"  Si  t  =  '^,  N  =  ^3599  =  7.13.19.31,  on  a 

7  =  (2-' -h  3.1  =  ),     i3  =  ' 1^+3.2'), 

19=  (4^  +  3.1^),     3i  =  (2»-f-3.32), 

et  les  formules  (  i')  donnent,  pour  la  première  des  liiiit 
solutions  de  la  dernière  espèce, 


53599    ^^  31273    -1-  3.  25i32  . 

Dans  les  deux  exemples  qui  précèdent,  tous  les  fac- 
teurs de  N  étaient  des  diviseurs  quadratiques  de  la  forme 
requise  x^-{-tj'^.  En  voici  d'autres  où  cette  condition 
n'est  remplie  qu'en  partie,  ou  même  pas  du  tout,  les 
facteurs  étant  alors  simplement  des  diviseurs  linéaires 
de  la  formule. 

3''t=  5,N=  189  =  3.7.9  =  3.7(2--t-5.i2). 

Les  multiplicateurs  propres  à  rendre  quadratiques  les 
facteurs  3  et  7,  diviseurs  linéaires  de  la  forme  X'  ^5y^ , 
sont  ici  respectivement  2  et  2  ;  on  a  ainsi 

4N=6.î4.9=:i89  =  (i'4-5.x';i  (3=  H- 5.1*)  [7.^ -- 5.i^], 

et  les  formules  (  i')  donnent  les  quatre  solutions  de  der- 
nière espèce 

r,  =4-99'   ji  =  î  •  7  ^'  ;   -^j  =  4  •  1 49'  y-^  =  4  •  5?.  ; 
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qui,  étant  divisées  par  4,  produit  des  deux  multiplicateurs 
auxiliaires,  donnent  les  quatre  systèmes  de  décomposi- 

• 2 

lion  de  dernière  espèce  de  189  . 

4°  t=i5,  N  =  17.23. 19  =  7429.  Les  facteurs 
17  et  -23  sont  diviseurs  linéaires,  taudis  que  19  est  divi- 
seur quadratique.  En  écrivant 

iN'  =  (  17.23).  i9=(i6^+i5.3')(2=  4-  i5.i'), 
et  appliquant  les  formules  (  i')  à  ce  produit  de  (feux  fac- 
teurs quadratiques,  on  trouve  les  deux  solutions  de  der- 
nière espèce 


-2  iSs; 


7429  =7091    -|-:5.572     et  7429  =44^9  -t-i5.i54o  . 

5°  Z  =  19,  ]N=  5.7.  1 1  =  385.  Le  multiplicateur  qua- 
dratique est  ici  4  pour  les  trois  facteurs,  d'où 

64.N=  (l'-hig.i')  (3'-^  19.1')  (5= -H  19.  I') 

et  les  formules  (  i')  donnent  Tunique  solution 

jN- c=  223   4-  19.72, 

correspondante  à  celle  de  N  =  385  =  9-  -|-  19.4^5  T"^ 
est  aussi  unique.  Quant  aux  trois  autres  décompositions 
fournies  par  les  formules  (i'),  savoir  : 

.7-j  =:  82.  751,     .1-3  =82.769,     0^;  =  82.599, 

Jj  =  32.89,  73  =  32.9,  J)4  =  32.I1I, 

elles  sont  étrangères  à  la  question,  puisque  les  compo- 
sants ont  32  pour  facteur  commun,  au  lieu  de  64- 
6°   f,  négatif,  =:  —  3, 

N  =  481=  18.37  =  (5^—3.2')  {7=  — 3.2=). 
La    formule  générale  (1')  donne  les  deux  solutions 


481   =  577  —  3.  ifc)4  =  3987   —  3.225b  . 

Le  cas  de  t  fractionnaire  sera  examiné  plus  loin. 

(  L(i  snilr  j)rnchn'ni('iiHnt.) 
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SUR  i;ÉQl]AT!ON  INIlETEinil^'ÉE  X'-^Y'=  AZ'; 

Tau    1\I.    1'" douar d    LUCAS. 


On  a  le  lliéorème  suivant  : 

Pour  que  Véqualion  proposée  soit  vérifice  par  r/e< 
valeurs  entiènis  de  X,  Y,  Z,  A,  il  faut  et  il  sujjit  que  A 
appartienne  à  la  forme  .^)  (x-hj")  préalahlenienl 
débarrassée  de  ses  Jacteurs  cubiques. 

En  effet,  on  a  ridentité 

[^3  _  j3  _4_  G.r^j  +  3j:j^P  -\-  [.)•'  —  .r^  -i-  6r-.^■  -+-  3rx^f 
=  .77  (,r  -+-j).3^[x^-\-  xy  -\-  y'^'^, 

et  l'on  résout  l'équation  proposée,  par  les  valeurs 

X  =  .Ï-'  — J-'  4-  Çi.r-y  -H-  3tj', 
y  __^3  —  ,r'  4-  6j'.r  -f-  3j.-r\ 

Z—  3(.r--  +  .î7'-f-y^j, 
A=  X>'(.r:  -\-  y). 

Réciproquement,  si  l'équation  est  vérifiée  pour  les 
valeurs  jTo,  joi  -0  tics  variables,  et  si  l'on  pose 

on  a 

xy  (  x  +  7  )  =  A  (  Xojo Co  )'• 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Il  résulte  encore  de 
l'identité  précédente  que  toute  solution  de  l'équation 
proposée  conduit  à  une  série  indéfinie  de  solutions  nou- 
velles, en  supposant  A  constant.  Il  faut  excepter  le  cas 
dex  ^±^}  . 

Exemple.  —  Pour  x  =  i ,  j  =  2,  on  a  la  solution 

17'  -;-  37-  --  (>.2i'; 
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de  laquelle  on  déduit  une  série  indéfinie  d'autres  solu- 
lious.  On  observera  ainsi  que  l'équation 

.r'  -f-  Y^  =z  6z^ 

a  une  infinité  de  solutions,  bien  queLegendre  ait  affirmé 
le  contraire.  On  peut  aussi  trouver  d'autres  identités,  en 
nombre  illimité,  et  ainsi  la  suivante  : 

z=[.T^-i-  Ga-^'x  -+-  Sjrf  —  y'][.t'  -f  .ry  -h  y'']\ 

de  laquelle  il  résulte  que  le  pol3"nôme 

j:^  -+-  Gx'^f  -\-  3ry^  — _i^ 

n'est  jamais  égal  au  cube  d'un  nombre  entier,  ni  à  son 
double,  à  son  triple,  à  son  quadruple  ou  h  son  quin- 
tuple. 


COUUESPOXDAR 


3  .H'. 


i .  Lettre  de  M.  Hilaire,  Professeur  à  Douai.  — 
Permettez-moi  de  vous  communiquer  quelques  obser- 
vations sur  le  problème  donné  en  Mathématiques  élé- 
mentaires au  Concours  général  de  1877,  et  dont  je 
trouve  une  solution  (p.  2i3)  (*). 

Je  remarque  d'abord  que  le  centre  de  l'ellipse  est  évi- 
demment le  point  du  plan  bissecteur  qui  a  le  point  p 
pour  projection  orthogonale  sur  le  plan  P  :  donc  ce  point 
ne  se  confond  avec  le  point  a  que  quand  la  droite  Art 
est   perpendiculaire    à   la  fois  au  plan  bissecteur  et  au 


(')  La  seconde  solution  (page  26S)  n'était  pas  encore  publiée  lorsque 
lous  avons  reçu  la  lettre  de  M.  Hilaire. 
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plan  P,  c'esl-à-dire  quand  les  plans  P  cl  P'  sont  paral- 
lèles. 

Je  vais  montrer  ensuite  que  la  question  tout  entière 
est  une  application  immédiate  des  propriétés  focales  dans 
les  surfaces  du  second  degré. 

En  effet,  les  points  C  appartiennent  au  lieu  des  points 
équidistants  du  point  A  et  du  plan  P  :  ce  lieu  est  un 
paraboloïde  de  révolution,  ayant  pour  foyer  le  point  A, 
pour  axe  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  sur  le 
plan  P,  et  pour  sommet  le  point  situé  sur  cet  axe,  à  égale 
dislance  du  ponit  A  et  du  ])lan  P  :  l'ellipse  est  précisé- 
ment la  section  de  ce  paraboloïde  par  le  plan  bissec- 
teur. 

Or,  d'après  un  théorème  connu  i^voir,  par  exemple, 
Salmojv,  Géonié/rie  à  trois  dimensions)^  le  cône,  ayant 
pour  sommet  un  foyer  d'une  surface  de  révolution  et 
pour  base  une  section  plane  quelconque  de  celle  surface, 
est  lui-même  de  révolution,  et  il  a  pour  axe  la  droite 
joignant  le  fover  au  pôle  du  plan  de  la  section. 

Il  résulte  de  là  que  le  cône  formé  par  les  droites  AC  est 
toujours  de  révolution. 

Quant  au  fait  que  î'ellip?e  se  projette  suivant  un  cercle 
sur  le  plan  P,  il  se  rattache  aux  mêmes  propriétés.  Pour 
le  faire  voir,  il  suffît  d'appliquer  le  théorème  précédent 
au  ïoyev  situé  à  l'infini  sur  l'axe  du  pai'aboloïde.  Le 
cône,  dont  le  sommet  s'éloigne  à  l'infini,  devient  un  cy- 
lindre. 

L'axe  de  ce  cylindre  de  révolution  joint  toujours  le 
foyer  au  pôle  du  plan  de  la  section  ;  n)ais,  d'une  part, 
le  foyer  est  à  l'infini  sur  l'axe  du  paraboloïde,  cl,  d'autre 
part,  le  pôle,  qui  doit  toujours  se  trouver  sur  le  diamètre 
conjugué  du  plan,  est  sur  une  parallèle  à  l'axe  du  para- 
boloïde. Donc  l'axe  du  cylindre  se  confond  avec  ce  dia- 
mètre du  paraboloïde,-   par  suite  il  esi  perpendiculaire 
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au  plan  P,  et  le  plan  P  doit  couper  le  cvliiidre  suivant 
un  cercle. 

2.  Les  questions  1225,  1230,  1235,  1251,  1234  eut 
été  résolues  par  iM.M.  Duuover,  Pisani,  Lez,  S.  K.,  à 
Vienne,  N.  Androwski,  à  Varsovie. 


PtDLlCATIOXS  P.tCEXTES. 


1.  TeORIA    GENERALE     DE!    LOGAUITMI  ;    per    l'îug.     PlCl/O 

Caniinati,  Professore  titolare  diMatematica  nel  R.  Is- 
liluto  tecnico  di  Sondrio. 
Eslratto    dalla    liivistà    di    Mnteniatica    elementare , 
vol.    V.    Novara,   tipografia    Novarese   di    ]N.    Lenta 

(1878). 

2.  Démonstration  de  deux  théorèmes  analogues,  en 
Géoniéirie  de  l'espace,  à  celui  de  Pascal  en  Géoniélrie 
plane  ^  essai  de  réponseà  une  question  posée,  en  iSaS, 
par  FAcadémie  de  Bruxelles. 

Par  M.  Sautreaux  Félix,  étudiant  en  Mathématiques,  à 
INice. 

Extrait  des  Bulletins  de  V uJcadémie  rojale  de  Bel- 
gique -,  1^  série,  l.  XLV,  n"  4  \  avril  1878. 

3.  Théorèmes  d'Arithmétique,  par  Edouard  Lucas. 
Imprimerie  royale  de  Turin,   1878. 

4.  Mémoire  sur  les  lois  de  réciprocité  relatives  aux  ré- 
sidus de  puissances;  par  le  P.  Tli'^  Pépin,  S.  J. 
Extrait  des  yJtti  delP  yîccadeinia  de    nuovi  Lincei. 


(  429  ) 
REMRQllES  Sl'U  LES  PUOPUIÉTÉS  Dli  NOMBRE  10; 

Par  m.  L.   ÎIUGO. 


Dans  les  Nouvelles  Annales  (1878,  p.  382),  I\J.  Ge- 
rono  a  cité  le  lliéorènie  de  I\l.  de  Jonquièies,  relatif  au 
nombre  5.  Ce  théorème  conduit  naturellement  au  sui- 
vant, qui  a  son  intérêt,  eu  égard  à  l'importance  du 
nombre  10  : 

Le  nombre  10  est  le  seul  entier  dont  l'une,  des  moi- 
tiés soit  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécu- 
tifs, l'autre  moitié  ayant  pour  carré  la  somme  des 
carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

De  plus,  les  entiers  consécutifs  sont  eux-mêmes 
coiisécufijs en  groupe  (i,  2,  3,  4)?  et  leur  somme  est  lo. 


SOLl!TIO\S  m  QUESTIONS 
PROPOSÉES  I)A\S  LES  XOIYELLES  A^XALKS. 


Question  140 

(voir  i"  série,  t.  VI,  p.  lio); 

Par    m.    h.    brocard. 

En  projetant  cylindriquement  deux  hyperboles  con- 
juguées sur  un  plan,  les  projections  sont  des  hyperboles 
CONJUGUÉES.  Mais  que  deviennent  les  hyperboles  conju- 
guéesen  les  projeta/itcoiaïqviLUEN'T  sur  un  plan  P 

Soient,  dans   un  plan  P,  deux  hvperboles  conjuguées 
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adnieltant  pour  asyaiplotes  communes  les  dio'iLes  AOA', 
BOB'.  Soit  S  le  sommet  du  cône.  Par  ce  point  faisons 
passer  un  plan  M  parallèle  au  plan  N  sur  lequel  nous 
cherchons  la  trace  du  cône.  Ce  plan  M  renfermera 
quatre  génératrices  du  cône  SC,  SD,  SE,  SF,  parallèles 
au  planN.  Dans  ces  quatre  directions  il  existe,  à  l'infini 
sur  le  plan  N,  un  point  de  la  section.  Celle-ci  se  com- 
pose donc  de  deux  hyperboles  ayant  quatre  asymptotes 
parallèles  aux  quatre  directions  indiquées  ci-dessus. 
Leurs  centres  sont  différents,  car  les  projections  coniques 
des  diamètres  cessent  d'être  des  diamètres  des  projec- 
tions des  courbes 5  ainsi  les  hyperboles  ne  sont  plus  con- 
juguées. Quant  aux  plans  passant  par  le  sommet  S  et  les 
deux  asymptotes  AOA',  BOB',  leurs  traces  sur  le  plan  N 
ne  sont  plus  des  asymptotes  aux  hyperboles  trouvées;  ce 
sont  simplement  des  droites  qui,  évidemment,  ne  les 
rencontrent  pas. 


Question   '12o5 

(voir  2*  série,  t.  XVII,  p.  7.37  ); 

Par    m.    Eugè>e    DELMAS, 
Élève  du  lycée  de  Lyon. 

D^un  point  M  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  d'un 
triangle  ABC,  qui  rencontrent  respectivement  les  deux 
autres  côtés  en  des  points  a^  cf.-^  h ^  {ù-^  c^y  :  démontrer 
que  la  somme 

MflMa  -FM6Mp-i-  McMy 

est  égale  à  la  puissance  du  point  ÎNI,  par  rapport  au 
cercle  circonscrit,  au  triangle. 

ÏI      ScHR'lTFn. 
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En  prcnaiU  poui^  iriangle  de  référence  le  Iriaiiglc 
ABC,  le  point  M  est  défini  par  les  longueurs  a',  [i',  y' des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  BC, 
AC,  AB. 

On  a,  d'une  part,  les  relations 

sinii  siriC 

SJiiC  si  II  A 

^i'  y' 

Uc  ~  4 —  ;      M 7  —  -— -  • 

biilA  Ï.II1I] 

Il  s'ensuit 


sinBsinC        MuCsinA        siiiAsinli 

D'autre  part,  lorsque,   dans  l'é(}ualion 

[iy  sin  A  4-  ay  sinl>  +  ap  sinC  =:  o 

du  cercle  circonscrit  au  triangle  de  référence,  on  rein- 
pace  a,  (3,  y  par  a',  /3',  y',  le  premier  membre  représente, 
en  valeur  absolue,  le  produit  de  sin  A.  sinB.sinC,  par 
lecarx'éde  la  tangente  menée  au  cercle  par  le  point  JNl  [*)-^ 
donc  la  puissance  du  point  M  est,  en  valeur  absolue, 


siiiBbiiiC        siiiCsuiA        siiiAsiiiB 
OU 

M«M«  +  M^Mp  +  McMy.      c.  q.  f.  d. 

Note.  —  La  même  question  acte  résolue  par  IVIM.  Frandiy,  mailrc  ré- 
pétiteur au  lycée  de  Moulins;  E.  Fauqucnibcrfjue,  maître  répétiteur  au 
lycée  de  Saint-Quentin;  Moret-Blanc  ;  Droz;  Guillet;  Barbarin;  Ktrnigs, 


(*)Salmon.  Conii/ues,  /|'  édition,   p.  la.î,  n°  i3i. 
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(ilève  à  réeole  lie  l'Immaciilée-Concej)tion,  à  Toulouse  ;  .>iichel;  Armand 
i'.ertraiid,  propriétaire  à  Azillanet;  J.  Chamboîi  ;  Michel. 

M.  Bertrand  fait  observer  qu'en  nommant  S  la  surface  du  triangle  quia 
pour  sommets  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  M  sur 
les  côtés  du  triangle  ARC,  la  puissance  du  point  M,  par  rapport  au  cercle 

2S 

circonscrit,  a  pour  expression  — — - — ;— -^ — ^ — -• 
sin  A  sin  B  siii  L 


OIESTIO^'S. 


128o.  Étant  donnés  cinq  points  dans  l'espace  et  un 
plan,  on  demande  : 

i**  Le  lieu  décrit  par  les  sommets  des  cônes  qui  pas- 
sent par  les  cinq  points  et  sont  tangents  au  plan; 

2°  L'enveloppe  de  leurs  génératrices  de  contact  avec 
le  plan.  (Gejnty.) 

1286.  Deux  droites  de  même  longueur  OA,  OB  et  un 
point  P  sont  donnés;  une  droite  mobile  passant  par  le 
point  P  coupe  OA  en  a,  et  OB  en  b.  On  décrit  deux 
cercles  ayant  pour  centres  a  et  Z»,  et  qui  passent  respec- 
tivement par  A  et  B  :  trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  communs  à  ces  deux  cercles.  (Droz.) 

1287.  Soient  A  et  B  les  extrémités  de  deux  rayons 
conjugués  variables  d'une  ellipse;  trouver  l'enveloppe 
des  cercles  décrits  sur  AB,  comme  diamètre. 

(Barbarin.) 
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Décomposition  du  carré  d\in  vomhre  N  et  de  ce  nombre 
lui-même  en  sommes  quadratiques  de  la  joime 
x'-i-ty-^  t  étant  un  nomhe  rationnel,  positif  ou 
négatif;  résolution  en  nombres  entiers  du  sjstème 
des  équations  indéterminées 

y  =  X-  -+-  t  [X  -h  y. )\     j^  =  z~  -h  t  {z  -h  [j^; 

[fin   (*).] 

Par   m.  E.   de  JONQUIÈRES. 


Dans  le  cas  de  t  négatif,  dont  je  viens  de  donner  un 
exemple,  il  importe  d'ajouter  que  les  décompositions 
fournies  par  les  formules  (i')  sont,  en  moindres  nom- 
bres, celles  de  cliacune  desquelles  il  en  découle  une  in- 
finité d'autres  par  les  relations 

(4)  x  =  a:,r±:e  .fts,     j  —  x^s^zy^r, 

r  et   s  étant  des  indéterminées  données  par  l'étjuation 

(77i -j- «  V  0  ='■-+- "^v/^  dans  laquelle  Â  est  un  entier 
quelconque,  et  m,  n  sont  les  moindres  nombres  qui 
satisfont  à  l'équation  m"^  —  t7r  =  i.  (Voir  Théorie  des 
nombres,  V^  Partie,  §  40). 

Dans  l'exemple  précédent,  les  moindres  nombres  qui 
satisfont  à  l'équation  m^  —  3//"  =  i  sont  m  =  2,  71  -.=  i- 
ainsi  /'  et  5  sont  donnés,   dans  ce  cas,  par  la  formule 

Si  l'on  prend  d'abord  /r  =  i ,  on  a  /"  =  2,  i-  =  1 5  la  se- 
conde décomposition  de  N^  donne  pour  N  celle-ci 

481  =  9.3   —  3.4   > 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  sijric,  l.  XVII,  p.  /(i!). 
Ann.de  Matliémat.,1''  ^iii'in,  t.  \\\\.{0c\..  1S78.)  28 
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et  les  formules  (4)  deviennent 

ar  =z  23.2  zh  3.8,     j-^raSdzS.^. 

On  en  déduit,  pour  la  plus  simple  des  décompositions 
de  48 1  après  celle  que  je  viens  d'écrire, 

48i==34'— 3.i5'. 

Les   formules    (4)    en    fournissint  ensuite  une  infinité 
d'autres. 

VI.  Il  reste  à  examiner,  comme  je  l'ai  fait  au  §  XI  de 
l'article  précité  des  Nouvelles  Annales,  page  3c)3,  le  cas 
où  le  nombre  donné  N  se  compose  de  facteurs  premiers 
élevés  chacun  à  une  puissance  quelconque,  et  non  plus 
seulement  de  facteurs  du  premier  degré.  Sans  entrer,  à 
cet  égard,  dans  des  développements  qui  m'entraîne- 
raient trop  loin,  je  me  bornerai  à  dire  que,  si  cette  cir- 
constance fait  croître  le  nombre  total  des  décomposi- 
tions de  jN,  elle  n'augmente  pas  celui  des  décompositions 
de  ce  nombre  dans  lesquelles  les  composants  sont  pre- 
miers entre  eux.  Au  contraire,  si  parmi  les  facteurs  pre- 
miers de  N  il  en  existe  qui,  au  lieu  d'être  décompo- 
sablesdansla  forme  donnée  :r-  +  f^^^,  sont  simplement  des 
diviseurs  linéaires  d'une  même  forme  quadratique  asso- 
ciée à  celle-là,  le  nombre  de  ces  décompositions  est  di- 
minué lorsque  ces  facteurs  n'entrent  pas  par  paires  avec 
le  même  exposant  dans  la  composition  de  N,  ou  avec 
des  exposants  différant  entre  eux  d'un  nombre  pair  d'u- 
nités. La  même  influence  se  fait  d'ailleurs  sentir  alors 
sur  les  décompositions  propres  de  IN^,  et  la  correspon- 
dance qui  lie  celles-ci   à  celles  de  N   n'est  pas  troublée. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  nombre  à  décomposer 
soit  JN  =  37967  =  'f .  i3",  et  que  la  forme  requise  soit 
X" -}- 3j  ".   Les  facteurs  premiers  7  et  iS    sont  l'un  et 
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l'autre  de  cette  forme.  Leurs  exposants  respectifs  étant 
d'ailleurs  3  et  2,  le  nombre  total  des  décompositions  de  N 

est,  d'après  la  formule  connue,  égala  -  (3  4- 1  ;  (2-f-i  ■  =6, 

c'est-à-dire  plus  grand  de  quatre  unités  que  celui  des 
décompositions  de  même  foruie  du  nombre  y.  ï3  =:  91, 
qui  ne  comporte  que  ces  deux-ci  : 

9i.:=8'+3.3^  =  4  -;-  3.5=; 

mais,  parmi  ces  six  décompositions  de  N,  il  n'en  existe 
pareillement  que  deux  où  les  composants  soient  premiers 
entre  eux  5  ce  sont  les  suivantes  : 

N  =  2-  -f-  3  .  I  39     :::=  2  I  irJ     -i-  3  .  69  • 

Dans  les  quatre  autres,  savoir 

N  —  f  [\o'  ^Z.77)')  -z  72(34^-3.3') 
=  i3=  (lo^'-f-  3.9=)    =7'.i32(2'  -f-3.i^), 

les  composants  ont  pour  facteur  commun,  respective- 
ment, les  nombres  y",  i3"  et  7^.  i3". 

Quant  aux  décompositions  possibles  de  ]N^,  il  n'y  eu 
a  également  que  deux  propres  ou  de  dernière  espèce, 
savoir 


]N.-  =  57959  H- 3.556      et    N'=37o«i    -t-3. 25724, 

correspondant,  respectivement,  à  celles  de  N  écrites  ci- 
dessus  en  premier  lieu.  Dans  toutes  les  autres,  les  com- 
posants ont  un  facteur  commun. 

Prenons,  pour  second  exemple,  la  forme  x-  -i-  19^^ 
et  le  nombre  N  =  SiaS  =^  5^.  y .  Ici  les  facteurs  5  et  7 
ne  sont  plus,  comme  précédemment,  des  diviseurs  qua- 
dratiques :  ce  sont  de  simples  diviseurs  linéaires  de  la 
forme  requise.  Cette  circonstance,  jointe  à  ce  que  le  fac- 
teur 5  a  Texposanl  3,  tandis  que  i3  n'a  que  l'exposant  2, 

28. 
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fait  que  N  n'est  susceptible  d'aucune  décomposition  où 
les  composants  soient  premiers  entre  eux,   et  il  en  est 
de  même,  par  conséquent,  de  ]N^.  En  effet,  les  seules  dé- 
compositions possibles  de  N  sont 

6i25  =  5^  (i3'-M9.2-j  =  ';={7=  -+- 19.2'), 

auxquelles  correspondent,   respectiven'.ent,   celles  de  N^ 

6125  =5  \()3  +19.52  )  =  ']  1,27    4-19.28  j.v 

Mais,  si  le  nombre  donné  avait  été  N=  laaS  =5^.7^, 
les  formules  [i  )'  auraient  donné 

1  / 2  2\ 

1225    =  \i207     -h   19.4»^    /> 

d*où 

1225  =  3-  H- 19.8% 

parce  que  les  exposants  de  5  et  de  7  sont  ici  égaux  entre 
eux,  etc. 

VII.  Avant  d'entamer  un  au  Ire  sujet,  il  me  reste  à  dire 
quelques  mots  louclianl  le  cas  de  t  fractionnaire,  t  =  -• 

Lorsque  tous  les  facteurs  du  nombre  ]N  sont  de  la 
forme  a' -h  -  h^ -,  ou  y  ont  été  ramenés,  les  formules  (i)' 
donnent,  aussi  bien  que  dans  le  cas  de  t  entier,  toutes 
les  décompositions  de  dernière  espèce  X"H — 1'  de  ?on 
carré  jX^.  Puis  lorsqu'on  veut  revenir  de  ces  décompo- 
sitions à  celles  .x-  -h  -  j~  de  ?^  qui  leur  correspondent, 
on  se  sert,  comme  dans  les  autres  cas,  des  formules 
,    .  N-+-X  N— X 


'    :>-  = 


*     '  2  "2.  t 

dont  la  composition  montre  que,   si   l'on   a   seulement 
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pour  but  de  trouver    les   représenlalions  de  N  dans   la 

forme  u^  -\ —  i^",  ou   peut  se  dispenser  de  calculer  les 

valeurs  de  Y. 

Mais  en  outre,  si  Ton  remplace  {*)  les  formules  (i)' 
par  les  suivantes  : 

—  'l'pq      l.[n.  ab  .U„_Jqn'' —  pb^]] 
-4-  ?."/>''  7'   2  [n,  ab .  n„_,  '  qà-  —  ph'^]  ] 
,<     /  —  2«/>>3r/'' l[no«6.n„_„    7«^  — /;/y2;]  -I- .  .  ., 

i         /~ 

-^-  Q}  p^q^-iln.ab  .I{„^,[qn'  —  pb']'\~  .  .  .  , 

celles-ci  donnent   les   décomposi lions  propres,   dans  la 

forme  X^  H —  Y^,  (iu  carré  N^  d'un  nombre  N  dont  tous 
7 

les  facteurs  sont  de  la  forme  qa^-{-ph-\  et  lorsqu'on 
veut  passer  de  ces  décompositions  à  celles  x'  -\~  -  y^  cor- 
respondantes, il  se  présente  cette  particularité,  qui  n'avait 

N  -I--  X 
pas   lieu  dans  la  précédente,  que  les  nombres —•> 


(*)  La  niodilication  apportée  n'est  d'ailleurs  pas  aussi  grande  qu'on 
pourrait  le  croire  au  premier  aperçu,  car  les  formules  (i)',  où  j'ai 
avec  iutenlion  laissé  figurer  le  radical  y^f  pour  mieux  faire  ressortir 
la  l'a(;oa  dont  elles  dérivent  des  formules  (i),  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

x=ri„(«'-  (.b°)-2-.ti  [n-{nb)n„_j,a-—t.ù-)] 

+  2\r-2  [ïl,(ah)U„-t{a^—t.b-)] 

-"-v=2  5:[n.(«^)n„_,(.r-^.6=)] 

-2^r2[^'(«^.JrI„_3(a'-^i»}]-^■i^t'i[^,(«i)^„.,(«=-^3•-)-... 

et  nn-me  sont,  sous  cette  forme,  plus  commodes  poiu'  le  calcul  numé- 
rique. 
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N  —  X 

ainsi    obtenus,   quoique   satisfaisant    à    la    rela- 
tion x'-\-  -  y^  =^  N,  ne  sont  des  carrés  parfaits  que  si 

le    nombre   des   facteurs   de    j>f    est   pair.   Lorsque    ce 
nombre  est  impair,  on  a  en  revanche 

.r^  = />iX%      -  j- :=  y'/i'     et     /;^^ -r- ly/w' =  IN. 

Voici  quelques  exemples  de  ces  différents  cas  : 

i"  Soit  t=  -, 
o 

N=  16863  =  7.33.73=  (i^-f- ^4^)  (SM-^  8=)  (7'+ |8^). 

Les  formules  (i)'  donnent,  pour  l'une  des  décompo- 
sitions propres  de  N^, 


N*  =  16863  =  13395  -T-  ^  16728  , 
o 

et  les  formules  (2)  donnent,  pour  la  décomposition  cor- 
respondante de  JN , 

N=:  i6863=T^'  -^^68'- 
o 

On  obtiendrait  de  même  les  trois  autres  solutions. 

oc-  3 

2"  boit  encore  ;=  -, 
0 


N  =  5ii 


,3  =(.>  +  !  4-)  (7'  + g  8^)- 


Les  formules  (i)'  et  (2)  donnent,  respectivement, 

K-zzz  5i  I  =:  4*^^   ~^  ô  ^^^  ;=  21 1   -+-  -  760  , 
o  o 

3  — 2      — 2       3  — j 
N  =  5i  I  =  5-  -f-  -  36  =-  20  -.-  -  20  . 
o  '         o 
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3"  Soit,  comme  première  applicalion  du  cas   où  les 
facteurs  de  N  sont  de  la  forme  qa^  -f-  pb-^ 

N  =  94 1  o5  =  5 . 1 1 .  29 .  59 

=  (2.i=-t-  3.1=)  (2.2M-  3.  i^)  (2.1^-f-  3.3=)  (2.4^-1-  3.3^;. 

Les  formules  (3)  donnent,  pour  l'une  des  huit  solutions 
de  quatrième  espèce  qu'on  en  peut  déduire, 


]N'=94io5  =72937   -4- -48552  , 

et  les  formules  (2)  donnent  ensuite,  pour  la  décomposi- 
tion correspondante  de  N, 

N  =  94io5=^^'-f-  -84'. 

Dans  cet  exemple,  le  nombre  des  facteurs  du  nombre 
donné  est  pair,  et  les  facteurs  ont  la  forme  o.a~  H-  3Z>-. 
4°  Soit  enfin 

N  =  r  SgS  =1  5 . 1 1 .  29 
=  (2.1=^  3.I-;  ^2.2=-t-  3.1')  (2.1' H-  3.3'), 

où  le  nombre  des  facteurs  est  impair,  et  la  forme  est, 
comme  à  Texemple  précédent,  ia--\-'ib--^  les  for- 
mules (3)  donnent,  pour  les  quatre  décompositions  de 
troisième  espèce  deJN^, 


3 


N'  z=:   I  5g5    =:   I  I  09    H 936^=  57  I     -i I  2  I  6 


=z  1579  ~ —  '^4  =^  i54i  H —  336  , 

et  les  formules   (2)   donnent,  pour  les  décompositions 
correspondantes  de  N, 

N  r=  1 595  =  243  +  1 352 

=  5 1 2  -t-  r  o83  =  8  -h  1 587  =:;  1 568  -r-  27 , 
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où  les  premiers  termes,  qui  représenlent  respeciivemenl 

les  x^^  ne  sont  pas  des  carrés,  tandis  que  les  seconds  ne 

3     , 
sont  pas  les  -  d'un   carré  parfait  j^- .  Mais  on  peut  les 

écrire  ainsi  : 

N=:  1595  =  3.9^  -4^   2.26=--2.l6=-|-  3.19* 
:=  2  .  2^  -r-  3  .  23'  =1;  2  .  28'  -f-  3  .  3', 

et  Ton  voit  qu'ils  correspondent,  non  plus  à  une  décom- 

,3 
position  de    N  dans   la   forme  a- -\ b^ .   semblable  à 

celle  obtenue  pourN",  mais  à  une  décomposition  dans 
la  forme  2«--r-3&^,  qui  est  aussi,  dans  ce  cas,  celle  des 
facteurs  premiers  du  nombre  donné  N. 

VIII.  La  correspondance  et  la  subordination  mutuelles 
qui  lient  entre  elles,  chacune  k  cliacune,  les  décomposi- 
tions en  sommes  quadratiques  a"  H-  Ij^  d'un  nombre  N 
avec  celles ,  de  même  forme  X^  -+-  tY^  et  de  dernière 
espèce,  du  carré  N^  de  ce  nombre,  constituent,  avec  les 
formules  (i)',  un  résultat  nouveau  dans  la  Théorie  des 
nombres.  Pour  en  indiquer  d'un  seul  trait  la  portée,  il 
me  suffira  de  faire  remarquer  qu'il  conduit,  dans  une 
catégorie  nombreuse  de  cas,  par  une  marche  simple  et 
sans  autres  recherches  préliminaires  que  celle  des  fac- 
teurs premiers  de  N,  à  une  solution  nouvelle  des  deux 
problèmes  dont  il  est  question  dans  les  n°^  180  et  205 
des  Disquisitiones,  et  qui  forment  deux  des  sujets  prin- 
cipaux du  célèbre  Chapitre  V  de  cet  Ouvrage. 

E)i  etfet,  lorsqu'un  nombre  N,  susceptible  d'être  re- 
présenté par  une  forme  quadratique  donnée  X" -h  / j^ 
[et  il  peut  alors  être  représenté  aussi  par  l'une  des 
formes  associées  jr  -{-  2  pq  H-  c^',  p'  -\-  pq  -+-  c'  q'., 
dont    les  indéterminées  ;;,   q  se  déduisent  immédiate- 
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nu'jit  des  premières  x^  j",  et  réciproqueiiiciit,  lorsque  les 
cniistantes  t^a^h^c'  sont  donnéesj,  a  été  déeoniposé  en  ses 
facteurs  premiers,  transformés,  s'il  est  nécessaire,  en  la 
forme  quadratique  a}  -f-  tV^  [  *),Ies  formules  (i)' donnent 
presque  aussitôt  toutes  les  déconiposi lions  X"H-  t.X"^  du 
carré  ]N^  de  ce  nombre,  après  quoi  la  correspondance 
dont  il  s'agit  fait  remonter  immédiatement  aux  décom- 
positions ou  représentations  conjuguées  de  N ,  à  Faide 
des  formules  (2),  dans  lesquelles  le  nombre  composant 
X  doit  entrer  avec  son  signe.  Enfin  ou  passe  de  la  re- 
présentation de  ]N  dans  la  forme  x^-\-ty^  à  sa  repré- 
sentation dans  la  forme  à  trois  termes  />''-f-  '>-J)q  -^  cq- 
si  t  est  de  la  forme  4»  ^-  i'.  t't  dans  celle  p^  -\-pq~T-  cUf- 
si  t  est  de  la  forme  4"  -+-  3,  en  posant,  dans  le  picniier 
cas,  p  =  X  —  y,  q  =Y,  c  =  t.  -h  i,  et,  dans  le  second 

cas,  p --^  X — 7',  q  z=  ly^  c'  =^ — ; —     Les    problèmes 

précités  se  trouvent  ainsi  résolus,  dans  les  conditions 
que  je  viens  de  dire  et  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  de 
la  façon  la  plus  directe  et  la  plus   simple. 

IX.  La  correspondance  des  décompositions  propres 
de  N  et  de  ]\-  a  un  autre  usage  important,  cai-  elle  four- 
nit une  méthode  générale  pour  la  résolution,  en  nombres 
entiers  quand  celle-ci  est  possible,  en  nombres  ration- 
nels dans  tous  les  cas,  du  système  des  é(juations  indéter- 
minées 

avec  les  conditions  11^=:.  x  -^  y.,  w  =  z±  y. 

En  edet,  puisque  chacune  des  valeurs  dey",  (}ui  ap- 
j)arliennent  à  l'espèce  où  les  nombres  z   et   z  zh  ^   sont 

(*)  Cette  translormation  s'opèr<^,  comme  je  l'ai  dit  page  .'\r2,  ii  l'aiile 
de  facteurs  entiers  auxiliaires,  choisis  de  fa^ou  ijue  leur  produrt  total 
A  soit  un  carré  parlait  y.°. 
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premiers  entre  eux,  dérive,  par  la  formule  des  triangles 
rectangles,  de  la  valeur  correspondante  dej,  où  x  et  u 
sont  aussi  premiers  entre  eux,  on  a  d'abord 

j'  =  (  /«'  —  .r^  j2  -\-  t.  ■?.xu   . 
On  en  conclut,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  u  —  a, 

J'  r=  [tu'  —    [u  —   -y.YY  -\-t.2U    II  —   0C)\ 

et,  en  égalant  les  deux  expressions  dej^. 

v}[t  —  3 }  -r-  4 ^ "  —  a'  ±  p  =  o, 
d'où 

(3)  «=^[-^azhs/4a=-f-;/-3)(a^=pP)J, 

relation  dans  laquelle,  lorsque  a  et  [3  auront  été  donnés, 
il  faudra  prendre  pour  t  les  seules  valeurs  qui  rendent 
la  quantité  placée  sous  le  radical  égale  à  un  carré  par- 
fait A".  Celte  condition  se  réduit,  en  écrivant 

a^qiS  =  c     et     4a'  — 3(a=:^S)  =  — /ï, 

à  î=  — 1  formule  dont  la  solution  en  nombres  en- 
c 

tiers  fait   l'objet  des  §§  Vil  et  MU  de  la    Théorie  des 

nombres  de  Legendre  (IP  Partie,  n°^  18o  et  suivants  de 

la  deuxième  édition). 

Pour   toutes  les  valeurs  de  t  autres  que  celles  ainsi 

obtenues,  Téqualion  (3)  ne  donne,  pour  u  et  par  suite 

pour  X  et  y^  que  des  valeurs  incommensurables  qui  ne 

répondent  pas  à  l'énoncé  de  la  question. 

X.   Comme  applications  numériques,  supposons  d'a- 
bord a  =  j3  ^^  I .  Si  Ton  prend  [t»  avec  le  signe  —  sous 

le  radical,   la  formule  (3)  devient  u  =^   ^ ?   en   ex- 
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cluant  la  valeur  illusoire  a  =  o.  Si  l'on  ne  veut  que  des 
valeurs  entières  pour  «,  cette  équation  n'admet  que  les 
solutions 

t  z:^   I  ,    2,    ijj    O,    ^ , 

auxquelles  correspondent,  respectivement,  les  valeurs 
«  =  2,     4»  ~  4>  —  2,  —  I, 

j=^5,  4i.     «"^9'     ^9'      '•• 
On  a,  en  elïet,  5  =  i--i-  2^  et  5"  =  3^  -h  4^-  C'est  la  so- 
lution déjà  obtenue  dans  l'article  précité  des  Nouvelles 
Annales',  puis 

• 2  2  -1 

4 1  =  3=* -+-2.42  et  4'    ==  23  +  2.24  , 

89=  (—5)2+ 4   (—4)2  et  89'=  39' H- 4 -40  ' 

29==  (— 3)=^  + 5  1— 2)'  et  39=11-4-5.12, 

1 1  =  ^—  2)2  -h  7   ;—  I  )2  et  1 1   =    3  -^  7  .   4  • 

Si  Ton  prend  [ù  avec  le  signe  -f-  sous  le  radical,  la  for- 
mule (3)  devient 


(4)  rz=-^-[-2±v/2,7-,)], 

et  ne  donne  des  valeurs  coramensurables  de  u  que  pour 
les  valeurs  de  t^ 

t~Z,       9,       19,      33,      5i,       73,        99,      ..., 
d'où 


u  z=  o,  —  1 , 


I  I  I  I  I 


I 

I 

1 

3' 

4' 

5^ 

1 

5' 

1 

6' 

I 

7 

I  I  I  I  I  I  I 

~'  "7'  7' 

234 

parmi  lesquelles  il  ne  se  rencontre  qu'une  seule  valeur 
entière  de  u,  savoir  u  ^=  —  i,  correspondante  à  f  ^^  9, 
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valeur  à  ajouter  à  celles  déjà  trouvées,  de  telle  sorte  qu'il 
n'existe,  en  résumé,  que  six  valeurs  de  î,  parmi  l'in- 
finité de  celles  qu'il  peut  recevoir,  pour  cliacune  des- 
quelles le  système  des  équations 

admette  une  solution  en  nombres  entiers  x,  z  et  y,  et 
ces  valeurs  de  t  sont  f  =  i,  2,  4,  5,  7  et  9.  Il  faut  re- 
marquer, en  outre,  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  la  solu- 
tion est  unique,  comme  jel'ai  déjà  fait  voir  dans  l'article 
précité  des  Nouvelles  Aiuiales  pour  celui  de  £  =  1,  et 
par  des  motifs  analogues.  En  effet,  d'une  part,  la  simili- 
tude des  valeurs  dej'"  et  de  j^  par  rapport  au  multipli- 
cateur t  du  second  terme  a  cette  consécjuence,  qu'une  ou 
plusieurs  solutions  nouvelles  de  la  question  ne  pour- 
raient se  rencontrer  que  parmi  les  décompositions  de  j^ 
d'une  espèce  inférieure  à  la  dernière  (E„)  d'où  provient 
celle  déjà  obtenue,  tandis  que,  d'autre  part,  la  seconde 
condition,  savoir  qu'il  n'y  ait  entre  z  et  v  qu'une  seule 
unité  de  différence,  ne  saurait  se  présenter  dans  aucune 
de  ces  décompositions  ;  car  leur  caractère  commun  con- 
siste en  ce  que  ces  deux  nombres  ne  sont  plus  premiers 
entre  eux  dans  la  valeur  de  j  -,  qu'ils  ont  un  facteur 
commun,  et  que  par  conséquent  la  différence  entre  11  et  v 
ne  pourrait,  comme  cela  est  exigé  ici,  être  égale  à 
l'unité. 

Ce  résultat,  digne  de  remarque,  vient  à  Tappui  de 
Tobservatiou  déjà  signalée  par  M.  Lucas,  qu'une  équa- 
tion indéterminée  du  quatrième  degré  à  trois  inconnues 
(à  laquelle  peut  se  réduire  le  système  ci-dessus),  qui 
admet  une  solution  en  nombres  entiers,  n'eu  admet 
très-souvent  pas  d'autre,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  où  une  première  so- 
lution en  entraîne  une  infinité  d'autres. 
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Si  loa  admet  les  valeurs  fractionnaires  de  u,  la  for- 
mule (4)  en  donne  uiie  infinité,  correspondantes  par 
paires  aux  valeurs  admissibles  de  t. 

Pour  terminer,  je  donnerai  une  application  de  la  for- 
mule (3)  au  cas  où  cf.  est  différent  de  (5.  Soit,  par 
exemple, 

Les  seules  valeurs  admissibles  de  t  sont  alors 

;=3,   lo,   ig,  3o,  43,  58,  75,   ... 

si  l'on  prend  j3  avec  le  signe  —  sous  le  radical;   et 

r  =  3,     5,  29,   3fï ,  ... 

si  Ton  prend  (3  avec  le  signe  -f-  sous  le  radical. 

Les  valeurs  correspondantes  et  conjuguées  de  a  sont, 
relativement  à  la  première  suite, 

I  2         I        ?.         I        2  121 

K  =  ^^5  — ?  -71         —■)  -zi 5  -:•!         — r»  —5  ■  •  '  •) 

6  7         49         5x1         b       1 3        7 

ei 

2         I        2         I         2         I 

«  =     ,  —  2,  —  I,  —  -, >  —  —,  —  —, ,  — ■  - ,      '  ■  •  •) 

j         25374 

où  se  trouvent  les   seules  valeurs   entières  u  =  —  2  et 
u  =  —  I . 

Les  valeurs  de  w,  relatives  à  la  seconde  suite,  sont, 

7  i4         I 

«=7:5     I,       — 5       -■)      '■■) 
b  172 

26        7 
'         17        o 

où  Ton  rencontre  deux  nouvelles  valeurs  entières  de  /a, 
savoir  u  =  1 ,  //  =.  —  7. 

On  vérifie,  par  exemple,  que,  pour/  =  10,  dans  la 
première  suite,  cl  /i  =3  —  2,  on  a 

r  =  (  —  5  ,•  -f-  10  (  —  2)''  =  65 
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et 

y- z- x5    -i- I0.20    =65, 

où    les  condilîons    x  =  u  —  3  et  u=z^5    sont  ob- 
servées. 

Pour  t  ==  5  el  u  =  — ^7,  dans  la  seconde  suite,  on  a 

de  même 

y=(—  io,?-4-5.(  — 7)'  =345 
et 

^'=145    +5.140   =345  , 

où  X  =  u  —  3  et  t^  =  ^  —  5. 

Dans  cet  exemple,  comme  dans  plusieurs  de  ceux  qui 
précèdent,  on  évite  l'apparence  des  solutions  négatives, 
en  admettant  que  les  conditions  zt  =  a:  -f-  a,  v  z=  z  -h  [:i 
signifient  simplement  que  la  différence  entre  x  et  u  et 
entre  z  el  u  soit  respectivement  a  et  [ù  en  valeur  absolue, 
sans  impliquer  que  t£  ^  x,  ni  t'  ^  z.  La  dernière  solu- 
tion, par  exemple,  devient  ainsi 

J  =  10^  -1- 5.7-,      J)^=:l45      -t- 5.140    . 

Le  sujet  que  je  viens  de  traiter  dans  cette  Etude  com- 
porte beaucoup  d'autres  développements,  mais  je  dois 
me  borner  pour  le  moment  à  en  avoir  indiqué  les  traits 
caractéristiques. 

Nota.  Page  424,  ligne  g,  an  lien  de  a  les  deux  solutions  »,  lisez  «  deux 
des  quatre  solutions.  » 

Slll  LE  SYSTÈME  DES  ÉQl]ATIO^S  IXilÉTERMIXÉES 

x~  —  A  7  -  =  ir,    X-  -4-  Aj°  ::^  \''  ; 
Par    m.    Edouard    LUCAS. 


On  a  tout  d'abord  le  théorème  suivant 
Pour  que  le  sjsteme  indéterminé 

]  x'-  —  h. y-  =  «',    x"^  -T-  A/^  =  o 
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soit  vérifié  par  une  série  inrléfinie  de  valeurs  entières 
des  inconnues  r,  j  ,  w,  p»,  il  faut  et  ilsujjit  que  A  appar- 
tienne à  la  forme 

(2)  A  —  >„u.„(>oH-  p-o)  (>-o  —  y-o], 

que  Von  peut  supposer  débarrassée  de  ses  facteurs  qua- 
dratiques. 

En  effet,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  équa- 
tions du  système  (  1  ),  on  a 


tt  -I-    V 

2 


et  l'on  doit  poser 

«4-"       .,  2         n—v  ,  ->-,•. 

— ^'=^i— P-o.      — ^  =  2^a„,      .r=z).„  -i- y.-, 

/o  et  /uto  désignant  deux  nombres  quelconques,  premiers 
entre  eux,  l'un  pair  et  l'autre  impair  5  on  en  déduit  la 
solution  initiale 

;/„  =  A^  —  u-l  ~  i\'j.^, 

«V  —  >-^  —  y-l  ~  2>.op-o, 
et,  par  suite, 

A  =  >oPu(>'o  H-  Po)  (>-o  —  P-o),        ^(.=  2. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  j  on  sait  d'ailleurs  que 
le  nombre  A  est  dit  congruent,  et  représente  l'aire  d'un 
triangle  rectangle,  dont  les  côtés  entiers  ont  pour  lon- 
gueurs 

^0  "  ."'o'      2)iopo,      '^■l  -t-  \>-l  {*). 

Notre  but  est  d'indiquer  comment  on  peut  parvenir  à 
résoudre  complètement  le  système  proposé,  pour  les  va- 

C)  Rerherches  sur  les  ouvrages  de  Léonard  de  Pise,  C.h.  II. 
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leurs  do  Adonnées  par  la  formule  (2).  Nous  observe- 
rons, à  ce  sujet,  qu'il  est  nécessaire,  pour  traiter  généra- 
lement la  question,  de  connaître  la  décomposition  de  A 
en  ses  lacteuis  premiers.  Ou  sait,  en  effet,  que  Lagrange 
a  ramené  la  résolulion  des  équations  quadratiques  indé- 
terminées à  des  équations  de  la  forme 

X-  — j^  =  Az^, 

et  que  celte  résolution  est  liée  à  la  connaissance  des  fac- 
teurs premiers  de  A.  Inversement,  nous  montrerons 
ultérieurement  que  la  décomposition  d'un  nombre 
donné  A,  en  ses  facteurs  premiers,  se  trouve  notable- 
ment simplifiée  par  lessai  direct  de  la  résolution  de 
l'équation 

au  moyen  de  la  considération  des  résidus  quadratiques. 
Nous  ferons  voir  que,  par  celte  méthode,  imaginée  par 
Aurifeuille,  et  que  nous  avons  perfectionnée,  il  est  pos- 
sible d'anùver  plus  rapidement  à  la  décomposition  de 
nombres  de  seize  et  de  dix-huit  chiffres  qu'à  celle  des 
nombres  de  huit  et  de  dix  chiffres,  par  l'application  des 
anciennes  méthodes. 

Par  conséquent,  on  ne  doit  voir  dans  la  présente  Note 
que  l'indication  de  la  marche  à  suivre,  pour  résoudre 
complètement,  pour  toutes  les  valeurs  numériques  de  A, 
décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  le  système  des  équa- 
tions proposées.  On  tire  de  la  seconde  des  équations  (i) 

[v  -\-  x)[o  —  x)  =  Ay  ; 

donc,  en  désignant  par  a  et  j3  deux  nombres  entiers  dont 
le  produit  égale  A,  et  pare  et^'deux  indéterminées,  on 
aura 

v  -{-  X  z—  2ac^,      c  —  r  =  2  p/\      y  =1  lef^ 
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et,  par  suite, 

.7;  =  ae=  —  p/S      v  =  cie-  -\-  p/-,      y  =  2ef. 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations 
proposées,  on  arrive  à  la  condition 

Désignons  par  (3i  et  (So  deux  nombres  positifs  ou  né- 
gatifs, dont  le  produit  est  égal  à  j3,  par  g  et  h  deux  nou- 
velles indéterminées,  nous  tirerons  de  la  condition  pré- 
cédente 

(4)  a^'-3p/=-«  =  ±4p',AS 
(  /=  gà. 

Premier  cas.  —  Si  l'on  prend,  en  même  temps,  les 
signes  supérieurs  dans  les  équations  (4),  on  en  déduit, 
par  addition,  après  avoir  remplacé  f  par  gh  et   (3   par 

désignons  par  y.y  et  a,  deux  nombres  entiers  dont  le 
produit  égale  a,  et  par  p  et  q  deux  nouvelles  indé- 
terminées ;  nous  poserons 

et,  par  suite, 

(5)  «,/?=  —  82A'  —  p.à'S      a.,iJ-  -f-  Pj/r  =  u.,(i'. 

Ce  système  est  vérifié  pour  des  valeurs  égales  des  indé- 
terminées ^,  /z,  ^,  ^,  lorsque  Ton  suppose 

il  est  facile  de  déduire  de  ces  valeurs  la  solution  initiale 

Ann.  de  Ha titéma t..  1^ série,  t.  XVII.  (Ocl.  1878.)  2C) 
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(3  ).  Eli  général,  une  solution  quelconque  du  système  (5) 
donnera  une  solution  du  système  proposé,  et,  par  suite, 
une  série  indéfinie,  comme  nous  allons  le  montrer. 
Si  l'on  fait,  dans  le  système  (5), 

le  système  (5)  coïncide  avec  le  système  proposé^  par 
conséquent,  d'une  première  solution  {x.  }',  u,  \')  du  sys- 
tème (i),  on  déduit  une  série  indéfinie  de  solutionsnou- 
velles  (X,  Y,  U,  V)  par  les  formules 


X  =  «'j:'  —  >o.!^o(>-o  —  F-l  ]  "'/% 

Y  = 

?.  .rj-up, 

\  =:  a^x-  -h^Uo'M  —  i^D^'y', 

v  = 

IC*  2^ 

En  désignant  par  a:'o,  J?i,  x,,  ...,  x^  les  valeurs  suc- 
cessives de  X,  on  voit  que  ces  valeurs  sont  des  poly- 
nômes en  1  de  degré  2,  8,  32,  .  .  .,  2""''"*. 

Second  cas.  —  Le  système  (4)  donne  de  même,  avec 
les  signes  inférieurs, 

et,  par  suite, 

^jr-  —  a,/P=  =  x,q\       pji'  -^  y.,p'  =  6,g\ 

On  arrive  ainsi  à  un  système  analogue  au  système  (5). 
Par  conséquent,  on  décomposera  A  en  un  produit  de 
cjuatre  facteurs,  de  toutes  les  manières  possibles,  et  l'on 
aura  un  certain  nombre  d'équations  de  la  forme  (5)  5 
plusieurs  d'entre  elles  seront  reconnues  impossibles, 
par  non-congruence;  d'autres  seront  possibles.  Soit 

un  Ici  système  admettant  la  solution  (^o?  '''05  pof  ^«)]  on 
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posera 

el  l'on  aura 

Ay.().  +  y.)(X—  a)  =  A2^ 

Il  nous  reste  donc  à  considérer  le  système  général 

dans  lequel  nous  désignons,  pour  abréger,  À  —  y.  par  p 
et  X  +  ij.  par  (7.  On  résout  la  première  équation  du  sys- 
tème (^  j,  mise  sous  la  forme 

\     p-h  u.    /  \p  +  .V 

par  les  formules 

p   Z=   (/,/"'   -f    p,.V% 

h  =^  y.^r'  —  p ,  ,y'  -j-  "^.prs, 

dans  lesquelles  ^j  u,  =  eu..  En  portant  ces  valeurs  dans 
la  seconde  des  équations  [y],  on  obtient  la  condition 

l  (a,  r^  -\-  p.s^y  -\-  y.  [  p.,  r-  —  o,  .<2  +  2 p rs  ]^  =  r^  y-, 
OU  bien 

OU,  en  posant  s  =  C7  >', 

(y-ir-  -}-  lpy.r.s'  —  p,  (7-.v'- )-'  +  8X- u.û/-^.v'-  =  q'. 

On  déduit  de  Téquation  précédente 

(]  dz  ;pt.,/--  -H  o.py.rs'  —  p,G--y^)  =  20.(1'% 
7  zp  (  y-,  /^  -h  2  pu./-v'  —  p,  c' J  ^)  =  4  y-i^'i't 

rs'  =  rt7, 

2y. 
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en  désignant  par  p^  et  pa  deux  nombres  tels  que 

f>,p-3  =  py-, 
et  par  w  et  t  deux  nouvelles  indéterminées  5  on  en  lire 

(8)         fx,/-'  -h  2.piJ.rs'  —  p,fj-s'^  ■=!  ZÎZ  i'pjd'-  —  2  y.j)-''')' 

Posons  w  =  îur^  s'  =  mt^  il  vient,  en  prenant  le  si- 
gne+, 

rn-[p-ir'^  -\-  Pit'?']  —  ipartm  =  a,r^  4-  2fz-..).^/^; 

pour  que  la  valeur  de  m  soit  rationnelle,  on  doit  faire 

oj  £A,;-'  4-  3>yp(Tr^ï^  +  2p,  u,(7^À=^'  =  H^, 
et  l'on  a 

pu.  rtzhU 


p^r-  -t-  pi(J-t' 
On  peut  écrire  l'équation  de  condition  sous  la  forme 

(p2fji,/-^-h  A/')(p2y.,^  +  2A?=)  =:poy.,H^ 

et  la  séparer,  de  diverses  manières,  en  deux  autres  for- 
mant un  système  analogue  au  système  (5);  on  traitera 
ces  différents  systèmes  de  la  même  façon  que  précédem- 
ment. En  faisant  plus  particulièrement  pa  =  y-i  =  i,  on 
a,  en  désignant  par  a  et  b  deux  nouvelles  indétermi- 
nées, 

r^  -+-  Kf=.  a\ 

ab  =  Vi.. 
Par  suite,  on  obtient 

fl2  — Ai==:/-',      cû  -^  M''  z=  b- ', 

c'est  un  système  identique  au  système  proposé.  Par  con- 
séquent, d'une  solution  x,  y,  m,  v  du  sjstbnie 

a:^  —  A j'  =  K%      a:'  -+-  A >''  =  c-, 


(9) 
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on  déduit  deux  nouuel/cs  solutions  X,  Y,  U,  V,  par  les 
formules 

m  =  r/p  uy^  zc  i'x, 
n  r^i  «'  -4-  aoa'^'; 
I  p  =  ri^ii-  -f-  ij.oG''tn-y'\ 

g-  =  ti^u?  —  apo-'/w'/'  —  i^ainn  uy, 
h  =  «*«'  —  u.orj''  in'^j''  -t-  2pT/w««r; 
j  X  =  lap-'q^  —  y.ps'/i',      Y  =  -ig/ipq, 
(   V  =  iTp'q'  -+-  y-pg-'/»',       U  =  p'^'  —  2  aVi«. 

Ces  formules  donnent  des  solutions  distinctes  de  celles 
qui  sont  fournies  par  les  équations  (6)-,  d'ailleurs  le 
second  cas  conduirait  aux  mêmes  formules. 

Pour  certaines  valeurs  de  A,  les  formules  (6)  et  (9) 
résolvent  complètement  le  système  (i),  et  par  exemple 
pour  A  =  6.  On  traite  ainsi  complètement  ce  problème 
de  Fermât  : 

Trouver  tous  les  triangles  rectangles  dont  l'aire  soit 
six  fois  celle  d'un  carré. 

Ces  formules  résolvent  aussi  complètement  le  système 
(7),  pour  le  problème  de  Beha-Eddin,  que  l'on  ramène 
au  système 

8x=  —  r'  =  7  w%     8.r2  +  r'  =  9"% 

ainsi  que  nous  l'avons  montre  précédemment  (*). 

Remarque.  —  En  prenant  le  signe  —  dans  la  for- 
mule (8),  on  arrive  à  des  systèmes  analogues  au  sys- 
tème (5). 


(*)  loir  lonic  XV,  jjagc  i'jg. 
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KOTE  SUR  QIELQIES  ÉOUATIOXS  INDÉTERMINÉES 
Dl  TROISlÈViE  DEGRÉ  ; 

Par    m.    s.    REALIS. 


1.  On  sait  que,  si  une  solutioii  de  l'équation 

^S    4_  JS  _  g  23 

est  donnée  par  les  valeurs  j:  =  a,  j"  =^  p,  z  =  y,  on  aui  a 
de  nouvelles  valeurs  de  x,  j,  z  au  moyen  des  formules 

i.T=        a(a^-4-2p3), 

Celte  seconde  solution  en  donnera  une  troisième;  de 
celle-ci  en  résultera  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  à 
l'infini. 

En  partant  de  la  solution  évidente  a  =  i,(S  =  2,y  =  i, 
on  peut  donc  assigner  une  suite  indéfinie  de  systèmes  de 
valeurs  entières  de  a:,  y^  z  vérifiant  l'équation  pro- 
posée. Cependant  rien  n'indique  que  l'équation  soit 
complètement  résolue  de  la  sorte,  et  notamment,  comme 
le  remarque  ÎM.  E.  Lucas,  il  ne  résulte  de  là  aucun  sys- 
tème comportant  une  valeur  paire  de  z.  De  telles  solu- 
tions existent  pourtant,  puisqu'on  peut  faire,  par 
exemple,  x  =  919,  j=  —  271,  z  =  438  {voir  les  Nou- 
velles  Annales,  année  1876,  p.  83). 

Or,  la  remarque  que  nous  voulons  placer  ici,  c'est  que, 
dès  que  l'on  a  a'-i-j3^=:  97%  oji  satisfera  également  à 
l'équation  considérée,  en  posant 

i  x=2a=— 4a;Î4-9P7— 97% 
(2)  jj>-  =  2p---      [3x  -l-gay  — 187% 

\   z  =  ix'—  ^'x'/  —      7p  +  P'. 
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Nous  ne  donnons  pas  ici  la  déduction  de  ces  formules, 
dont  l'exactitude  peut  être  facilement  vérifiée  à  poste- 
riori. 

D'après  cela,  ayant  obtenu,  au  moyen  de  la  solution 
initiale  et  des  formules  (i),  les  v.ileuis 

a  =  17,      fi  =  —20,     7  =  —  7, 

nous  obtiendrons  de  suite,  par  les  expressions  (2),  les 
nouvelles  valeurs 

.T=:2.'j5'],      y  =  —  81 3,       Z=:l3l4» 

ou  plutôt,  en  ôlant  le  facteur  commun  3, 

.r  =  9i9,    j  =  — 271,     2=438. 

C'est  la  solution  mentionnée  ci-dessus. 

En  général,  on  n'aura  qu'à  s'appuyer  sur  un  cas  par- 
ticulier, où  ,6  soit  un  nombre  pair  et  y  un  nombre 
impair,  pour  être  assuré  que  les  formules  (2)  fourniront 
des  valeurs  impaires  pour  .r  et  j",  et  une  valeur  paire 
pour  z.  Ces  valeurs,  il  est  superflu  de  le  dire,  devront 
être  débarrassées  des  facteurs  impairs  qui  pourraientleur 
être  communs. 

2.   Considérons  maintenant  l'équation 

Une  solution  connue  x  =  a,  y  =  ^^  z  =  y  en  amène 
une  autre  à  l'aide  des  mêmes  formules  (i)  qui  servent 
pour  l'équation  considérée  précédemment.  Il  arrive  ici 
de  même,  comme  le  remarque  encoie  ]M.  Lucas,  que  la 
résolution  n'est  pas  complèle;  en  effet,  en  parlant  des 
valeurs  initiales  a=  2,  j'î  =  —  i,y  =  i,  l'application  des 
formules  (i)  ne  conduit  à  aucun  système  de  valeurs  où 
z  soit  un  nombre  pair. 
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Cela  nous  fournil  l'occasion  de  proposer  les  nouvelles 
formules 

[  a:=       2a^+4ap  — 7py-7y% 
(3)  K=        2^=+      pa-7a7  +  l47% 

(  z  =  —  2a2  -1-  4  «7  -4-     7p  -h  [iS 

par  lesquelles  on  résout  également  l'équation  donnée, 
a,  /3,  y  constituant  la  solution  a^  -t-  !i^  =;  7  y\  Ces  rela- 
tions, faciles  à  vérifier,  remplissent  manifestement  le 
but  de  conduire  à  une  valeur  paire  de  z,  et  à  des  valeurs 
impaires  de  x  et  y,  lorsqu'on  prend  a  et  y  impairs,  et 
j3  pair. 

Exemple.  —  Au  moyen  de  la  solution  initiale,  les 
formules  (i)  donnent  a  =  i5,  (3  =  12,  y  =  9  :  avec  ces 
valeurs,  les  formules  (3)  donnent  à  leur  tour 

^  =  —  i53,    ^  =  657,     23=342, 

c'est-à-dire,  en  supprimant  le  facteur  commun  9, 

j:=  — 17,    j  =  73,     z=38; 

solution  citée  par  M.  Lucas. 

3.  Maintenant,  a-t-on,  dans  ce  qui  précède,  la  solution 
complète  des  équations  considérées?  Il  se  peut  qu'il  en 
soit  ainsi,  mais  nous  n'avons  pas  de  preuve  à  en  donner; 
il  convient  d'ajouter,  d'ailleurs,  qu'il  existe  d'autres 
formules  de  solution  pour  ces  équations,  en  outre  des 
systèmes  (i),  (2),  (3).  A  la  rigueur,  on  n'a  pas  même  le 
droit  d'affirmer  d'avance  que  les  procédés  indiqués  four- 
nissent un  nombre  indéfini  de  solutions  distinctes.  Il 
pourrait  être  objecté,  en  effet,  que,  une  fois  arrivés  à 
certaines  valeurs  de  a:,  y",  ^,  la  suppression  des  facteurs 
communs  à  ces  valeurs  ramènera  les  solutions  précé- 
dentes, sans  qu'il  soit  possible  d'aller  plus  loin.  Mais  il 


À 
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nous  suffira  d'avoir  mentionné  ces  questions,  auxquelles 
il  est  peut-être  assez  difficile  de  répondre. 

Ajoutons,  en  terminant,  que  tout  ce  qui  précède  peut 
être  généralisé,  en  l'appliquant  aux  équations  de  la  forme 

et  à  d'autres  équations  indéterminées  du  troisième  degré, 
toutes  les  fois  qu'elles  admettent  des  solutions  entières. 
Nous  pourrons  revenir  sur  ce  sujet. 


FOYERS  DES  SURFACES  Dl]  SECOND  ORDRE; 

Par  m.   a.   HAILLECOURT, 

Agrégii  de  l'Université,  Inspecteur  honoraire  d'Académit 


Lemme.   —  Pour  que  le  polynôme 

a.r'-(-  ay+  a"~J- 

-f-  ibrz  -I-  "i-h'zx  -\-  '2.1" -ry  -f-  1C.T  -\-  0.0' y  -h  "xc'z  -h  d 

soit  carré  parfait,  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes sont 

ah  =  b'b\     a'b'  =  h"b,     a"b"=bb',      bc  ■=  b'c'  -  b"c" , 
Zbb'b"d  —  hc.b'c'  +  b'c' .  b"c"  +  b"c" .  bc. 

Pour  que  (x,  y,  z)  soit  foyer  de  la  surface 

AX-+  A'Y=+  A"Z'+  2BYZ  +  2B'ZX 

+  2B"XY+?.CX-+-2C'Y-i-2C"Z+D=o, 

il  faut  que 

(A— ^)X^  +  (A'— 5)Y*+  (A"— j)Z*-h2EYZH-2B'ZX 
-+-  2B"XY  +  2(C  -\-  ,vjr]XH-  2(C'-I-  sy]Y 
-f-  2(C"-f-S3)Z  +  D  — 5(.r^-h7=4-2=) 

soit  carré  parfait. 
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Le  leinme  donne  donc  pour  éfjuations  de  condition 

(i)   (A  — *)B  — B'B",   (A'— :ç)B'  =  B"B,   (  A"— .v]  B"=  BB'. 

(2)  B(C  +  s.r]  =  B'(C'+  sy)  =  B"(C"-|-  sz). 

'  3im'B"s[.T^-hy--{-z'] 

\        +BB'(C  +  .vx)(C'^,vj) 
^    M        -^■B'B":C-hsj]{C"-hsz] 

[        -+-  B"B  ;C"H-  sz]  (C  -+-  sx]  =  3BB'B"D. 

Comme  de  (i)  on  lire 

,,,  B'B"  ,       B"B  „       BB' 

on  voit  que  la  surface  est  de  révolution  et  que  la  valeur 
de  s  est  la  racine  double  de  Véqiiation  en  s.  Désignons- 
la  par  Sq^  et  par  5,  la  racine  simple.  De  là 

.,       .„  B'B'^       B'B       BB' 

(<7j     .y,=  A-+-A'+A   -2i„z=-^-+-—   -f-—  ■^^„. 

Premier  cas.   —  Surfaces  douées  d'un  centre. 

En  transportant  l'origine  au  centre  (a,  |3,  y),  ce  qui 
donne  pour  terme  tout  connu 

D,  =  D  -i-Ca-i-C'p  -f-C"v, 

les  équations  (2)  et  (3  )  se  réduisent  respectivement  à 

(5)  Bx,  =B'j,=:B"z,, 

(6: 


3BB'B"^o(-^;  +  r;  +  zî 


ij  (B'  BV,  z,  +  B"Bz,.r,  +  BB':c,  j.)  =  SBB'B'^D,, 


d'où 


/  BB'H'b, 

En  ayant  égard  à  l'équation  (■7),  on  a  donc,  pour  les 


I 


(  ^^^d  ) 

équalions  du  foyer, 

(F)     B(..-a:i=.B'(j-^)rzzB"(3-7)=±:4/i^^^^^i^. 

V  *  1  '^0 

BB'B"  est  de  même  signe  que 

B'B"        B"n       BB' _ 

la  quantité  sous  le  radical  a  donc  le  signe  de 

(^,  —  ;y„)D,  ^ 

Cette  remarque  suffit  pour  prouver  que  : 

1°  L'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  n'a  pas 
de  foyer; 

2°  L'iiyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes  a  deux 
foyers,  situés  sur  l'axe  transverse 5 

3*^  L'ellipsoïde  de  révolution  autour  de  son  grand 
axe  a  deux  foyers,  situés  sur  cet  axe. 

Second  cas.   —  Pnrahoîoïde  elliptique. 

En  introduisant  une  inconnue  auxiliaire  ï,  de  (2)  on 
tire 

C  C  C" 

.rH y  -^ r;H 

(7)  ^»z=   ^=:  '-^=t. 

(^)  (ifO         (à) 

Eliminons  x,  /,  z  entre  (7)  et  (3).  Le  coefficient  de  t^  est 

^     /D'B"        B"B        BB'\  =Zs^s,. 
Mais  ici  v,  =^  o.  L'équation  en  t  tombe  donc  au  premier 
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degré.  Elle  donne 

_    I    C' ^  C"+ C"^— D^„ 

d'où,  pour  les  équations  du  foyer, 


,'   B  (^0  .r  -i-  C  ;  =  B'  [s,  y  +  C' )  =  B"(;f„  s  H-  C") 

~  2        C       C'^C"        * 
B  "^  F  "^  F' 

Si  l'on  remplace  D  par  D  -j-  sr^^  cesl  qu'au  lieu  d'un 
foyer  on  clierclie  une  sphère  focale  de  rayon  /'.  Une  dis- 
cussion, qui  ne  présente  pas  de  difficulté  sérieuse,  montre 
que  : 

1°  Tout  parallèle  d'un  byperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe  est  la  courbe  de  contact  d'une  splière  focale 
avec  la  surface. 

2°  Tout  point  pris  sur  l'axe  transverse  de  l'iiyperbo- 
loïde  de  révolution  à  deux  nappes,  niais  non  situé  entre 
les  foyers,  est  le  centre  d'une  sphère  focale  enveloppée 
par  la  surface.  Il  en  est  de  même  de  tout  point  situé 
entre  les  foyers  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de 
son  grand  axe.  Pour  le  paraboloïde  elliptique,  il  en  est 
encore  de  même  de  tout  point  de  l'axe  situé  au  delà  du 
foyer  par  rapport  au  sommet. 

3°  Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  petit 
axe,  tout  point  de  cet  axe  est  le  centre  d'une  sphère  en- 
veloppant la  surface,  et  telle  que  la  puissance,  par  rap- 
port à  la  sphère  dun  point  quelconque  de  l'ellipsoïde, 
est,  en  grandeur  absolue,  le  carré  d'une  fonction  linéaire 
de  ses  coordonnées.  C'est  ce  qu'on  pourrait  appeler  une 
sphère  focale  à  puissance  négative. 

ScoLiE.  —  Pour  les  courbes  du  second  urdre,  la  même 
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méthode  conduit,   simplement  aussi,  à  des  expressions 
qui  fournissent  les  coordonnées  des  foyers  ;  mais,  dans 
ces  expressions,  il  y  a  des  radicaux  dont  le  signe  doit 
être  déterminé  dans  chaque  cas  particulier. 


CONCOIUS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLITECDXIQIE 

{mm  1878). 


Composition  de  Mathématiques . 

On  donne  une  droite  D  dont  l'équation,  par  rapport 
à  deux  axes  rectangulaires  Ox  el  Oy,  est 

— f-  -  ==  I . 
P         H 

On  considère  les  différentes  coniques  qui,  ayant  pour 
axesOx  et  O}',  sont  normales  à  la  droite  D.  Ciiacune 
d'elles  rencontre  cette  droite  en  deux  peints 5  en  ces 
poitits  on  mène  les  tangentes  à  la  conique. 

Trouver  l'équation  du  lieu  du  point  de  rencontre  de 
ces  tangentes.  Démontrer  : 

i"  Que  ce  lieu  est  une  parabole  5 

2"  Que  la  distance  du  foyer  de  celte  parabole  à  son 
sommet  est  le  quart  de  la  distance  du  point  O  à  la 
droite  D. 

On  construira  géométriquement  l'axe  et  le  sommet  de 
la  parabole. 

Géomélrie  descriptive. 

On  donne  un  losange  ABCD  dont  la  diagonale  AOC 
est  égale  à  20  centimètres,  et  la  diagonale  BOD  à  12  cen- 
timètres.  Le  plan  du  losange  est  horizontal  et  situé  à 
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3  centiinèlres  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projec- 
tion. Le  côté  AB  est  situé  dans  le  plan  vertical  de  pro- 
jection. 

Le  losange,  en  tournant  autour  de  la  diagonale  AC, 
engendre  un  double  cône.  Le  cercle  circonscrit  au 
triangle  COD,  en  tournant  autour  de  AB,  engendre  un 
tore. 

On  demande  de  représenter  le  double  cône,  supposé 
plein  et  existant  seul,  en  supprimant  la  partie  de  ce 
corps  située  au-dessous  du  plan  horizontal  de  projection, 
ainsi  que  la  partie  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  rela- 
tives à  la  recherche  d'un  point  quelconque  de  la  ligne 
commune  au  tore  et  à  l'un  des  cônes  et  de  la  tangente  à 
celte  ligne. 

Composition  de   Calcul  numérique. 

Etant  donnés,  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés  et 
l'angle  compris,  savoir  : 

a  ^=  35960, 18, 
Z'  =  98712,97, 
C  =  35''i8'57",  17, 

trouver  les  deux  angles  A  et  B,  le  troisième  côté  c  et  la 
surface  S. 


CORRESPOMÏAXCE. 


Lettre  de  M.  D.  Marchand,  Curé  de  Notre-Dame, 
à  Pontoise. 

a   Permettez  à  un  simple  arithméticien  de  vous  adres- 
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ser  la  réponse  à  une  question  posée  par  Al.  Realis,  dans 
les  Nouvelles  Annales   de   Mathématiques    (livraison 
du  mois  d'août  1878). 

»  La  question  est  ainsi  posée  :  Le  carré  de  tout  nombre 
impair,  divisible  par '5^  est  la  dijjérence  de  deux  nombres 
triangulaires  j)renders  avec  3. 

))  Celte  proposition  est  le  corollaire  d'un  théorème 
plus  général,  qne  j'énonce  ainsi  : 

»  Deux  nombres  consécutifs  étant  donnés,  le  premier 
pair  (  2  n),  le  second  impair  (2;^  H-  i)  5  si  l'on  fait,  d'une 

part,  le  triangle— ^^ -,  delà  moitié  du  nombre  pair, et, 

d'autre  part,  le  carré  du  nombre  impair,  on  obtient 
deux  produits  dont  la  somme  est  égale  à  un  nombre 
triangulaire  (*). 

»  Par  ce  moyen,  on  a  deux  nombres  triangulaires 
dont  la  dilTérence  est  le  carré  d'un  nombre  impair 
donné. 

»  Sur  ce  qui  précède  il  y  a  des  remarques  à  faire  : 

1  .      (3«H-i)(3«-»-2) 
))   1"  Le  second  nomnre  triangulaire  — 

est  évidemment  premier  avec  3,  quel  que  soit  le  nombre 
impair  considéré  (2  /«  -f-  1). 

))  2°  La  diflérence  entre  les  bases  triangulaires  "6  n  -{-  i 
et  n  étant  2/z  +  i,  il  en  résulte  que,  si  le  nombre  impair 
2/z-f-i  est  divisiijie  par  3,  la  base  n  est  nécessairement 
égale  h  un  multiple  de  3,  -h  i  ;  par  conséquent,  dans  ce 
cas,  le  premier  nombre  tiiangulaire  est,  comme  le 
second,  premier  avec  3. 

»  Telle  est,  monsieur  le  Rédacteur,  ma  réponse  à  la 
question  de  ]\1.  Realis.  » 


,i(,i-^\')      ,              .      (.1//-+- 1)(3«-+- y  )  ., 
(*  )  "^    ^  ' ^  -I- (  g //  -m)'  =  ^ — - -*' ,  idoiilKiiu'incnt. 
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M.  Moret-Blanc  observe  qu'on  a  identiquement 

■3/?'H-i]  f3«=  +a)        (3/z'  —  21  !3n^  —  il 


9/2- 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Realis. 

La  restriction  que  le  carré  soit  impair  est  inutile; 
l'identité  précédente  démontre  que  : 

Tout  carré  divisible  par  3  est  la  différence  de  deux 
nombres  triangulaires  premiers  avec  3. 

IMM.  Lez,  Pisani  et  Sondât  nous  ont  adressé  des  solu- 
tions de  la  question  1255,  résolue  (n°  de  septembre, 
p.  340). 

La  question  1221  a  été  résolue  par  M.  S.  K.,  à  Vienne. 


SOLUTIONS  DE  QIESTIO^S 
PROPOSÉES  DANS  LES  KOIVELLES  AKMLES. 


Question  1194 

(  Toir  ?.•  série,  t.  XV,  p.  m); 

Par  A.-J.-J.  MEYL, 

Ancien  capitaine  d'artillerie,  à  La  Haye. 

Une  pile  de  boulets  à  base  triangulaire  ne  contient 
un  nombre  de  boulets  égal  au  cairé  d\in  nombre  en- 
tier que  lorsqu  elle  en  contient  sur  le  côté  de  la  hase 
1,  2  ou  48. 

Soit  n  le  nombre  de  boulets  d'un  côté  de  la  base,  l'é- 

,      ,         1                    «  («  -t-  I  )  (« -f- 2I         r\2     r\ 
quation  a  résoudre  sera   — ^ ■— =  \)  .  ^"  sup- 
posera : 

i"  Que  n  est  un  nombre  pair  2///.  L'équation  devient 


(  4(i3  ) 

P =  V'  ^^1  ^^^  ecarlaiu   le    tacleur 

car  ré  4  du  premier  membre, 

m  (7.  m  -1-  i]  l/n  -{-  j] 

0 ='î'- 

Or,  dans  la  solution  de  la  question  1180  (2"  série,  t.  XVI, 
p.  4^9),  M.  E.  Lucas  a  démontré  que  les  seules  valeurs 
en  nombres  entiers  pour  niy  dans  cette  dernière  équa- 
tion, sont  77Z  r=  I,  m  =  0.4.  Par  conséquent,  on  a  zi  =  2, 
n  ::=  48. 

2°  Que  n  est  un  nombre  impair.  Il  y  a  trois  cas  à  con- 
sidérer selon  que  n.  n  -h  i  ou  «  H-  2  est  divisible  par  3. 
Pour  plus  de  facilité^  on  remplacera  7^,  dans  ces  trois  cas 
respectivement,  par  Qin  -f-  3,  6/» — -i  et6m-f-i. 

Soit  n  divisiljle  par  3,  d'où  n  =  iSm  -h  3.  L'équation 
à  résoudre  est 

(6/«  i-3)(6//? -t-4)(r>/M-^5)  =6Q% 
ou 

(2W/-I-  i)  (3w-i-2)  (6/M  -h5)— Q^ 

Les  facteurs  du  premier  membre  étant  premiers  enlre 
eux,  on  doit  avoir 

im  H-  I  =  x"^,       3^rt  -h  2  ^=  J%       6///   -^  5  =:::  Z'j 

des  deux  premières  équations  on  tire 

Zx^  -\- 1  =  2  j% 
équation  impossible  pdur 

j  I-   —  I,  o,  —  i)  (mod.  3). 

Si  n  -\- i  est  divisible  par  3,  on  a  w  =:  6m  —  i.  L'é- 
quation devient 

(6/«  —  i)6/«(6/«  -h  I    --6Q% 

Ann.  de  Mathémat.,  2"  série,  t.  XVIf.  (Oct.  iS-jS.)  3o 
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et,  comme  plus  haut, 

6m  I=:X-,        6//7=6jr-,        6/7?   —   1=12% 

les  deux  premières  donnent 

impossible  pour 

•rs^   — I,  o,  -f-  i'  [mod.  3). 

Soit  n  -f-  2,  divisible  par  3,  ou  ji  =  6in  -I-  i,    on   a 
l'équation 

[6m  H-  I )  ( 6o?  -r  2 j  ( 6/?i  -!-  3 )  =: 6Q-; 

par  conséquent, 

6m-i-i  =  x^,     6w-|-2=r2j',     6w-f-3=3a-; 
d'où 

(i)        a;'+i  =  2r-,      2j--t-i  =  3z%     JT- -I- 2  =^  3 z- ; 

il  s'ensuit 

(a)  32'=  4j^—  ■r'=  [-zy  -hx]  (2j)-  — x). 

Comme  j:,>'et3  sont  premiers  entre  eux,  les  facteurs 
ly -\- X  et  -ij  —  x^  dont  la  somme  est  ^y  et  la  dilié- 
rence  ax,  ne  peuvent  avoir  d'autre  diviseur  commun 
que  2-,  mais,  a:  étant  impair,  ce  diviseur  n'existe  pas; 
donc  ij-\-x  et  ly  —  x  sont  premiers  entre  eux.  On 
peut  donc  poser 

Z=pq,      ij  ^x=Zp\      iy  —  x  =  q''. 

Les  valeurs  de  x^y  et  z,  obtenues  de  ces  équations  et 
substituées  dans  une  des  équations  (i),  donnent  l'é- 
quation 

9//—   l8./.^7^-r-ry'^8=0; 
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en  la  résolvant  par  rapport  à  />^,  ou  a 


P 


=  q-'-±.^\l-?.[ci'-l)—<pàz-sll[fr^l][q-^l][q 


Les  facteurs  sous  Je  radical  ne  peuvent  avoir  d'autre 
diviseur  commun  que  2,  puisque  ^,  comme  diviseur  de 
l'impair  z,  est  aussi  impair.  On  peut  donc  mettre  ce  ra- 
dical sous  la  forme 


v/ 


q'  -f-  I  q- 

16  X X  - 


dont  les  facteurs et  — - —  sont  entiers  et  premiers 

entre  eux. 

Pour  que  p'^  soit  rationnel,  il  faut  que  l'expression 
sous  le  radical  soit  un  carré  parfait,  ou  qu'elle  s'annule  ; 
le  premier  cas  est  impossible,  puisque  q'~  —  i  n'est  ja- 
mais un  carré;  le  deuxième  n'est  possible  que  pour 
^^  =  I.  Par  là ,  on  a  successivement  p-^=^q^z=^  i, 
x^=j^=z=i,  m=oet  enfin  n  =  i.  Ainsi  on  ne 
peut  trouver  pour  n  que  les  valeurs  i,  2  et  48-  C'est  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Note  du  rédacteur .  —  Les  facteurs  iy  -j-  x,  2  y  —  x  du  second  membre 
de  l'équation  (2) 

3s-=  {2r-r-x){2J  —  x) 

étant  premiers  entre  eux,  on  a 

z—pq,      2^-  4-  .r  =  3 p-,      2J'  —  X  —  q', 
OU 

z=pq,      7y-^x=p',         2J  —  X  —  Zq-; 

mais  cette  seconde  hypothèse  conduit  au  mémo  résultat  que  la  première. 
La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Morct-Blanc. 


3o. 
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Question  1251 

(  voir  »'  série,  t.  XVI,  p.  384); 

Par  m.  s.  REALIS. 

L'expression  6x}  (3x*  -t- J"*),  dans  laquelle  x  et  j 
sont  des  entiers  différents  de  zéro,  ne  peut  jamais  re- 
présenter un  cuhe,  ni  le  quadruple  d'un  cube. 

Soit,  s'il  est  possible, 

X,  y,  z  étant  des  entiers  différents  de  zéro,  et  m  étant 
égal  à  zéro  ou  à  2. 
On  a,  par  identité, 

[6.rj (  3.H -f- j» )]' —  X^ -4- Y\ 
où 

Y  =  —  3 .1'  -;-  Q.T'j'  -h  y*. 
Il  s'ensuivrait  donc 

c'est-à-dire 

équation  impossible,  pour  m  =  o  ou  m  -~  2,  quels  que 
soient  les  signes  des  nombres  entiers  X  et  Y  (*).  (Euler, 
analyse  indéterminée,  §  243  et  §  247.) 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blane  et 
Lucas. 

(*)  L'équation  a:' -+-7^  ;=;  2'"z^  est  impossible  en  nombres  entiers  pour 
toute  valeur  de  m.  (Legendre,  Théorie  des  nombres,  éd.  de  i83o,  t.  II, 
p.  9).  Par  conséquent,  d'après  l'identité 

[  6arr  (  3  a:'  -f-^*  )]  ■=  =  X'  -(-  Y% 
l'équation  6.^;>  (3a:*  -(->^)  =  2"'«'  est,  de  même,  impossible  pour  toute 
valeur  entière  de  m.  (G.) 
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Question  1261 

(voir  2"  sério,  t.  XVII,  p.  ?:'<))•, 

Par  m.   MICHEL. 

On  prend  un  point  A  sur  un  dinrjiètrejïxe  d'une  cir- 
confèretice  donnée^  soit.  ABC  le  triangle  isoscè/e  d'aire 
maximum,  tel  que  B,  C soient  des  points  de  la  circon- 
férence donnée^  et  que  BC  soit  perpendiculaire  sur  le 
diamètre  passant  par  A.  Trou^^er  VcJiveloppe  de  la 
droite  AB  quand  A  se  meut  sur  le  diamètre  fixe, 

(Lemoiwe.) 

Soient  O  le  centre  de  la  circonférence  donnée  ;  D  le 
point  d'intersection  du  diamètre  fixe  et  de  la  base  BC  du 
triangle  ABC  (*). 

En  posant  OD  --  ,r,  AO  =  a,  OB  ^=  /•,  la  surface  du 
triangle  aura  pour  expression 


(<2  H-  ar)  \l  r'^  —  a.-'. 

On  trouve  facilement  que  cette  surface  est  maximum, 
quand 

r'  —  .r'  =3  jc  (  a  -{-  .r  ) , 

c'est-à-dire  quand  BD  =  DO  ><  DA.  Il  en  résulte  immé- 
diatement que  l'angle  BOD  =  ABD  (**). 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fii;ure. 

(**)  Cela  étant,  décrivez  du  point  B  comme  centre,  avec  BO  pour 
rayon,  une  circonférence  qui  rencontrera  la  droite  AB  et  son  prolonge- 
ment en  des  points  G,  H,  et  tirez  les  deux  droites  rectangulaires  OG,  OII. 
('os  droites  resteront  invariables  dans  le  mouvement  supposé  au  point 
A,  parce  que  les  angles  GOA,  IlOD,  qu'elles  forment,  au  point  O,  avec 
le  diamètre  fixe  OA,  de  différents  côtés  de  ce  diamètre,  sont  con- 
slaniment  égaux,  chacun,  à  4-^>  degrés.  En  effet,  l'égalité  BOD  =  ABD 
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Acluellement,  abaissons  du  point  O  une  pei  pendîcu- 

laire  OE  sur  AB  -,  soient  OE  =  p,  et  l'angle  EOD  =  a. 

En  prenant  pour   axes  de  coordonnées   le  diamètre 

fixe  donné  et  le  diamètre  perpendiculaire,  l'équation  de 

la  droite  AB  est 

xcosa  H- jsina  r^/p. 

On  a  d'ailleurs 

p  =  /-cosBOE  =  —  /cos2a, 
et  l'équation  de  AB  devient 

(1)  xcosa -^  xsina  =  —  /•C0S2a; 
sa  dérivée  par  rapport  à  cf.  est 

(2)  — jr  sina  +  )'Cosa  =  2rsin2a. 

L'élimination  de  a  entre  les  équations   (i)   et    (2), 
donnera  l'équation  du  lieu  cherché. 

donne 

ABO  -t-  BAO  =  -  —  BAO, 

2 

ABO  =  -  —  2BAO  =:  -  —  2GAO. 
■2  2 

Mais  l'angle  ABO,  ou  GBO,  étant  l'angle  au  sommet  du  triangle  iso- 
scèle  BGO,  on  a 

ABO  =  :t  — 2BGO; 
donc 


d'où 


-  —  2GA0==:r  — 2BGO; 


BGO  =  ;'  -t-  GAO  =  GOA  -t-  GAO , 

1 

GOA  =  7  =  45°,  et  HOD  =  .'i^". 
4 


Par  conséquent,  la  question  proposée  revient  à  trouver  l'enveloppe 
d'une  droite  GH,  de  longueur  constante,  2.0B,  dont  les  extrémités 
G  et  H  glissent  sur  deux  droites  fixes  rectangulaires  OG, OH.  Ce  qui 
est  une  question  dont  la  solution  est  bien  connue.  (G.) 


(  4;i  ) 

De  ces  équations  on  tire 

[x-irjy  =  f^[i  — sin2a)% 
(.r  — jf  =z  f^[i  -\-  sin2a)^ 
et  par  suite 


Note.  —  Autre  solution  de  M.  Barbarin. 


Question  1265 

(voir  2*  série,  t.  XVII,  p.  240)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Le  centre  d'un  cercle  O  de  rayon  constant,  se  déplace 
dans  son  plan  sur  la  circonférence  d'un  cercle  fixe  O'. 
Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  P  par 
rapport  au  cercle  O.  (Laisant.  ) 

Solution  analytique.  —  Je  prends  le  centre  du  cercle 
fixe  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires,  et  je 
fais  passer  l'axe  O  .r  par  le  point  P.  Soient  a'  et  a  les 
rayons  du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile,  et  a  l'abscisse 
du  point  P. 

Les  coordonnées  du  point  O  étant  a'cos9,  a'sinô, 
l'équation  du  cercle  O  sera 

[x  —  «'ces 9)^  -+-  [y  —  rt'sin&^-  =  «% 
ou 

x'^  -î-  >-2  —  3,  a'x  ces  9  —  2  n'y  si  n  9  -f-  a'^  —  a-  =  o, 

et  celle  de  la  polaire  du  point  P  pai'  rapport  à  ce  cercle, 

a  r  —  a'  [x  H-  a)  ces  9  —  <t'jsin9  -f-  a'-  —  a^  z=i  o, 

(*)  En  prenant  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  les  bissectrices 
des  angles  des  anciens  axes,  l'équation  (3)  se  réduit  à  x'  -r~y^  =  C^'')'* 


(  47^-  ) 
ou 

(l)  a'  (.r  -t-  a)cos9  -\-  «'j<in9  rrz  x.r  -A-  a'^  —  d^. 

On  obtiendra  l'équation  de  son  enveloppe  en  éliminant  0 
entre  celte  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  0 


—  a    .r  H-  a  sin  9  H-  a  y  ces  9  =  o. 


En  ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations  éle- 
vées au  carré,  l'élimination  se  trouve  faite,  et  l'on  a 


a'^[x  4-  a)=  -4-  rt'2j=  =z[xx-V  a"  —  «=>)% 


OU 


(3)   (a"  — a*)x'-t-a'V-+-  2.a'' ax  -t  a'' a.''  —  [a''  ~  a^Y  =  o. 

L'enveloppe  est  une  conique  symétrique  par  rapport 
à  O'P.  La  conique  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une 
hyperbole,  suivant  que  le  point  P  est  dans  le  cercle  O', 
sur  la  circonférence,  ou  extérieur  au  cercle.  Si  P  coïn- 
cide avec  O',  le  lieu  est  une  circonférence  concentrique 
à  la  circonférence  O'. 

Solution  géoniélriqne.  —  Toute  droite  issue  du  point  P 
rencontre  le  cercle  O'  en  deux  points  réels  ou  imagi- 
naires, d'où  résultent  deux  cercles  O,  et  par  suite  deux 
polaires  parallèl'îs,  réelles  ou  imaginaires.  L'enveloppe 
des  polaires  est  donc  une  courbe  telle  que  d'un  point 
quelconque  de  l'infini  on  peut  lui  mener  deux  tangentes 
réelles  ou  imaginaires  ;  elle  est  de  seconde  classe,  et  par 
conséquent  une  conique. 

Si  le  point  P  est  à  l'intérieur  du  cercle  O',  l'enveloppe 
a  des  tangentes  réelles  parallèles  à  toutes  les  directions  : 
c'est  une  ellipse,  qui  se  réduit  à  un  cercle  lorsque  P 
coïncide  avec  O'. 

Si  le  point  P  est  extérieur  au  cercle  O',  les  tangentes 
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réelles  de  l'enveloppe  sont  perpendiculaires  aux  droites 
menées  de  P dans  l'angle  TPT' des  tangentes  au  cercle  O'  : 
cette  enveloppe  est  doue  une  hyperbole  dont  les  asym- 
ptotes sont  perpendiculaires  aux  droites  PT,  PT'.  Si  le 
point  P  est  sur  la  circonférence  O',  l'enveloppe  n'a 
qu'une  seule  tangente  à  distance  finie  parallèle  à  chaque 
direciioJi,  et  elle  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini  :  c'est 
une  parabole. 

Dans  tous  les  cas,  l'axe  O'P  est  l'axe  focal. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ferdinando  Plsani; 
C.  Jugano,  étudiant  en  droit,  à  Paris;  E.  Fauquembergue,  maître  répéti- 
teur au  lycée  de  Saint-Quentin;  Armand  Bertrand,  propriétaire  à  Azil- 
lanet;  Droz;  Lez;  Ed.  Guillet;  Lambiotte;  Beaugey  ;  H.  Robaglia  (àPhi- 
lippeville);  J.  Chambon;  Albert  Lacazette  et  Numa  Parra,  élèves  au 
lycée  de  Bordeaux. 

La  solution  do  M.  Droz  est  entièrement  géométrique. 

M.  Bertrand  résout  cette  question  plus  générale,  dont  les  questions 
1211  et  1265,  sont  des  cas  particuliers: 

a  On  donne  sur  un  plan  un  point  fixe  ^  et  deux  cercles  O,  A.  Une  cir- 
conférence O',  -variable,  dont  le  centre  est  situé  sur  la  circonférence  O, 
coupe  orthogonalcment  le  cercle  k;  déterminer  l'envelopiie  de  la  polaire 
du  point  P,  par  rapport  à  0'.  » 


Question  1271 

(voir  p'sérlo,  t.  XVII,  p.  ?8S); 

Par  m.    Albert  LACAZETTE, 
Élève  du  lycée  de  Bordeaux. 

On  donne  un  plan  (P)  et  une  droite  fixe  (D)  qui 
rencontre  le  plan  en  un  point  O.  Par  la  droite  (D),  ou 
mène  un  plan  (tt)  quicoupe  (P)  suivant  une  droiteOni  ; 
on  élève  sur  Ont,  dans  le  plan  (tt),  une  perpendicu- 
laire Ou  -,  quel  est  le  lieu  de  celle  perpendiculaire  ? 

(Gemy.) 
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Solution  géométrique.  —  Toutes  les  droites  dont  on 
cherche  le  lieu  passant  par  un  point  fixe  O,  le  lieu  est 
un  cône. 

Et  Ion  peut  voir  que  tout  plan  parallèle  au  plan  (P) 
coupe  ce  cône  suivant  un  cercle. 

En  effet,  une  génératrice  O/:^- du  cône  est  donnée  par 
l'intersection  du  plan  (tt)  et  d'un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  Oni,  au  point  O.  Les  traces  du  plan  (t.)  et  du 
plan  perpendiculaire  à  Om  sur  le  plan  (P)  sont  des 
droites  rectangulaires  Ow,  Ont'  :  et  il  en  sera  de  même 
des  traces  de  ces  deux  plans  sur  tout  plan  (P'),  paral- 
lèle à  (P).  Donc,  en  nommant  a,  p.els  les  points  aux- 
quels le  plan  (P')  est  rencontré  par  les  droites  (D),  0/ut, 
et  par  la  perpendiculaire  O^,  élevée  au  plan  (P),  au 
point  O  ;  l'angle  5f/a  sera  droit.  Par  conséquent,  la  sec- 
tion du  cône  par  un  plan  (P')  parallèle  au  plan  (P)  est 
le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  pas- 
sent par  deux  points  fixes  a  et  s,  c'est-à-dire  un  cercle 
avant  as  poui-  diamètre. 

Solution  analytique.  —  Je  prends  pour  axes  des  coor- 
données trois  droites  rectangulaires  -,  la  droite  (D)  dans 
le  plan  des  axes  xz,  et  le  plan  des  .rj'-  étant  le  plan  (P), 
par  suite,  le  point  O  est  l'origine. 

Les  équations  de  la  droite  [D)  seront j'  =:  o,  x  =  wi^ ; 
et  l'équation  d'un  plan  (7:),  j-hA(x — mz)~o.  La 
droite  Om  sera  représentée  par  z  =  o,  y  -{-  Ix  =  o. 

L'équation  du  plan  perpendiculaiie  àOm,  au  pointO, 
sera  ly  =  x,  et  une  droite  du  lieu  aura  pour  équations 

ly  z=  .r,     j>   -f-  )i  [  .r  —  inz  ]  =  O. 

En  éliminant  >.,  on  a  j^  -t-  x"  —  mxc  =  o  5  équation 
d'un  cône  qui  admet  pour  génératrices  la  droite  (  D}  et 
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l'axe  des  z.  L'une  des  directions  des  plans  cycliques  de 
ce  cône  est  parallèle  au  plan  donné  (P)  [*]. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  WS\.  Moret-Blanc  ;  A.  Droz  ; 
Fanquembergue;  Latubiotte;  Lez;  J.  Chambon  ;  Numa  Parra,  élève  du 
lycée  de  Bordeaux. 


Question  1273 

(voir  2"  série,  t.  XVII,  p.  288); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quer.tiu. 

Si  r  représente  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans    un 
triangle^  et  p  le  demi-pérùnètre^  on  a  p^'^  l'jr^. 

(D.  Edwards.) 

On  a 

[p  —  a)[p  —  h\[p  —  c)  ^ 

la  question  revient  donc  à  démontrer  que 

^3  -^  ^r^i^p  _  a)[p  —  b]  [p  —  c), 
ou 

(n  -\-  h  A-  c\'^         ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  , 
— -  j    ^  [b  -+-  c  —  a\[a  -^  c  —  b]  [a  ->r  b  —  c). 

Or    on  sait  (Questions  d^ Algèbre  de  M.  Desboves) 
que  Ton  a 

abc'^  [b  ~\-  c  —  n][a  -'-  c  —  b][a  ^-  b  —  c), 
et 

'a  -^  b  -^  cX  3 

abc  ; 


(*)  Et  l'autre  perpendiculaire  à  la  droite  (D":. 
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donc,  afortiori. 
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h  -\-  c  —  a]{n  -\-  c  ~  b][a  -t-  b  —  c 


C.  Q.    F.   D. 


Note.  —  M.  Fauquembergue  donne  une  seconde  démonstration  fondée 
sur  cette  proposition  connue,  que  : 

De  tous  les  triangles  circonscrits  à  un  même  cercle,  celui  qui  a  le  plus 
petit  périmètre  est  équilatéral. 

La  même  queslion  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc,  Sondât;  Ferdi- 
nando  Pisani  ;  Eugène  Dclmas,  élève  du  lycée  de  Lyon. 


Question  1274 

iTolr  ?."  série,  t.  XVII,  p.  288); 

Par  m.  J.  de  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon. 

Dans  toute  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation 
indéterminée  i^x^  -r-  i  =j}^^5  le  produit  xy  des  'valeurs 
des  inconnues  est  toujours  un  multiple  de  5. 

a:,  r  étant  des  entiers  qu'on  peut  supposer  positifs, 
le  chiffre  des  unîtes  est  un  des  cliilîVcs  suivants  : 

Dans  x^ .      o,    i,   4>   5,  6,  9; 

Dans  i^:r.' o,  4>   6,   o,  4i  6; 

Dans  24-^^ -r-  I  ou  v^.  .       i,   5,    7,    i,   5,   7; 

mais  le  chiffre  des  unités  d'un  entier  qui  est  un  carié 
parfait  ne  peut  être  y  -,  donc  le  chiffre  des  unités  de  }  ^ 
est  5  ou  I . 

Dans  le  premier  cas,  le  chiffre  des  unités  àey  est  5  ; 
r  est  donc  multiple  de  5. 

Dans  le  second  cas,  le  tableau  ci-dessus  montre  que  le 
chiffre  des  uniiés  de  j:^,  et  par  suite  de  x^  est  o  ou  5  ^ 
X  est  encore  multiple  de  5. 
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Des  deux  valeurs  correspondanles  de  x  (  l  de  y,  il  3^  en 
a  toujours  une  et  une  seule  qui  est  un   multiple  de  5  5 
leur  produit  est  donc  un  multiple  de  5. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Réalis;  Moret-BIanc;  Sondât. 


Question  1276 

(voir  a'  série,  t.  XVII,  p.  336  )  ; 

Par   m.   R.-W.   GENESE. 

Soient  ABC  un  triangle  et  O  un  point  quelconque 
du  plan;  démontrer  que  la  puissance  de  O,  par  rapport 
au  cercle  circonscrit  au  triangle,  a  pour  expression 

fl'.OCB+  ^>'.0AC-4-c'.0BA 
ABC  ' 

a,b,c  étant  les  longueurs  des  trois  droites  OA,  OB,  OC, 
et  les  aires  OCB,  ...  recevant  des  signes  convenables, 
suivant  le  sens  dans  lequel  elles  sont  parcourues. 

(Laisant.) 
Le  point  O  est  le  centre  de  gravité  de  trois   poids 
posés  aux  points  A,  B,  C,  et  proportionnels,  respective- 
ment, aux  aires  BOC,   COA,  AOB  (auxquelles  il  faut 
donner  des  signes  convenables). 

Le  moment  d'inertie  de  ces  poids,  par  rapport  au 
centre  S  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  est 
égal  à 

BOC  X  0A=  +  COA  X  0B=  4-  AOB  X  OC  +  ABC  X  OS^  ; 
mais  ce  moment  a  aussi  pour  valeur 
BOC  X  SA=  +  COA  X  SB=  -h  AOB  X  SC%     ou     ABC  ^<  R% 
en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle;  donc 
BOC  X  OA'  +  COA  X  OB'  -}-  AOB  X  OO  =  ABC  ( R-  -  OS'  '  ; 
le  théorème  est  donc  démontré. 
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Question    1276 

(  Seconde  solution  )  ; 

Par  m.    e.  LEZ. 

Le  cercle,  passant  par  trois  points  A,  B,  C,  a  pour 
équation  générale 


x-   -1- J= 

.r 

J 

^]+J] 

X, 

r< 

^l^fl 

X-2 

j'i 

■Ï3  +  J3 

X3 

J3 

En  développant  ce  déterminant,  on  peut  le  mettre 
sous  une  forme  qui  rappelle  le  théorème  de  Feuerbacli  : 


-{<-^rl] 


X, 

.r. 

X2 

J2 

X, 

J3 

X 

r 

■Z-3 

J'3 

X, 

Jl 

X 

I 

Xj 

J2 

^3 

73 

X 

J 

X, 

J. 

X, 

J2 

-  o. 


Or,  si  l'on  remplace  les  coordonnées  courantes  par 
celles  d'un  point  quelconque  D(a,(î)  et  qu'on  divise  par 
le  coefficient  de  x^,  on  aura  la  puissance  P  de  ce  point 
par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  De 
plus,  si  ce  point  se  confond  avec  l'origine  variable  O 
des  coordonnées  choisies  arbitrairement,  on  aura  tout 
de  suite 


<x'' 


p. 


r.j 


O 

J3 

r, 


+  [x: 


■j; 


■jl. 


0 

0      l 

X- 

J^    I 

•2-3 

J'3          1 

0 

0      I 

Xi 

7.    ï 

X, 

r-i    ' 

ce  qui  démontre  le  théorème  proposé. 
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Note.  —  La   question  1276  a  aussi  été  résolue  par  MM.  Morct-Rlanc  cl 
Fei'dinando  Pisani. 

Au  sujet  de  cette  môme  question,  M.  H,  Faure  nous  écrit  : 
«  Dans  mon  recueil  de  théorèmes,  relatif  aux  sections  coniques,  figure 
l'énoncé  suivant  (page  n):  On  donne  deux  cercles  A,  B  et  trois  points 
e,  b,  c  sur  le  premier.  Si  l'on  désigne  par  «,  /3,  y  les  puissances  de  ces 
points,  par  rapport  au  cercle  B;  par  //.  et  //.'  les  puissances  d'un  point 
arbitraire  ?n,  par  rapport  aux  cercles  B,  A,  on  a  la  relation 

a .  mbc  -\-Z  .mca -+-•/,  mah  =  abc  (  //  —  //'  ) . 
Or,  si  l'on  suppose  que  le  cercle  B  se  réduise  à  un  point  et  que  l'on 
prenne  le  point  m  pour  ce  point,  on  oblient  le  théorème  1276,  énoncé 
par  M.  Laisant.  J'ajoute  que  mon  théorème  s'étend  au  cas  de  deux  sphères 
A  et  B,  en  prenant  sur  la  première  quatre  points  arbitraires. 


QUESTIONS. 


1288.  Une  parabole  P,  de  paramètre  constant,  se 
meut  dans  son  plan  parallèlement  à  elle-même,  de  façon 
que  chacun  de  ses  points  décrive  une  parabole  P'  de 
paramètre  donné,  dont  l'axe  soit  parallèle  à  celui  de  la 
parabole  mobile.  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un 
point  fixe  donné,  par  rapport  à  la  parabole  P. 

Même  question  en  supposant  la  parabole  P'  rempla- 
cée par  une  droite  de  direction  quelconque.     (  Laisant.) 

1289.  Quel  que  soit  m,  l'intégration  de  réqualion 

iV-y        m  -f-  I  dy"^         . 

Y '—  =    rt.r'-h  bx  -^-  c"' 

•^  dx'         m  +  2  dx''         ^  ' 

peut  se  ramener  à  des  quadratures.  (Moîieau.) 

1290.  Soient  /', '"i , /% , /'s  les  rayons  des  cercles  tan- 
gents aux  côtes  d'un  triangle;  démontrer  que 

(T.  MiTCHESON,  B.  A;  L.C.P,,7"//e  luhicational  Times.) 
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12^)1 .   L'équation  x''  f- x^ -{-  x^  -\~  x  —  i  ^^  y^  est  im- 
possible eu  nombres  entiers  et  positifs. 

1292.  Démontrer  qu'il  est  impossible  de  résoudre,  en 
nombres  entiers,  aucune  de  ces  trois  équations  indéter- 
minées : 

(1)  X\   -\-  x\   +  Xl  -\-  x\   +  3CI    -+-.r«   +.i'«   =zg;c^  -1-8, 

(2)  x^  -f- j"  z=  g::  -f-  -j, 

(3)  .^'+^«^73-1-5. 

(Laisant.  ) 

1293.  Trouver  un  nombre  qui  soit  égal  à  la  somme 
des  chiffres  de  son  cube.  (Laisa]nt.) 

i294.  Démontrer  que  la  somme  des  inverses  de  n 
nombres  positifs  en  progression  arithmétique  excède  le 
(juotient  de  n^  par  la  somme  des  termes  de  la  progres- 
sion. 

Déduire  de  cette  proposition  la  divergence  de  la  série 

I      I     I     I     I 

i3        i5        17    '    19       8 
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RÉFLEXIONS  SIR  LA  CINÉMATIQIJE  Dl  PLAN 

Pau  m.   a.   LAISANT. 


Préliminaires. 

i.  Il  est  généralement  admis  désormais  que  la  Cinéma- 
tique est  une  branche  spéciale  de  la  Mécanique  ration- 
nelle, qui  peut  et  doit  être  étudiée  préalablement  aux 
autres.  La  Cinématique  a  tous  les  caractères  de  la  Géo- 
métrie, avec  l'addition  de  l'idée  du  temps ^  et  il  se  trouve 
bien  souvent  qu'elle  peut  rendre  à  la  Géométrie  elle- 
même  d'importants  services. 

Dès  lors  il  est  permis  de  se  demander  s'il  n'y  aurait 
pas  un  certain  intérêt  à  procéder  en  Cinématique,  comme 
on  le  fait  en  Géométrie,  en  commençant  par  l'étude  des 
mouvements  qui  s'accomplissent  dans  un  seul  plan, 
avant  de  s'appliquer  à  ceux  qui  s'eirectuent  dans 
l'espace.  Il  y  aurait  peut-être  à  cela  plusieurs  avantages, 
en  dehors  de  la  question  de  méthode  et  d'analogie  que 
nous  venons  de  signaler.  Bornons-ïious  à  indiquer  les 
deux  suivants,  d'ordres  très-distincts  l'un  de  l'autre. 

En  premier  lieu,  au  point  de  vue  pratique,  la  plupart 
des  combinaisons  d'organes  de  transmissions  de  mouve- 
ment i-cposent  sur  des  translations  dans  des  plans  paral- 
lèles et  sur  des  rotations  autour  d'axes  parallèles,  tous 
perpendiculaires  à  ces  plans.  Les  exemples  en  sont  nom- 
breux, même  dans  des  machines  assez  compliquées.  Le 
praticien,  le  constructeur  en  possession  de  la  cinématique 
plane,  mais  nayant  pas  étudié  la  cinématique  de  V es- 
pace, aurait  donc  au  moins  les  cléments  principaux 
nécessaires  à  la  pratique  de  son  art. 

Ann.  de  J^Iiithcm.,  z'"  série,  t.  XVII.  (N<>v.  1878.)  3l 
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En  second  lieu,  lorsqu'on  applique  l'Analyse  à  la  Ciné- 
matique, comme  sont  conduits  à  le  faire  de  plus  en  plus 
les  auteurs,  afin  de  donner  aux  déductions  un  caractère 
de  généralité  aussi  grand  que  possible,  on  se  trouve  forcé 
de  passer  à  chaque  instant  de  la  géométrie  analytique 
du  plan  à  celle  de  l'espace,  et  inversement.  L'inconvé- 
nient est  sérieux;  il  n'est  peut-être  pas  capital  tant 
qu'on  s'en  lient  aux  méthodes  ordinaires,  puisqu'en  dé- 
finitive l'instrument  algébrique  est  le  même  dans  un  cas 
que  dans  l'autre.  Mais  la  confusion  deviendrait  extrême 
le  jour  où  l'on  se  déciderait  à  faire  usage  des  méthodes 
du  calcul  géométrique,  dont  l'application  est  si  souvent 
féconde  et  élégante,  et  qui  commencent  à  être  employées 
dans  divers  pays  étrangers,  notamment  en  Angleterre  et 
aux  États-Unis.  Pour  l'étude  des  mouvements  de  l'espace, 
il  faut,  en  elfet,  dans  cette  hypothèse,  recourir  à  l'analyse 
des  quaternions^  et  aborder  par  conséquent  les  difficultés 
inhérentes  à  l'emploi  de  cet  algorithme.  Pour  les  mouve- 
ments plans,  au  contraire,  on  n'a  qu'à  employer  le  cal- 
cul géométrique  des  équipollences,  dont  les  règles  sont 
identiquement  les  mêmes  que  celles  de  l'Algèbre.  La 
classification  de  la  Cinématique  en  deux  grandes  bran- 
ches, plan  et  espace,  se  trouve  donc  encore  tout  natu- 
rellement indiquée. 

Je  ne  veux  pas  pousser  plus  loin  cette  discussion  à 
propos  de  l'enseignement  de  la  Cinématique,  discus- 
sion sur  laquelle  on  pourrait  insister  plus  longuement. 
Comme  argument  à  l'appui  des  considérations  qui  pré- 
cèdent, je  me  propose,  dans  la  présente  élude,  d'appli- 
quer à  un  certain  nombre  de  questions  de  Cinématique 
plane  les  procédés  du  calcul  des  équipollences 5  j'espère 
arriver  ainsi  à  montrer  une  fois  de  plus  rintérèt  qu'il  y 
a  lieu  d'apporter  à  Temploi  des  méthodes  dites  nou- 
velles, et  qui  sont  pour  la  plupart  assez  anciennes  déjà. 
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Il  ne  s'agit  pas  ici  d'un  exposé  didactique  et  métho- 
dique d'une  science;  je  ne  me  propose  nullement,  dans 
ces  considérations,  de  rédiger  un  traité,  ni  même  le 
résumé  d'un  traité.  Je  prie  donc  le  lecteur  de  me  par- 
donner la  forme  un  peu  décousue  peut-être  de  ce  Mé- 
moire, forme  qui  résulte  du  programme  même  que  je 
me  suis  donné. 

Si  j'avais  à  composer  un  traité  de  Cinématique  plane 
j'emploierais  parfois,  assez  fréquemment  même,  mais 
non  pas  toujours,  la  méthode  des  équipollences;  les  mé- 
thodes devant  être,  à  mon  avis,  en  Mathématiques,  ce 
que  sont  les  outils  dans  un  atelier,  l'outil  doit  varier 
suivant  le  travail  qu'on  se  propose,  si  l'on  veut  que  ce 
travail  soit  exécuté  le  mieux,  le  plus  promplement  et  le 
plus  facilement  possible.  L'ouvrier  habile  est  celui  qui 
non-seulement  sait  manier  son  outil,  mais  sait  aussi  le 
choisir  avec  discernement,  au  lieu  d'employer  constam- 
ment le  même. 

Mouuement  d\in  point.  —   Vitesses. 

2.  Le  mouvement  d'un  point  X  dans  un  plan  est 
représenté  par  une  équipollence  de  la  forme 

OX=/(r)  (*) 

t.  exprimant  le  temps,  ^  une  fonction  géométrique, 
etO  une  origine  fixe.  Le  signe  =  est  ici  celui  de  Y  équi- 
pollence ou  de  Végalité  géoniéuique.  Quant  à  la  va- 
riable géométrique  OX  qui  fixe  à  chaque  instant  la  posi- 
tion du  point  mobile,  nous  la  désignerons  le  plus  souvent 
par  la  même  lettre  que  son  extrémité,  écrite  en  petites 


(  *  )  Voir  Bellavitis,  Exposition  de  la  méthode  des   équipollences,  tr.i- 
cliirtion   française,  p.  120  (Gaulhi('r-\'ill:irs,  187.^). 

3i. 
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capitales;   si  bien   que    l'équipollence    du    mouvement 
s'écrira 

(i)  ^=f[t). 

Le  déplacement  élémentaire  du  point  est  f/x,  et  la  dé- 
rivée 

[^)  ^=^=^(') 

exprime  évidemment  la  vitesse  à  l'instant  t. 

Si  l'on  écrit  OY  =  v,  le  mouvement  représenté  par 
l'équation  (2)  est  le  mouvement  hodograpliique  du  pre- 
mier, et  la  trajectoire  de  V,  ainsi  décrite,  Vhodographe 
de  ce  même  mouvement  de  X. 

L'aire  infiniment  petite,  décrite  par  OX  pendant  le 
temps  dt^  est  représentée  en  grandeur  et  en  signe  (suivant 
le  sens  de  la  rotation  de  OX),  par 

y[x.C]dx  —  CJX.^X)  (*), 

4 
et  en  divisant  par  dt,  on  a  la  vitesse  avéolaire 

(3)  «  =  jfx.cjv  —  cjx.v). 

3.  Si  le  mouvement  d'un  point  X  résulte  de  la  com- 
position des  mouvements  de  plusieurs  autres  points  Xj, 
Xj,  X3,  .  .  .,  c'est-à-dire  de  V addition  géométrique  de 
0X1,  0X2,  0X3,  .  .  . ,  on  aura  évidemment,  d'après  la 
relation  (2), 

V  =  v,  +  Vj  +  Vj  -t-  .  .  .  ; 


(*)  Foir  Bellavitis,  Exposition  de  la  méthode  des  équipoUences,  tra- 
duction française,  p.  !\b.  La  lettre  /'  remplace  ici  le  rainiin,  pour  plus  de 
facilité  typofTrapbique. 
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d'où  résulte  imraécliateraenl  la  niélhode  de  Roberval  pour 
le  tracé  des  tangentes. 

4.  Effectuons  le  quotient  —  =  -?  et  mettons-le  sous 

'■  r/x         V 

la  forme  l-\-'ki.  Alors  x  =  /v-f-X/v,  et  il  en  résulte  que 
les  relations 

(4)  p  =  \iy,     Q  =:  /v 

représentent  respectivement  des  mouvements  sur  la  po- 
daire  de  la  trajectoire,  et  sur  la  podaire  de  la  déve- 
loppée de  cette  trajectoire.  Les  équipolleuces  (4)  peuvent 
donc  servir  à  l'étude  géométrique  de  ces  deux  courbes. 

5.  A  l'aide  de  cette  méthode  de  calcul  géométrique, 
on  peut  établir  de  nombreuses  propriétés  des  vitesses,  et 
résoudre  des  problèmes  de  Géométrie  ou  de  Cinématique, 
souvent  avec  une  extrême  facilité.  A  titre  d'exemple, 
nous  nous  contenterons  d'indiquer  celui-ci  : 

Déterminer  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  à 
chaque  instant  deux  points  mobiles. 

Fig.  I. 


Soient  O  l'origine  {/ig.   i)j  X  et  Xi  les  positions  des 
doux  points  mobiles  à   l'instant  t:  OV  et  0\  ,  leurs  vi- 
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tesses  respectives;  enfin  Z  le   point  cherché  de  l'enve- 
veloppe. 

Ce  point  Z  étant  situé  sur  la  droite  XX,,  nous  aurons, 
A  étant  un  paramètre  variable  algébrique, 

(5)  z  =  kx-\-{i  —  *)xi; 
d'où,  pour  la  vitesse  de  Z, 

(6)  —  =  A-v+(i-X-)v,  +  rf^-{x-x,). 

Cette  vitesse,  pour  que  Z  soit  situé  sur  Tenveloppe, 
doit  avoir  même  direction  que  XX,.  Mais  le  dernier 
terme  ayant  déjà  celte  direction,  il  suffit  de  poser 

(7)  /•v-{-(i-/-)v,  llx-x,   (*) 

pour  déterminer  A. 

Cela  donne  lieu,  comme  l'on  voit,  à  la  construction 
géométrique  très-simple  que  voici  pour  déterminer  le 
point  Z  :  mener  OK,  parallèle  à  XX,,  jusqu'à  la  ren- 
contre de  Wj,  et  diviser  XX,  en  Z  comme  W,  est 
divisé  en  K. 

La  relation  (7)  permet  de  déterminera  par  le  calcul, 
en  remplaçant  dans  le  second  membre  x  —  Xi  par 
u(x — Xi)  et  éliminant  ensuite  u  entre  l'équipollence  ainsi 
obtenue  et  l'équipollence  conjuguée.  Cela  donne  le 
moyen  d'avoir  ainsi,  dans  chaque  cas  particulier,  la  dé- 
termination du  mouvement  de  Z  et  celle  de  sa  vitesse, 
en  se  servant  des  relations  (5)  et  (6). 

uiccélérations. 
6.   L'accélération  étant  la  dérivée  géométrique  de  la 


{*)  Le  signe  ]|  employé  ici  est  celui  du  parallélisme,  c'est-à-dire  de  l'éga- 
lité de  direction,  indépendamment  de  la  grandeur. 
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vitesse  par  rapport  au  temps  aura  pour  expression 

^     '  dt  df         •'     ^    ' 

En  appelant  f  la  grandeur  de  la  vitesse,  et  9  son 
inclinaison,  on  a  v=:t^£' (*)  ce  qui  permet  de  donner 
encore  à  l'accélération  la  forme 


do  dm  I  dv 

dt  dt  \  dt 


r} 


p  étant  le  rayon  de  courbure. 

Cette  décomposition  peut  encore  s'effectuer  en  pesant 


V 


d'où  il  suit  que 


lo)  mv  =  — -  er      et      iy.\=zt 


On  peut  remarquer,  en  égalant  les  grandeurs,  qu'on 
obtient  ainsi  les  équations 


do 


(il) 

dt 

v 

et  aussi 

i'  =  ae 

1     m  dt, 

qui  peuvent  à  l'occasion  présenter  quelque  intérêt,  et 
dont  la  seconde  donne  le  rayon  de  courbure  au  moyen 
de  p.. 

Si  le  point  mobile  X  est  rapporté  à  des  coordonnées 

(*)  Rappelons  que  î  est  employé  i)our  e'. 


4H8 


polaires,  on  a 


12  X 


:i3 


dr   ,  r/9    , 

^Z-  dt 


il   ■'f'\ 

npr       f^yi,^  ,  l'y  dtl 

|_  r/r^        '^\dtlj^     '    r  dt 


décompositions  connues  de  la  vitesse  et  de  l'accélération. 

Accélérations  centrales. 

7.  Une  accélération  centrale  étant  assujettie  à  passer 
constamment  par  un  point  fixe,  prenons  ce  point  pour 
origine,  et  supposons  que  le  point  mobile  soit  déterminé 
par  des  coordonnées  polaires,  sous  la  forme  (12). 

Appelons  en  outre  w  la  grandeur  de  l'accélération  W5 
nous  aurons  alors 

c'est-à-dire,  par  comparaison  avec  la  relation  (14)5  qu'l 
faut 

,      d^ 
dt 


dt 

1  10  f^  --  z=z  c. 

'  dt 

Eu  d'autres   termes,  la  vitesse  aréolaire  -  c  est  con- 

2 

stante. 

Cherchons  maintenant  à  étudier  l'hodographe  du  mou- 
vement, et,  dans  ce  but,  exprimons-en  le  ravon  de  cour- 
bure. D'apiès  la  seconde  relation  (i  i),  il  suflit  pour  cela 

de  mettre —  sous  la  forme  m  -\-u!i^  comme  nous  le  fai- 

W  .  1         - 
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sions  (oui  à  l'heure  pour—»    el  le  rayon  de  la  eourhure 

w 
cherclié  sera  —  • 

Or 


r/w  ,         cl  H'   ^  riO    „         /  d(v 

w  =:  — —  £^  +  /«'  —  e^  = h  / 


nv 


dt  de  dl  \  dt 

en  vertu  de  l'équation  (  i6).  Donc 

diV 

,  w'  dt  c 

17)  —=:  -  +  f-^ 

'  W  »'  H 

et  par  conséquent  le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe 
est 

(18)  p;,==--, 

en  sorte  que  ce  rayon  de  eourhure  est  proportionnel  au 
produit  de  l'accélération  par  le  carré  du  rayon  vec- 
teur. 

Il  s'ensuit  immédiatement  diverses  conséquences  im- 
portantes, et  en  premier  lieu  celle  qui  est  relative  au 
cas  de  l'accélération  dont  la  grandeur  est  en  raison  in- 
verse du  carré  du  rayon  vecteur.  Il  est  clair  en  effet  que 
dans  cette  hypothèse  l'hodographe  sera  une  circonfé- 
rence, et  réciproquement,  pour  tout  mouvement  d'ac- 
célération centrale. 

Si  l'accélération  est  inversement  proportionnelle  au 
rayon  vecteur,  le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe 
est  alors  proportionnel  à  ce  rayon.  En  général,  si  w  est 
proportionnel  à  r",  p/,  sera  proportionnel  à  /"+*. 

8.   Voici   encore  une  propriété  commune  à    tous   les 
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mouvements  d'accélération  centrale,  et  qui  a  été  énoncée 
par  Hamihon. 

Si  X  et  X|  sont  deux  positions  du  mobile  sur  la  tra- 
jectoire; V  et  Vj   les  points  correspondants  de  l'hodo- 

Fig.  2. 

ï 


graphe  5  XY  et  X,Y  les  tangentes  à  la  trajectoire,  se 
rencontrant  eu  Y  •,  et  VU  et  ViU  les  tangentes  à  l'hodo- 
graphe,  se  rencontrant  en  U  \  alors  OY  est  parallèle  à  la 
corde  YV,  de  l'hodographe,  et  OV  est  parallèle  à  la 
corde  XXi  de  la  trajectoire. 

Ce  théorème,  qu'on  peut  très-facilement  démontrer 
géométriquement,  est  une  conséquence  de  la  constance 
des  aires.  En  voici  une  démonstration  analytique.  On  a 

X .  rj  V  —  cj  X .  V  =  X, .  cj  V,  —  cj  X, .  V I , 

Y  =  X  -r  j  V  =  X,  -T-  ji  V I ,     u  =  V  -f-  M X  =  V,  -f-  a,  X,  i 
d'où 

Y  .  cj  V  —  cj  T  .  V  ==  Y  .  cj  V,  —  cj  y .  V  , , 

Y  .  C  j  (  V  —  V ,  )  =:  C  j  Y  .  (  V  —  V ,  ) , 

et  par  consé([ueni 

YJI  V—  V,. 

On  a  de  même 


9.  On  peut  reconnaître  que,  pour  une  accélération 
centrale,  la  trajectoire  est  une  conique  chaque  fois  que 
l'hodographe  est  circulaire. 
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Dans  ce  cas,   la  vitesse  peut  évidemment  se   mettre 
sous  la  forme 

(19)  x  =  ai^  +  bi% 

9  étant  seul  variable  dans  celte  équipollence.  De  là 

Vf  =  10  ~i^, 
dt 

de  telle  sorte  que  la  direction  de  w  est  perpendiculaire  à 
celle  de  e"?.  Mais  celte  direction  de  l'accélération  est  la 
même  que  celle  du  rayon  vecteur  x  =  /"e"  i  par  consé- 
quent cp  -1- —  :==  0,  et  v  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(20)  v  =1  ne" —  ibe.^. 

Egalant  cette  valeur  à  celle  de  la  relation  (  i3)  et  divi- 
sant par  e", 

dr  d'à 

--  -1-  ir--  =«£  (""-")  —  ib, 

dt  dt 

OU  [formule  (  i6*)] 

dr  c  ,  .  r      •    ,  /  T 

—  -f-  /-  =  acos(a  —  9)  -t-  /[«sin(a  —  0    —  oj, 

et,  par  l'expression  de  l'égalité  des  parties  imaginaires, 

c 


21 


équation  d'une  conique  rapportée  à  son  foyer.    Ainsi, 

pour  l'hodograplie  circulaire,  la  trajectoire  est  toujours 

une  conique,  et  le  centre  des  accélérations  occupe  l'un 

des  foyers  de  cette  conique. 

La  loi  de  l'inverse  du  carré  de  la  distance  se  déduit 

d'ailleurs   immédiatement  du  calcul  ci-dessus,  puisque 

,,  ,  .  ,,      ,   Jcp        r/O        c 

w  est  cl  une  grandeur  proportionnelle  a  —-=—-  =  —  • 
^  ^      ^  dt         dt        r' 
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autres  propriétés  des  accélérations. 

10.  La  proportionnalité  des  aires  décrites  et  des 
temps,  pour  une  accélération  cenliale,  n'est  qu'un  cas 
particulier  d'une  propriété  plus  générale,  s'appliquanl 
à  tous  les  mouvements  plans  possibles. 

Soient  a  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  au  temps 
«  ^  X  le  point  mobile  -,  XH  la  vitesse  -,  XK  son  accéléra- 
tion. 

Ou  a  bien  évidemment 

^T  .  i  .  .  ^ 

— ■  =  aire  OXH  =  -7   x .  ci  v  —  cj  x .  v  j , 
dt  4  ^         '  ••  ^ 

Prenant  les  dérivées,  en  nous  rappelant  toujours  que 
v  et  w  sont  les  deux  premières  dérivées  de  x, 

d^T       i  ,        . 

— —  :=  -7  (  X .  Cl  w  —  Cl  X  .  W  :  =  aire  OXR. 

^^'       4  " 

Ainsi  la  vitesse  aréolaire  est  mesurée  par  l'aire  du 
triangle  OXH,  et  l'accélération  aréolaire  par  celle  de 
OXK  5  d'où  il  suit  que  cette  dernière  est  constamment 
la  dérivée  de  la  précédente. 

Pour  le  cas  d'une  accélération  centrale,  Taire  OXK  est 

II  '  ^°  1 

constamment  nulle  ;  consequemment  —  =  const.,  et  les 

aires  a  croissent  proportionnellement  aux  temps. 

Si  les  aires  croissaient  proportionnellement  aux  carrés 

des  temps,  on  aurait  —  ==•  const.  5  donc  aire  OXK  serait 

constante,  c'est-à-dire  que  l'accélération  serait  en  raison 
inverse  de  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  sa  direction. 
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Réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  on  aura 


Cpry 
dt'  ~ 

:  const.  --=  t 

d7 

Vt    ~ 

at-\-  b. 

n  = 

:  -    f  -\-   bt, 
2 

en  faisant  (coïncider  Torigine  des  aires  avec  la  position 
du  rayon  vecteur  à  l'origine  des  temps. 

11.  Le  deini-accroiss émeut  du  carré  de  la  vitesse, 
relatij"  à  Véléjnent  de  temps,  est  égal  au  produit  de 
r accélération  par  la  projection  sur  l'accélération  du 
chemin  élémentaire.  (Resal,  Cinématique  pure,  ^.66.) 

En  eiïet,  le  carré  ^''  de  la  vitesse  est  v.cjv;  d'où 

dt>^z=z  d\ .c\  V  +  v.cj  rfv  = -w-cj  v«/^  4-  \dt.c\  w 
=  V7  .  cj  ^^x  -1-  ^x  .  c j  \v , 

ce  oui  démontre  la  propriété  en  question. 

On  passerait  de  là  aux  déplacements  finis,  comme 
d'habitude. 

12.  Les  propriétés  de  l'accélération,  et  notamment  la 
décomposition  en  accélération  normale  et  accélération 
tangentielle,  permettent,  avec  une  grande  facilité,  d(; 
déterminer  et  de  construire  les  rayons  de  courbure  de 
certaines  courbes  (la  spirale  d'Archimède,  les  coniques, 
la  cycloïde,  par  exemple).  Nous  ne  développerons  aucun 
calcul  à  ce  sujet,  dans  le  seul  but  d'éviter  de  trop  allon- 
ger cette  Note.  Le  lecteur  y  suppléera  facilement. 

accélérations  des  divers  ordres. 

13.  Nous  avons  remarqué  que,  si  x  indique  la  posi- 
tion d'un  point  mobile,  v  sa  vitesse,  w  son  accélération, 
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V  et  w  sont  les  deux  premières  dérivées  de  x.  Nous  don- 
nerons le  nom  d'accélérations  des  divers  ordres  aux 
dérivées  suivantes  Wa,  Ws,  ....  L'accélération  du  se- 
cond ordre  Wj,  c'est-à-dire  la  deuxième  dérivée  de  la 
vitesse,  est  souvent  appelée  aussi  suraccélération  du 
mobile. 

Proposons-nous  de  chercher  à  décomposer  une  accé- 
lération d'ordre  quelconque,  comme  nous  l'avons  fait 
pour  la  première,  suivant  la  tangente  et  la  normale  à  la 
courbe.  A  cet  ellèt,  supposons  que  cette  décomposition 
soit  obtenue  pour  l'accélération  w^,  et  appelons  '^Vt,py 
iv„^p  les  deux  composantes.  Si  nous  prenons  la  vitesse, 
comme  plus  haut,  sous  la  forme 

il  est  évident  qu'on  aura 
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i"  './> 


Cela  posé,  pour  obtenir  Wp+i,  il  suffît  de  prendre  la 
dérivée  de  l'expression  (22),  ce  qui  donne 

,  .  do         V 

en  se  rappelant  toujours  que  — ^  =  -• 
Donc 

12  4  i  "''■p^''^~dr    "' 


c 

{  23  j  "'«.yj+i  =   --77  -  -T-  »■/,;,  -  •> 

Clt  0 

ce  qui  fournit  une  méthode  générale  pour  résoudre  le 

problème   proposé,    en   partant   des  premières  valeurs 

j  •  r  '^^ 

de  Wn  et  ^v„,  qui  sont,  comme  nous  1  avons  vu,  —  et  -• 
'     ^  '  dt  û 

I 

respeclivement. 
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Dans  ces  calculs,  les  dérivées  successives  de  p  se  pré- 
senteront évidemment.   On  peut  leur  donner  une  in- 
terprétation  géométrique  avantageuse;    car  on  a   tout 

d'abord 

r/p        dp  dv)  V 

dt        d'Sj  dt  p 

si  nous  appelons  pi  le  rayon  de  courbure  de  la  dévelop- 
pée de  la  trajectoire. 

Et  d'une  manière  générale,  si  pp  est  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  p^^^^  développée, 


P 


dt   -  ' ''^' 


Par  conséquent,  en  faisant  ces  substitutions,  au  fur 
et  à  mesure,  dans  les  dérivations  successives,  on  intro- 
duira les  rayons  de  courbure  des  développées  succes- 
sives de  la  trajectoire,  au  lieu  d'expressions  analytiques 
dont  l'interprétation  concrète  serait  peu  saisissable. 

Le  calcul,  fait  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  nous 
donne,  pour  les  composantes  de  la  suraccélération, 

d^v        f '  ('  dv         v'^ 

(2b  «',,3=—; ^,      »■„,,=  3-— -p,; 

^  dl^        p^  p  dt         p^  ' 

ei,  pour  telles  de  l'accélération  du  troisième  ordie, 
d^v         .  i''  dv  ('* 

''■^=573~^P^7/^V'^" 

r       \  ;  ,vd-v  I    ( dv\'        ,.  ('-      dv 

:>l)  {  "«,3  =  4  -  -77,-  +  3  -     —      -b-o,-^ 

'  p  dt^  p    \  (It  j  p'  '    dl 

-^  "^-s  Pi \?- -3' 

P  9  P 

On  voit  que  les  expressions  se  compliquent  singulière- 
ment à  mesure  qu'on  passe  d'un  ordre  à  un  ordre  supé- 


r^ 

3a. 

—  r 

fl', 

,î  — 

P 

P 

6ap' 

3a^ 

,      5 

M'/ 

■  3   ■ 

P' 

P 
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Les  circonstances  relatives  au  mouvement  uniforme, 
ou  au  mouvement  circulaire,  s'obtiendraient  respecti- 

venient  en  annulant  —1  — -»  •••5  ou  bien  en  annulant 
at     cti^ 

Pour  le  mouvement  circulaire  uniformément  varié, 
en  posant  —  =  a,  les  formules  ci-dessus  se  réduisent  à 


(fl.3  = 


Enfin,  dans  le  mouvement  uniforme  et  circulaire,  les 
accélérations  d'ordres  impairs  sont  normales;  celles 
d'ordres  pairs  sont  tangentielles,  ce  qu'il  est  très-aisé 
de  reconnaître  directement. 

14.  On  peut  avoir  quelquefois  intérêt  à  effectuer  la 
décomposition  d'une  accélération  d'ordre  quelconque, 
suivant  la  direction  du  rayon  vecteur,  et  perpendiculai- 
rement à  cette  direction.  Si  Wp  se  décompose  ainsi,  en  iip 
et  Zp,  et  si  x=  rs**,  on  aura 

(28)  \v^;  =  ["p-^  iZpU''; 

d'où,  prenant  la  dérivée  et  appelant  w  la  vitesse  angu- 

,   .       dO 
laire  -^■< 
dt 

(-9)      -.^>  =  [(^^  -  -.)  +  '•  (^'  +  0..,)]  ê, 

c'est-à-dire 

du,, 

~d't   -  "'^' 

Tt 


(3o)  ///,+, 


3 1  )  z^_H,  —  ^^ 


(  497  ) 

Ces  formules,  analogues  aux  relations  (24)  et  (aS), 
serviront  à  la  détermination  successive  des  composantes 
des  divers  ordres. 

Appelons  0/,  '1/,  ...  les  accélérations  angulaires   des 

,.  j         dw     fP(o  I       II  1         . 

divers  ordres  —,  -—->  "■■>  et  //,  // ,  q",   ...   la  vitesse 

et  les  accélérations  successives  de  translation  — ?   — ? 

dt     dt^ 

d?  r 

—  j   Alors  l'application  des  formules   (3o),  (3i), 

en  partant,  par  exemple,  de  la  vitesse  [q  -h  /w/je^  nous 
donne,  pour  les  composantes  de  l'accélération, 

(82)  u^z=.  q'  —  wV,      z,  =:?.&)//  -^  w'r; 

pour  celles  de  la  suraccéléralion, 

(33)  \  ,  , 

[   Zj  =  3w(7  -\-  3<ti  q  -+-  w'V  —  WjT; 

et  enfin,  pour  l'accélération  du  troisième  ordre, 

«3  =  (y'" —  6w^(7' —  laww'f/  —  f  3(i)'M-4"w")''  "*"  *^*''> 
z.,  =  4w'7"-l-  6w'7'+  4(""—  «')7  -•-  («'"  —  6û)'o/)r. 


(34 


Ces  calculs,  dans  le  cas  le  plus  général,  deviennent 
assez  compliqués;  mais  ils  se  simplifient  souvent  dans 
certaines  applications  particulières.  Par  exemple,  dans 
le  cas  où  <7  et  w  sont  constants  (mouvement  uniforme  sur 
une  spirale  logarithmique),  on  voit  que  les  accélérations 
successives,  suivant  le  rayon  vecteur,  sont 

et  celles  dirigées  dans  le  sens  perpendiculaire 

loq,    — M^r,    — 4'^''/''   "''''   6w^7,   — w'r,    — 8w'y,    ...; 
la  loi  de  formation  successive  est  ici  évidente. 

J,//i.  rie  Uacf„-inat.,  x'  série,  I.  XVII.  (Nov.   1S7S.)  Sa 
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lo.  Un  point  mobile  se  trouvant  en  X  à  un  instant 
donné,  soient  à  cet  instant  XUq,  XUi,  XUo,  ...  sa 
vitesse  et  ses  accélérations  successives  appliquées  en  X. 
La  loi  du  mouvement  de  l'un  quelconque  des  points  U 
est  aisée  à  déterminer,  car  on  a 

d'où 

dv„  d^  r„ 

— —  =  V  -t-  w„^„      --— -  =  w  -4-  w„+,. 
cit  at' 

Cela  fournit  le  moyen  de  résoudre  immédiatement,  et 
cela  par  une  construction  des  plus  simples,  le  problème 
suivant  : 

Connaissant,  à  un  instant  qtielconque,  la  position 
d^ un  point  mobile  X,  sa  vitesse  XUq  et  ses  accélérations 
successii'es  XUi,  XUj,  XU3,  ...,  déterminer  les  tan- 
gentes et  les  rajons  de  courbure  des  trajectoires  décrites 
par  les  points  Uq,  Ui,  U2,  .... 

Un  triangle  formé  par  deux  accélérations  XU„,  XU^ 
a  pour  aire 

Delà  on  déduit,  pour  la  dérivée  de  cette  aire, 

(35)  LD.aire(XU„U^;=aire(XU„^,U/,^  -f- aire  (XU„U„+,  ), 

propriété  plus  générale  encore  que  celle  du  n°  10. 
Si  p  =  n  -{-  i,  la  relation  (35)  se  réduit  à 

(36)  (JD.  aire  (XU„U„+,;=  aire  (XU„U„+2). 

Ainsi  :  /  aire  du  triangle  que  forment  deux  accélérations 
d^ordres  consécutifs  a  pour  dérivée  T  aire  du  triangle 
formé  par  la  première  de  ces  deux  accélérations,  avec 
celle  qui  la  suit  de  deux  rangs. 
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jyiouvement  d'une  Jîgure  dans  un  plan. 

16.  Considérons  le  déplacement  fini  d  une  figure  plane 
dans  son  plan.  Soit  OX  une  droite  quelconque  de  la 
figure,  qui  vient  en  OiXj.  Prenons  O  pour  origine, 
«.'t  posons  OOi  =  a;  enfin  appelons  a  l'angle  des  deux 
directions  OX,  OiXj.  Il  est  visible  que  la  figure  peut 
être  amenée  de  sa  première  position  à  la  seconde,  par 
une  translation  marquée  par  A,  suivie  d'une  rotation 
égale  à  a  autour  du  poiut  Oj.  Cela  nous  donne 

(37)  X,  =:A  +  X£'-. 

En  appliquant  cette  relation  au  point  Û,  tel  que 

ce  qui  donne 

f  38  )  il  =  — —  . 


le  point  O  restera  immobile,  c'est-à-dire  que  le  mouve- 
ment considéré  équivaut  à  une  rotation  autour  de  ce 
point. 

La  construction  de  Q  se  fait  de  la  manière  la  plus 
simple,  en  traçant  sur  OOj  comme  base  le  triangle  iso- 
scèle  OI2O1,  dont  l'angle  au  sommet  OOOi  est  égal  à  a 
en  grandeur  et  en  signe. 

S'il  s'agit  maintenant  d'un  mouvement  infiniment 
petit,  le  point  £l  prend  le  nom  de  centre  instantané  de 
rotation  ;  la  formule  (  38  )  devient  alors 

3q  a:=t 

a 

17.  Considérons  maintenant  le  mouvement  continu 
d'une  figure  plane;  soient  M  la  position  prise  à  l'instant  t 

32. 
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par    le    point  qui   coïncidait  d'abord   avec   Torigine   O 
et  )^  l'angle  tolal  dont  a  tourné  la  Ggure  à  cet  instant  t. 

D'après  le  numéro  précédent,  si  nous  appelons  O  le 
centre  instantané  de  rotation,  nous  aurons 

„  du 

ci  K 

et  par  suite 

(  40  )  £1  =1:  M  -f-  / • 

Cette  équipollence,  m  et  X  étant  donnés  en  fonction  du 
temps,  nous  représente  le  lieu  des  centres  instantanés 
sur  le  plan  fixe. 

Si  nous  ramenons  la  figure  mobile  à  l'origine,  en  sup- 
posant qu'elle  entraine  avec  elle  le  point  û,  et  que  celui- 
ci  vienne  ainsi  en  Aq,  le  lieu  des  points  Ao  sera  évidem- 
ment donné  par  l'équipollence 

(4i)  Ao=-^. 

Nous  avons  ainsi  le  lieu  des  centres  instantanés  liés  à  la 
figure  mobile,  ramené  à  l'origine. 

Le  roulement  de  la  courbe  (40'  ^^''  ^^  courbe  (4o) 
comme  base,  représente  le  mouvement. 

Un  point  ayant  Xq  pour  position  initiale  et  entraîné 
par  la  figure  mobile  viendra  au  temps  t  en  un  point  X 
donné  par  la  relation 

(42)  X=:M  4-  \^z'\ 

La  courbe  roulante,  dans  une  position  quelconque  répon- 
dant à  l'instant  f',  aura  pour  équipollence 

43  A  =  m'  -J .-  £'■'  ~  m'  +  /  -—  ;'•'-'•• 
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Ici  t!  devra  être  considéré  comme  fixe,  el  t  comme  va- 
riable indépendante.  Il  est  évident  que,  si  Ton  donne  à  t 
la  valeur  /',  on   tombera  sur  l'expression  (4o),  c'est-à- 
dire  que  A  coïncidera  avec  û. 

Pour  cette  valeur  particulière  l\  la  différentielle  de  A, 
(jui  est 


se  réduit  à 


-,    r  /^/m 

r/A  ==  £*  -M  (la  -+-  id  I  — 


(hi'  +  id     -—     =  d£l. 


On  reconnaît  donc  que  les  deux  courbes  (0]  el  (A) 
sont  tangentes  au  point  considéré,  et  que  les  vitesses  sont 
égales,  ce  qui  montre  bien  que  le  roulement  s'effectue 
sans  glissement. 

18.  D'après  la  relation  (4^-)?  ^^  vitesse  d'un  point  X 
quelconque  est 

d\        I  ,.    -, ,        '^  I      ■  dj,i\ 

dt        dt^  dt    \  di.  ) 

Or,  en  retranchant  la  relation  (4o)  de  (42), 

X  —  li  =:X„î''  —  '  —rr* 
dk 

Donc 

,  ,,,  d-x.         id\  ,  ■  , 

144)  -^.  =  -^^^-")- 

19.  Si,  pour  obtenir  raccéléiaiion  du  point  x,  nous 
différenlions  la  relation  (44)>  uous  trouvons  sans  peine 


($  =  -(,-.^^1 


d\V- 
de) 


(45; 

i  ,  ,  dn       di  da 

l  ^  dt'  dt  dt 


[     0O2     ) 

Ce  résultat  connu  se  prête  à  un  énoncé  facile  en  langage 
ordinaire,  et  il  s'obtient,  comme  l'on  voit,  sans  intro- 
duction de  considérations  géométriques. 

En  différentiant  simplement  Féquipollence  (42),  on 
peut  aussi  mettre  l'accélération  sous  la  forme 

qui  est  également  d'une  interprétation  facile. 

Remplaçons  la  vitesse  angulaire  instantanée—  par  w, 

pour  plus  de  simplicité,  dans  les  formules  précédentes, 
et,  partant  de  la  formule  (45)  par  exemple,  cherchons 

la  condition  pour  que  l'accélération -—  s'annule.  En  ap- 
pelant U  le  point  pour  lequel  il  en  est  ainsi,  nous  aurons 


(47)  "  =  " 


dt 


dut 
dt 


c'est-à-dire  que,  pour  chaque  position  de  la  figure,  il  y  a 
un  point  U  (centre  des  accélérations)  et  un  seul,  dont 
l'accélération  est  nulle. 
On  peut  écrire  encore 


nu 


[-1] 


aU  I  I  — 


d£i 
lu 

d(t> 
1t 

dw  n  du 

'dt 


Cela  nous  montre  que  la  perpendiculaire  élevée  en  U 
à  la  droite  ÛU  coupe  la  direction  de  la   tangente  coni- 
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mune  aux  courbes  roulantes  en  un  point  A,  tel  que 

(IQ. 
48  liA^co-— -, 

(Ifli 

lu 

et  la  normale  commune  en  un  point  B  tel  que 

(49)  a^  =  -, 

Si  0)  est  constant,  le  centre  des  accélérations  se  réchiil  au 
point  B,  lequel  est  d'ailleurs  indépendant  du  temps, 
puisqu'on  peut  écrire 

dD. 

aB  =  —  /  — 

d\ 

Pour  cette  raison,  on  donne  souvent  au  point  B  la  déno- 
mination de  centre  géoniétiique  des  accélérations. 
En  faisant  les  mêmes  calculs  sur  la  formule  (46),  on  a 

~dF 


MU 


dt 


et,  en  procédant  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  ver- 
rait que  la  perpendiculaire  à  ]MU  en  U  coupe  respecti- 
vement l'accélération  du  point  JM  et  une  perpendiculaire 
à  cette  accélération  en  deux  points  A'  et  B',  tels  que 


5o]  MA' 


~dt^ 
(5i)  MB'=^/--— 

~lu 
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Donc,  si  l'on  joint  le  centre  des  accélérations  à  un  point 
quelconque  M,  et  si  l'on  élève  parce  centre  une  perpen- 
diculaire à  la  droite  ainsi  menée,  celte  perpendiculaire 
coupera  l'accélération  du  point  M,  et  une  perpendicu- 
laire, en  deux  points  déterminés  respectivement  par  les 
relations  (5o)  et(5i)  ci-dessus. 

De  plus,  l'angle  du  rayon  vecteur  UM  avec  l'accéléra- 

lion  de  M  a  évidemment  pour  tangente  — ;  ou - 

Il  serait  facile  de  déduire  de  là  de  nombreuses  pro- 
priétés des  accélérations,  et  particulièrement  celles  qu  a 
données  M.  Transon,  et  dont  on  trouve  l'exposé  dans 
l'excellent  Traité  de  Cinématique  pure  de  M.  Resal. 
Mais  nous  nous  bornerons  ici  à  ces  considérations. 

20.  En  prenant  les  dérivées  successives  de  l'équipol- 
lence  (46),  il  est  aisé  de  voir,  sans  même  effectuer  le 
calcul,  qu'on  pourra  toujours  égaler  à  zéro  chacune  de 
ces  dérivées,  et  que  cela  donnera  chaque  fois  une  va- 
leur,  et  une  seule,   pour  Xq.   Donc  il  y  a  un  centre 

des  accélérations  U„  pour  les  accélérations    '-    d'un 

ordre  ii  quelconque. 

Si  nous  reprenons  la  relation  (42) 

X  =  M  -f-  Xn£'', 

pt  si  nous  la  difïérenlions  successivement,  nous  aurons 
dx       dm        d  . 

Vt^'dF'^dt^'"'''^'' 
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Cela  nous  montre,  par  conséquent,  que  V accélération 
d'ordre  quelconque  d'un  point  X  de  la  figure  se  com- 
pose de  t' accélération  de  même  ordre  d\in  point  M 
quelconque  et  de  l'accélération  que  prendndt  le 
point  X  si  la  figure  tournait  ejjectii^ement  autour  du 
point  M  auec  les  'vitesses  et  accélérations  angulaires 
successives  du  mouvement  véritable. 

Si  maintenant  nous  choisissons,  pour  le  point  M,  le 
centre  instantané  û  dans  la  première  équation,  le  centre 
des  accélérations  U  dans  la  seconde,  le  centre  des  surac- 
célérations U2  dans  la  troisième,  .  .  . ,  le  centre  U„  des 
accélérations  d'ordre  n  dans  la  n-hi"'""',  ce  qui  natu- 
rellement déplace  chaque  fois  l'origine ,  les  premiers 
termes  des  seconds  membres  disparaîtront,  eu  vertu  de 
la  définition  même  des  centres  U„. 

Il  ne  nous  restera  plus  que  des  formules  de  la  forme 

(53)  -—  =  — -'xos'M. 

Donc  i' accélération  d'ordre  quelconque  n,en  chaque 
point  de  la  figure,  est  la  même  que  si,  la  vitesse  et  les 
accélérations  angulaires  successives  restant  identi- 
ques, le  mouvement  se  produisait  effectivement  autour 
du  centre  des  accélérations  du  w'^"""  ordre. 

Ce  théorème  est  obtenu  par  M.  Resal  dans  son  Traité 
de  Cinématique  (p.  3i4)i  par  une  méthode  peut-être  un 
peu  moins  simple  que  celle-ci. 

PuOBLÈME. 

21.  On  a,  sur  un  plan,  n  points  mobiles  X^Xj,  ..., 
X„,  respectivement  animés  des  vitesses l^^Y ,,  XsYa,  ..., 
X„V„.  Pour  chacun  d'eux,  on  construit  lé  triangle  OAY 
directement  semblable   à  0X\',   OA  élanl    une  droite 
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fixe,  de  longueur  donnée.  Pour  un  point  Z,  ayant  la 
'vitesse  ZU,  on  construit  aussi  le  triangle  OAT,  direc- 
tement semblable  à  OZU.  Comment  le  point  Z  doit-il 
être  déduit  des  points  Xi,  Xj,  .  .  • ,  X„,  pour  que  T  soit 
à  chaque  instant  le  centime  de  grax'ité  des  points  Yj, 
Y»  Y  ? 

Ce  problème  fait  Tobjet  de  renoncé  n°  72  de  la  Nou- 
velle correspondance  malliématique  (t.  II,  p.  63). 
Ou  le  résout  très-simplement  en  remarquant  qu'on  a 

OA  OXj,         x^,  ^  N,. 

De  là 


:î:aY/,  =  oa 


dt 


De  même,  nous  avons 


dx 

dt 
AT  =  OA 


La  condition  ([ue  T  soit  le  centre  de  gravité  des  points  Y 
nous  donne  donc 


ou 


dz 

r/x, 

r/Xj 

d\n 

dt 

H           •  

~dl 

~~dt 

-4-                -4- 

dt 

Z 

X, 

x„ 

dz 
z 

r/x, 

d\. 

r/x„ 

.-f-  ■ — - 

X;i 

■grani 

//  log  -  = 

loyx, 

4-  logx.-+- . 

..-i-log 

c  \    X.  Xj. 
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Ainsi  It;  point  Z  doit  se  déduire  de  X|,  X.,,  .  .  . ,  X„, 
de  telle  sorte  que  OZ  soit  la  moyenne  géométrique   de 
OXi,  OXo,   .  .  .    (en  grandeur  et   en  direction),   multi- 
pliée par  une  constante  géométrique. 


SUR  L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE  mi  TROÎSIEIIE  DEGRE 
ET  SLR  LA  QIESTION  802  (*)  (Sylvestf.f.); 

Par    m.    Edouard    LUCAS. 
I.  Considérons  Téqualion  du  troisième  degré 

d'une  courbe  en  coordonnées  rectilignes  et  homogènes; 
soit  nii  un  point  dont  les  coordonnées  (Xi, jj,  -Zj)  sont 
rationnelles,  et  qu'il  est  facile  de  rendre  entières  5  on  a 
ainsi  nne  première  solution  en  nombres  entiers  de  l'équa- 
tion proposée.  On  peut  obtenir  de  nouvelles  solutions, 
en  nombres  entiers,  de  l'équation,  par  l'un  des  trois 
procédés  suivants  : 

i"  Si  l'on  mène  la  tangente  à  la  courbe  en  uii,  cette 
droite  rencontre  la  courbe  en  un  autre  point  m  dont  les 
coordonnées  sont  encore  rationnelles;  par  conséquent, 
d'une  première  solution  de  léquation  (i)  on  déduit,  en 
général,  une  nouvelle  solution  [x,  y,  z)  de  cette  équa- 
tion, par  les  formules 

Cependant,  lorsque  la  tangente  est  parallèle  à  l'une  des 
asymptotes,    ou  lorsque   la  tangente  est   menée  par  un 

(*)  ISoin'ellrs  Annales,  :>.'  sciic,  l.  \l,  p.  ;)'i. 
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poînl  d'inflexion,  on   n'obtient    pas  de  solutions  nou- 
velles. 

2°  Si  ^i  et  ///,  désignent  deux  points  dont  les  coor- 
données (oTi,  )'-,,  Zi)  et  (Xj,  j  2»  2^2)  sont  rationnelles,  et 
par  conséquent  entières,  on  obtient,  en  général,  une 
nouvelle  solution,  en  prenant  l'intersection  de  la  sécante 
/7/jmj  avec  la  courbe,  c'est-à-dire  par  les  équations 


/(•^»7,  z)  =  o, 


X   y    z 

■r-i  y-,  Zi 


=  0, 


en  tenant  compte  des  relations 

f[^\,X\,  Zij  =  o,    f[x^,y2,  ^1:  =  0. 

3°  Si  l'on  connaît  cinq  solutions  de  l'équation  pro- 
posée, on  obtient,  en  général,  une  sixième  solution,  en 
prenant  le  point  d'intersection  avec  la  courbe,  de  la  co- 
nique passant  parles  cinq  points  qui  correspondent  aux 
solutions  données  5  on  peut  d'ailleurs  supposer  plusieurs 
de  ces  points  réunis  en  un  seul,  et  en  particulier  tous  les 
cinq  réunis  en  un  seul. 

La  méthode  donnée  par  Fermât  pour  l'équation 

(i)  a,'-Hj=  =  A:', 

et  par  Lagrange,  pour  l'équation  générale,  revient  au 
premier  procédé.  La  méthode  donnée  par  Cauchy  pour 
l'équation 

kx~  H-  Bj)  '  -}-  C z'  :=  3  Yixyz 

revient  au  second  (  *  ) . 

IL  Nous  considérerons  plus  particulièrement,  dans  ce 
qui  suit,  l'équation  (i).  On  doit  supposer  différents  cas; 


(*)  ^oir  Recherches  sur  les  ouvrages  de  Léonard  de  Fisc,  |).  /jç). 
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en  effet,  pour  certaines  valeurs  de  A,  l'équation  (i)  est 
impossible,  et  ainsi,  par  exemple,  pour 

A  =  I,  2,  3,  4>  5, 
ainsi  que   pour   d'autres  valeurs  générales,  indiquées, 
pour  la  piemière  fois,  par  M.  Sylvester,  dans  la  ques- 
tion 802. 

Quant  aux  équations  possibles,  elles  sont  dites  mono- 
basiques, bibasigueSj  etc.,  suivant  que  l'on  peut  ré- 
soudre complètement  l'équation  proposée,  par  les  for- 
mules qui  résultent  du  premier  procédé,  en  partant 
d'une,  de  deux,  etc.,  solutions  fondamentales.  Il  existe 
d'ailleurs  des  équations  monobasiques  et  bibasiques, 
ainsi  que  nous  le  montrerons  plus  tard;  cependant  nous 
ajouterons  que  cette  idée  de  classification  et  de  résolution 
est  due,  je  pense,  à  M.  Sylvester,  qui  possède,  depuis 
longtemps,  un  Mémoire  inédit  sur  ce  sujet  intéressant. 

III.   Voici   maintenant  l'énoncé  de  la  question  802  : 

p  et  q  désignant  des  nombres  premiers  respective- 
ment des  formes  1 8  /z  4-  5  et  1 8  7i  -f-  1 1 ,  il  est  impos- 
sible de  décomposer  en  deux  cubes,  soit  entiers,  soit 
fractionnaires ,  aucun  des  nombres  sui\^ants  : 

p,  ip,  4/>=;   q\   2 7%  4<7. 

Soit  d'abord  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

(l)  .T^-^y'z=zpz\ 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  premier  de  la  forme 
i8«  H-  5,  en  nombres  entiers  et  premiers  entre  eux.  Le 
cube  d'un  nombre  entier  divisé  par  9  donne  pour  reste 
o,  -i-  I  ou  — 15  donc,  pour  que  l'équation  (1)  soit  pos- 
sible, il  faut  que  z'  soit  divisible  par  9,  et,  par  suite, 
2  =  3  Zj.  Cela  posé,  nous  considérerons  deux  bypotlièses, 
suivant  que  z  est  impair  ou  pair. 


(     3  10     ) 

1^  z  impair.  Alors  x  —  y  el  x  '\-  y  sont  impairs;  on  a 

.t}  h-  r'  =  ( -ï  h-  JV"  )  f  ■'^"  —  j:/  H-  JK^  )  =  ;  ^  -+-  J")  M 

et 

4  M  =  3  (  J7  —  7]^  +  (x + j  ;=>  ; 

par  conséquent  M  est  divisible  par  3,  et  non  par  une 
puissance  supérieure;  de  plus,  les  diviseurs  premiers  de 
M  appartiennent  à  la  forme  6A  -t-  i;  on  doit  donc  poser, 
avec  z,  =  aè, 

.r  +  j-  —  3=  pà"^     M  =  3  è= 
et,  par  suite, 

d'ailleurs  h  doit  èlre  de  la  forme /--h  3  g-,  /"et  i^  éiant 
premiers  entre  eux;  on  a  ainsi 

(3)  <      i^=  F=^-3G^ 

'  4^'^=(F  —  3Gi-r-3(F-+-G]% 

et,  en  identifiant  d'après  (2)  et  (3), 

.T.  -^  Y 
F+G3=  -— ±   =:3/;fl=. 

Mais  le  développemeuL  du  cube  à.Q.f-v-Q\^  —  3  doniKî 

F=/(/^-C)^^),      G  =  35'i/^-â^^); 
par  suile, 

/(/'--  9»'^  +  3s'(/=—  g'    =  3/^rt'  : 

doncy^serait  divisible  par  3,  par  suite  Z>,  et  aussi  x  etj, 
que  nous  avons  supposés  premiers  entre  eux.  Par  con- 
séquent, z  ne  peut  être  impair. 
2°  En  supposant  z  pair,  on  aurait 


M  = 


[-¥h'^-7-) 


(  5ii    ) 
et,  puisque  x  et  >  sont  impairs,  il  en  est  de  même  de  M; 
on  doit  donc  poser,  avec  z  =:  6al>, 

X -\- J  =^?>-.l^.pa^,      M  =3/-''', 

et,  par  suite, 

Soient  encore 
ou  en  déduira 

G  =  — ^,    ou    §  (/'  — g''^  =  4/'"'; 

d'ailleurs  y- -;- 3^^-  ety^-+-3i,''  —  4»"=^^  —  g'  sont 
impairs  :  donc  g  est  pair,  et  Ton  doit  poser,  avec  a^^^c/.^y^ 

On  déduit  de  ces  deux  décompositions 

ces  deux  équations  sont  semblables  à  l'équation  (i);  on 
ramène  doue  l'équation  proposée,  dans  laquelle  l'une 
des  inconnues  contient  le  facteur  3^-,  à  une  autre  sem- 
blable, dans  lac{uelle  l'une  des  inconnues  ne  contient 
plus  que  le  fadeur  3'"^',  en  continuant  de  même,  on 
ramènera  l'équation  proposée  à  une  autre  de  même 
forme,  dans  laquelle  aucune  des  inconnues  ne  sera  divi- 
sible par  3.  Donc  l'équation  proposée  est  impossible. 

La  démonstration  précédente  s'applique  encore,  eu 
remplaçant  le  nombre  premier  /?  =  i8«-+-5  par  le 
carré  du  nombre  premier  ç  =  iS?i  -{-  n  ■ 


(    5l2    ) 

IV.  Considérons  maintenant  l'équation 

(41  j:^  H-  j-^  =  2"  A  2% 

dans  laquelle,  A  étant  impair,  le  coefficient  2"A  repré- 
sente l'un  des  quatre  nombres  2;?,  2^^,  4/?^,  47-  Nous 
supposerons  deux  cas,  suivant  que  z  ne  sera  pas  ou  sera 
divisible  par  3  ;   d'ailleurs,  x  et  y  sont  impairs. 

1°  Lorsque  z  n'est  pas  divisible  par  3,  on  arrive  faci- 
lement à  l'équation 

/'  —  pg'*  est  impair,  en  même  temps  que  b=^  P  -\-  3^", 
et  l'on  a  l'une  ou  l'autre  des  deux  décompositions 

1  /=;2"-'Aa^  I  /=  2"-ia% 

/-f-3^=:P%  OU       ■f-^2,g  =  k^\ 

f/_3-=7';  \  f^Zg  =  y^, 

Ces  deux  décompositions  conduisent  aux  deux  équa- 
tions 

3,  _^  y^  =  2"  A  a\      ou      A  3=  -i-  7^  =  2"  a% 

impossibles  suivant  le  module  9,  puisque,  pour  la  pre- 
mière, les  indéterminées  a,  |3  et  y  ne  sont  pas  divisibles 
par  3. 

2°  Lorsque  z  est  divisible  par  3,  on  arrive,  en  posant 
z  =  Zab,  à  l'équation 

et,  puisque  y-  — g^  est  impair,  à  l'une  des  décomposi- 
tions 

,  ^—o'— 'Aa',  [  i,''  =  2''-'a\ 

f^g=0^^^  OU        •/-r-è^  =  Ap% 

f—S  —  fy  '/—g  =  7'; 

la   seconde  décomposition   conduit  à  une  éf[uaiion  déjà 


(  5i3_) 
reconîiue  impossible  5  la  première  conduit  à  l'rquation 

p^  —  y'  =  2"  A  rj.\ 

Celle-ci  est  de  même  forme  que  l'équation  (4);  mais 
l'iiidélerminée  du  second  membre  contiendra  un  fac- 
teur 3  en  moins.  On  conclura,  comme  pour  l'équa- 
tion (i),  que  l'équation  (4)  est  impossible  à  résoudre 
en  nombre  entiers. 

Remarque  I.  — En  rapprochant  les  résultats  de  M.  Syl- 
vester  avec  ceux  d'une  Note  précédente  (*),  on  en  déduit 
le  théorème  suivant  : 

L'équation 

.ry  (  .r  -i-  j-  )  =  A  z^ 

est  impossible,  011  nombres  rationnels,  en  exceptant  les 
valeurs  égales  ou  nulles  des  indéterminées,  dans  les  cas 
suivants  : 

A  =  i,   2,   3,  4,    18,   36,  yj,   ip,  ^p\   (j\    iq%   47' 

p  désignant  un  nombre  preuder  de  la  forme  18/i  H-  5, 
et  q  un  nombre  prenuer  de  la  forme  1 8  «  H-  1 1 . 

En  faisantj^=  i,  on  obtient  plusieurs  théorèmes  con- 
cernant les  nombres  triangulaires,  et  le  produit  de  deux 
nombres  consécutifs;  en  faisant /=  j:  -h  1,  on  en  déduira 
ceux  qui  concernent  les  nombres 

j.- (jr -f- i)  (2.r -h  1),      et      2  .r  (  2  j: -1- i)  (  2X  H- 2). 

Remarque  II.  —  De  même,  en  rapprochant  les  résul- 
tats obtenus  par  Fermât  et   par  M.  Genocchi,  sur  les 


(*)  Nouvelles  Annales,  2*  séiie,  t.  XVM,  p.  425. 

Ânn.  fie  MathémaC.yi'^  série,  t.  XVII.  (Novembre  i  ^78.)  33 


(  5i4  ) 
nombres  congruents  (  *),   avec  ceux  (rune  Note  prccé- 
denle  {**],  on  eu  déduit  le  théorème  suivant  : 

V  équadon 

■^j(-^ +j)  (•^— j)  =  Az- 

esl.  impossible,  en  nombres  ratioîinels^  dans  les  cas  sui- 
vants : 

A  — 1,2,    p,iq, 

p  ctêsignant  un  nombre  premier  de  la  forme  8«4-3, 
eL  q  un  nombre  premier  de  Informe  S/z  -i-  5. 

On  observera  que  les  résultats  généraux,  obtenus  par 
M.M.  Genocchi  et  Sylvester,  constittient  des  progrès  im- 
portants, pour  arriver  à  la  solution  de  deux  problèmes 
posés  depuis  près  de  uingt  siècles. 


AU  SUJET  DES  CAS  D'IMPOSSIBILITÉ  Dl^E  SOLITIO\ 
M'»ÎBRES  E\TîËRS  DE  LEQlATiON  x^zha  =  y^; 

Par  m.  E.  de  JONQUIÈRES. 


Paruii  les  nombres  contenus  dans  le  tableau  par  lequel 
se  termine  la  page  879  du  tome  X\  II,  a''  série,  des  i\'ozi- 
welles  Annales^  il  s'en  est  glissé  un  inexact  :  c'est  —  SSp. 
Les  lecteurs  que  cette  question  intéresse  ont  d'ailleurs 
pu  s'en  apercevoir  eux-mêmes  aisément;  car,  d'après  la 
règle  que  j'ai  posée  (p.  876,  ligne  i4)  pour  les  nombres 
de  cette  catégorie,  on  doit,  pour  obtenir  les  valeurs  de  a 


(*)    Annali  di    Scienze   mateniatiche ,    etc.,    da   B.  Tortolini,    t.  VI, 
p.  299.  —  Il  Cimento,  Rivista  di  Scienze,  etc.,  t.  VI,  p.  6-p;.  Turin,  i855. 
(**)  SonveUes  Annales  de  Machémaciqiief,  2"  série,  (.  WII,  p.  433. 


(  5i5  ) 
en  tête  desquelles  a  été  écrit  le  nonil)re  fautif  —  SSp, 
commencer  par  écrire  la  suite  des  nombres,  positifs  et 
négatifs,  qui  appartiennent  aux  formes 


savoir  : 

-i3|     - 


8Z>  +  3,     Sb-^5,     Sb-hy, 

-9l      -51      -3|       -.1        3|        5| 


en  former  les  cubes  respectifs,  et  retrancher  de  ceux-ci 
les  puissances  consécutives  de  4  à  partir  de  la  deuxième, 
ce  qui  donne,  respectivement,  les  séries,  indéfinies  tant 
dans  le  sens  horizoïital  que  dans  le  sens  vertical  : 


-221 3 
-2261 


-i3/,7 
-1395 


745 
985 


i4'|- 
189 
38i 
'1^9 


43 

-  9' 

—  283 


—  '7 

-  65 

—  257 

—  1025 


-37 
-229 

-997 


109 

61 

-i3i 

-^99 


279 

87 

-681 


i3i5 

1267 
1076 


2181 
2i33 

.173 


Ce  tableau,  plus  complet  que  celui  de  la  page  879  pré- 
citée, contient  d'ailleurs  tous  les  nombres  inscrits  à  cette 
page,  sauf  le  nombre  —  359,  qui  est  égal  au  cube,  dimi- 
nué de  16,  du  nombre  —  7,  dont  la  forme  8^  -f-  i  est 
précisément  la  seule  à  exclure  de  la  catégorie  daiis  la- 
quelle il  figure. 

Quant  aux  nombres  ou  valeurs  de  a,  cités  au  mèmt! 
endroit  (ligne  4)  en  remontant)^  ils  ont  été  obtenus,  con- 
formément à  la  règle  posée  p.  376,  §  II,  1°,  en  formant 
les  cubes  des  nombres  négatifs  et  positifs  des  formes 
8&-h  I,  8Z>-f-3,8(6-f-7,eten  retranchant  4  de  chacun 
de  ces  cubes. 

Ceux  de  la  troisième  catégorie  (ligne  dernière)  ne 
peuvent  donner  lieu  à  aucune  difficulté  ni  méprise  pro- 
venant d'une  interprétation  incorrecte  du  texte  de  la 
règle  qui  s'y  rapporie  à  l'endroit  cité. 

33. 


(  5i6  ) 

CORRESPONDANCE. 


1.  M.  C.  Landré^  ancien  répétiteur  de  Mathématiques 
à  l'Université  d'Utrecht,  actuellement  professeur  à  Dor- 
dreclit  (Pays-Bas),  nous  commtiniqne  une  jNote  assez 
étendue  sur  l'application  des  coordonnées  Irilinéaires  à 
diverses  questions  relatives  à  la  dislance  d'un  point  à 
une  droite,  et  à  la  distance  de  deux  droites  parallèles, 
définies  par  des  équations  données. 

Les  observations  et  solutions  de  M.  Landré  sont  sans 
aucun  doute  Lien  exactes  5  mais  les  formules  en  coordon- 
nées triiinéaires,  auxquelles  ces  questions  conduisent, 
sont  loin  d'être  aussi  simples  que  celles  qu'on  obtient, 
en  résolvant  les  mêmes  questiojis,  au  moyen  des  coor- 
données cartésiennes. 

2.  M.  A.  Goldeiiherg^  professeur  de  xMatliématiques 
h  Moscou,  donne  de  la  question  12oo  [voir  p.  43o)  une 
solution  entièrement  fondée  sur  la  proportionnalité  des 
côtés  homologues  des  triangles  semblables,  et  il  en  con- 
clut ce  théorème  : 

Soient.  M  un  j)oint  pris  dans  le  plan  d'un  triangle 
ABC,  à  une  distance  Rj  du  cenlie  du  cercle  circonscrit 
au  triangle,  et  Pj,  P,,  P3  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  point  M,  su?-  les  côtés  BC,  CA,  AB^  le  rap- 
port de  l'aire  du   triangle  P,  P,  P3  à  celle  du  triangle 

ABC  est  exprimé  par  la  formule  — -;        '  ?  dans  laquelle 

R  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Quand  Rj  =  R,  l'aire  du  triangle  PjP^Ps  s'annule, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  points  P,,P.2,  P3  sont 
en  ligne  droite;  c'est  la  di'oite  dite  de  Simpso/i. 


(  ^'17  } 
3.   Une  lettre  anonyme,  qui   nous  est  adressée  d'une 
ville  du  Danemark,  contient  la  solution  suivante  de  !a 
question  du  Concours  d'agrégation,  déjà   résolue  (nu- 
méro de  juillet,  p.  5 16)  : 

«  On  donne  la  longueur  de  la  bissectrice  de  l'an- 
gle A  d\iii  triangle  ABC,  et  la  somme  des  deux  côtés 
AB,  AC  (jui  comprennent  cet  angle  :  on  demande 
d^ étudier  la  -iiariation  de  la  surface  du  triangle,  ainsi 
que  les  variations  de  l'angle  A  et  des  côtés  AB,  AC. 

))  Soient  Y^  z  les  deux  côtés  de  l'angle  A  ;  a  la  bissec- 
trice ;  D  le  point  où  elle  rencontre  BC  5  s  la  somme j^ -4-  z, 
et  d  la  différence  j'^ —  z,  en  supposant  j^z. 

»  Les  surfaces  des  triangles  ADB,  ADC,  et  de  leur 
somme  S  ^^  ABC,  donnent  l'écjuation 

\     ,  ,    .     A         I  .  .     A         A 

-  x(  K -h  Z]  sm  —  =:;  -  }  3  sm  A  =j'csiri  —  cos  -■> 

et  la  solution  immédiate 


-,['■■ 


S  =  -  a^  sin  —  =  —  «5  t  / 
2  1        1         y 


»  La  discussion  est  très-facile.  î^'augle  A  et  la  surface  S 


obtiennent  leur  maximum  pour 


A        ■>.  a      ^^        I        .— ,—  s 

ri  r=  o  ;      cos  -  =  -  -  :     S  r^z  -  y.  Js^  —  A  «  »      >•  =  s  z=  —  : 
2  ,v  2      *  ^  1 

el  leur  minimum  pour 

A 


(  5i8  ) 
»   Pour  a  =  -)  il  n'y  a  (ju'une  seule  fcolulion  du  pro- 
blème; et,  pour  a^-î   aucune.  » 

4.  Extraits  d'une  lettre  de  M.  Catalan. 

»  1°  La  conique  des  neuf  points  lavoir  p.  281)  est 
mentionnée  (sauf  la  dénomination)  dans  le  Manuel  des 
Candidats  à  l'Ecole  Polytechnique  (t.  I,  p.  479 )i  ^^ 
centre  de  cette  conique  est  le  milieu  commun  des  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  ou  les  mi- 
lieux des  diagonales,  du  quadrilatère  formé  par  les  points 
donnés  [loc.  cit.)  ». 

»    2''  Remarque  sur  le  nombre    10  (^voir  p.  429)  : 
»  Le  nombre   10  est  la  somme  des  carrés  des  deux 
nombres  impairs  consécutifs;  le  carré  de  10  estla  somme 
des  carrés  de  deux  nombres  pairs  consécutifs;  d'autres 
nombres  jouissent-ils  des  mêmes  propriétés  (*)  ?  » 

5.  M.  Albert  Lacazette,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux, 
démontre,  par  un  calcul  assez  simple,  la  proposition 
1276  (l'o/r  p.  477)5  6t  il  observe  qu'on  démontrerait  de 
même  que  la  puissance  d'un  point  quelconque  O  de 
l'espace,  par  rapport  à  la  sphère  circonscrite  à  un  té- 
traèdre ABCD,  a  pour  expression 

a-'  OBCD  J-  IP  OACD  -^  c'  OARD  —  ^^  OARC 
AbCD  ' 

<7,  b^c,  d  étant  les  longueurs  des  droites  OA,  OB, 
OC,  OD;  et  les  volumes  OBCD,  .  .  .  recevant  des  signes 
convenables, 

6.  La  question   1265  a  été  résolue  par  M.  Eugène 

(*)  Foir,  p.  J2I,  une  réponse  à  cette  question. 


(  5i9  ) 
Deltna^^  élève  du  lycée  de  Lyon  ;  la  queslion  1271,   par 
M.  Coitereau,  élève  du  lycée  Charlemagne;  et  les  ques- 
tions 1271,  127 i,  par  M.  Pisani. 
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Cardan's  method.  By  Otis  H.  Kendall,  assistant  professor  in  the 
University  of  Pennsylvania. 

V.  An  extension  of  Taylor's  theorem.  By  /.  C.  Glashan, 
Ottawa,  Canada. 

4.  Eléments  de  Géométrie,  comprenant  des  notions 
sur  les  courbes  usuelles  et  de  nombreux  exercices;  par 
F.  I.  C.  (*).  ?>"  édition,  1878,  suivie  d'un  appendice,  à 
part;  il  en  sera  rendu  compte. 


(*)  Chez  les  éditeurs:  Tours,  Alfred  Marne  et  fils,  iraprimeui-s- 
libraires.  Paris,  Poiissielgue,  frères,  rue  Cassette,  17.  —  Propriété  de 
l'Institut  des  Frères  des  écoles  chrétiennes. 


(     ^21     ) 

KOTE  SIR  L\  RÉSOLUTION  EN  NOMBRES  ENTIERS  ET  POSITIFS 
Dl]  SYSTÈME  DES  DEIX  ÉQUATIONS  INDÉTERMINÉES 

x  =  4y'-^^^    X- =  z- -+■  {z-h  i)'-^ 


i.  La  question  posée  par  i\J,  Catalan  (p.  5i8,  2°)  con- 
duit à  ces  équations;  car,  en  nommant  ^x  un  nombre 
remplissant  les  conditions  énoncées,  et  }  ,  z  d'autres 
nombres  entiers,  on  aura 

2.r  rt=  (t>j  —  l)^  -+■  (27  +  l)'n=  8 /■■'+  "X; 
(  I  )  X  =z  4  J^  -i-  I . 

4^=  ~z  (2Z)2+  [2Z-\-  -2)'=  83=4-83+4; 
(2)  x-'~z^  -4-(z  +  l)=. 

2.   J^'équation 

{■2)  ^2  =  s'-H  (3+  l)' 

donne,  en  supposante  impair, 

a:  =  a'  +  fi-,      z=z  oT-  —  3%      z  -|-  i  =  2  a(3, 

où  a  et  (3  désignent  des  nombres  entiers,  premiers  entre 
eux,  el  liés  par  la  relation 

(  3  )  p'  H-  2  afi  —  a^  =  I , 

qui  exige  que  a  soit  pair  et  |3  impair. 

D'autre  part,  chacune  des  deux  expressions  a'-H/S" 
et  4y'  -+- 1  représentant  la  valeur  de  x,  on  a 
(4)  a'-i-[i^  =  4j^  +  i, 

et  en  retranchant,  membre  à  membre,  l'équation  (3)  de 
l'équation  (4),  il  vient 

2a=  —  2alii=:4j'j      '^{'^  —  P)=^j'« 
Mais  a  et  a  — /3  sont  premiers  entre  eux;  de  plus,  a  est 
pair    el    a  —  (i    impair;    donc    y.^-o.p'^^    y.  —  (3  =  </■, 
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Çj  =  a/j"  —  ^%    où   p  et  (j  sont  des   nomliics    cnlicis. 
Au  moyen  de  la  substitution  de  2p-  et  2/?'  —  a' h   a 
et  |3,  Téquation  (3)  devient 

(2/;'  -  7' ;^  -^  47^^(2/.^  -  7';  -  4/^'  -=  ' , 
ou 

Pour  que  y~  soit  rationnel,  il  faut  que  Sp^ -\~  1  soil  le 
carré  d'un  nombre  impair  2/-!-  i,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

r  I  r  -1-  i  ) 

S/j^ -J- 1  =4'^~^~4''~^ '>    8/;^— ^  4'"^"^  4'";  p''=^~ ■• 

Or,  aucun   nombre  triangulaire^  excepté  l'unité,  n'est 
égal  à  un  bicarré  (*)  :  donc  /■  r=r  i,  p-  :r=  i-  il  s'ensuit 

(7-  =  I,  a  =  2,   ,3=1,  3  =  3,  j'  =^  I,  jc  =  5; 
d'où 

2.r  r=  10. 

3,   Si  ;:  était  j^iair,  on  aurait 

j:  =  a"-f-pS      :; -t- I  :=  a- —  p-,      s  =  2a3,     a}  —  p-  — 2a6=:i, 

a,  |3  premiers  entre  eux,  p  pair  et  a  impair. 
Et,  à  cause  de  a-  H-  ,6"  :::^  4j  "  +  1 1 

2  S-  H-  2  a[j  ^=  ^r-,      p[p  +  -x]  =  2J-. 
Par  suite, 

OU 

•7'  —  ^P-^"-  -^  ^P'  '=  1 .     7'-'  =  4/^'  —  S  8/>'  —  I , 
et,  comme  précédemment, 

Delà, 

a  :=  —  I ,        ,3  =  2,       S  =  —  4'      j'  =  ï  >       -^  =  5. 
(*;  Legendbe,   Théorie  des  nonihres,  éd.  de  i83o,  t.  II,   p.  ~. 
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Ainsi,  ou  a  encore  2,r  ^-  lo;  il  en  laul  conclure  que 
lo  est  le  seul  nombre  qui  jouisse  de  la  double  propriété 
d'être  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  impairs 
consécutils,  et  d'avoir  pour  carré  la  somme  des  cairés  de 
deux  nombres  pairs  consécutifs.  G. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  BANS  LES  IVOIYELLES  ANNALES 


Question   1286 

(voir  ?■  série,  t.  XVII,  p.  435!); 

Par    m.    p.   TERRIER. 

Deux  droites  de  même  longueur,  OA,  OB,  et  un 
point  P  sont  donnés ,  une  droite  mobile,  passant  par  le 
point  P,  coupe  OA  en  Ai  et.  OB  en  Bj.  On  décrit  deux 
cercles  ayant  pour  centres  Aj  et  Bj,  et  passant  respec- 
tivement par  A  ei  B.  Trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  communs  à  ces  deux  cercles.  (Duoz.) 

Les  droites  a  eX.  h  tangentes  au  cercle  OA  en  A  et  B, 
et  la  corde  MJN  (réelle  ou  idéale)  commune  aux  cercles 
Al  et  Bi,  sont  les  axes  radicaux  des  cercles  O,  A,  et  Bj, 
considérés  deux  à  deux.  La  corde  MN  passe  donc  par  b^ 
point  d'intersection  Q  des  tangentes  a  et  /?,  et  la  puis- 
sance de  ce  point,  par  rapport  aux  points  ]M,  jN,  est  égale 
au  carré  de  QA.  Le  lieu  des  points  iM,  N  est  donc  un 
cercle  qui  a  son  centre  au  point  P,  avec  lequel  les  cen- 
tres Aj  et  Bj  sont  alignés. 

Note.  Autres    solutions   de   MM.    Morct-BIanc  ;    Killon,  répétiteur  au 
lycée  du  Havre;  Jean  (iriess;  Ç..  Vagane;  l"'au(|ueinl)er[jue. 
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Question  1290 

(voir  ?.*  série,  t.  XVII,  p.  479); 

Par  m.  J.  de  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon. 

Soient  ;*,  i\^i\^  r^  les  rajons  des  cercles  tangents  aux 
côtés  (V un  triangle }  démontrer  que 

(T.  MiTciiEsoN,  B.  A.;  L.  C.  P.) 
Les  formules  connues 

s  =  rp,     s  =  r,  [p  —  n], 
s  =  r-Ap  —  b),      s  =  rj^p  —  c),      s  =L[rr^r,rAY 
donnent 

L  L 

p=:  [r-'  A,  rj/"3 )\     p  —  fj  =:  :  rr,-'  r^r^ ] '  , 

\^  \_ 

p  ~  h  -=  [I  r.rr'r.,]-,      p  —  c  z=z  [  rr^r.r^-^)  '  . 

Si  de  trois  fois  la  première  de  ces  quatre  équations  on 
retranche  la  somme  des  trois  dernières,  on  a 

L  L  1 

4-  ^1  ^-  c  =  3  (/—'  r,  rif^y  —  [rrr'r-ir^]  '  —  (rr,  Tj-'  r^]  ''  —  [rr,  rjT-j-') 

Note.  Solutions  analogues  de  MM.  Ch.  CocAes;  Moret-Blanc;  C.  Boell, 
élève  du  lycée  du  Havre;  E.  Fauquembergue.  maître  répétiteur  au  Lycée 
de  Saint-Quentin;  Robaglia,  maitre  répétiteur  au  lycée  d'Alger. 


Question  1292 

(voir  ?.•  série,  t.  XVII, p.  480); 

Par   iNI.    C.   H.,  abonké. 

Démontrer  qud  est  impossible  de  résoudre  en  nom- 
bres entiers  aucune  des  trois  équations 

(1)  .r^ +x^  -4- j;^  H-xJ  H- j*  H- jc^ -+- x^  =  9.j-»-f- 8, 

(2)  .r-'^-j«  =  9.2-f-  7, 

(3)  x^ -\- y=^ ']  .  z -\- 5 .  Laisant.) 
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i"  Il  est  évident,  d'après  l'équation  (i),  que  les  sept 
nombres  Xy,  x,,  .  .  . ,  X7  ne  sont  pas  tous  multiples 
de  3;  car,  dans  ce  cas,  leur  somme  serait  multiple  de  9. 

Or,  la  sixième  puissance  d'un  nombre  non  divisible 
par  3,  étant  égale  à  un  multiple  de  9,  augmenté  de 
l'unité,  le  premier  membre  de  l'éqnation  (i)  est  néces- 
sairement de  la  forme  g.n  -\-  r^  on  r  représente  un  en- 
tier moindre  que  8.  Donc  l'équation  (i)  est  impossible 
on  nombres  entiers. 

2°  Remar(|uoas  de  môme  que,  dans  Tocjuation  (2),  les 
nombres  x,  y  ne  peuvent  être  tous  deux  multiples  de  3. 

Si  aucun  de  ces  nombres  n'admet  3  comme  facteur,  on 
aura 

x^  =.  Çfmzïz  I  ,      j''  :=:  g .  «  +  I  ; 

.r^  H- j"  :=:  gz -(-- 2,      ou      a:'  -+- j>  ••  =  gz. 

En  supposant  x  divisible  par  3,  on  a 
.T^  -\-  y"  z=  ij  z  -h  } . 
Enfin,  si  ^^  est  multiple  de  3,  il  en  résulte 

Donc,  en  représentant  par  r  un  nombre  moindre  que  9, 
l'équation  x^  -^j'''  =  92:  -h  r  n'admet  de  solutions  en- 
tières que  pour  /-^o,  =  i,  =:=  2,  =  8. 

3"  Le  cube  d'un  nombre  premier  avec  7,  étant  égal  à 
un  multiple  de  7,  augmenté  ou  diminué  de  l'unité,  le 
premier  membre,  o:^ -j- y'',  de  l'équation  (3)  ne  peut 
avoir  que  l'une  de  ces  formis  : 

73,     7z-f-i,     7z-i-2,     734-6. 

Et,  par  consé(|uent,  aucune  des  équations 

a:''  H-  j''  =  7  z  H-  3  ,      =1  7  z  -f-  4 ,      z=i']z  -\-  5 
n'admet  de  solution  entière. 

Note.  La  mémo  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 
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QUESTIONS. 


1295.  Démontrer  : 

i**  Que,  si  une  solution  de  Téquation  indéterminée 

«1  _|_  (,3  _f_  x^  -f- J^  =  G 

est  donnée  par  l'égalité 

a'-f-  fi'  -|-73_i_rî3  — o, 

on  obtient  une  nouvelle  solution  en  faisant 

«  -=  a  (  p  +  7  -f-  -J  ',  —  S-  H-  y'  -i-  'f-, 

V  =P>[  y.  ^-  y  -.-  rî  ;  —  «■'  H-  y^  -+-  'î% 

.r  —  y  ;  a  -I-  fi  -^  rj ,  +  a=  -T-  P'  —  tf', 

>-  =r  (î  (  a  +  p  H-  y  ':  -+-  y?  -H  fi'^  —  y\ 

2**  Que,  si  Ton  part  de  cette  seconde  solution  pour  en 
obtenir  une  troisième  par  le  même  procédé,  on  retoni- 
bei'a,  à  un  facteur  commun  près,  sur  les  valeurs  a,p,y,'5. 

(S.  Realis.) 

1296.  Si  les  égalités 

Aa^  -+-  B  fi^  -t-  Cy'  =  o,      A  a'=  -\-  B  p-'  -;-  Cy'^  =  o 

représentent   doux  solutions  coiinuci,  distinctes,  de  l'é- 
quation 

A.r^  +  By^  -'-  Cz^  =  o, 

une  troisième  solution  sera  donnée  par  les  formules 

X  =  Bpfî'  (aS'  —  y.'  fi  ;  H-  Cyy'(«7'  —  a'y  i, 
j  =  C77'(py'-(i'y)  -^  A  aa' [  ^a' —  (5'«), 
3  =  A  -y.x'  i  ya'  —  7'  a  '  -;-  B  ^^'(7,6'  —  7'  S  ;. 

(S,    Realis.) 
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1297.    Décomposer    lo     quadruple    et     le     carré    de 
4/?"  -I-  27//®  eu  uue  somme  de  deux  cubes. 

(Edouard   [,ucas.) 

4298.  Décomposer  le  nombre  x^-  —  9-J^^->  et  son 
double,  en  une  somme  de  deux  cubes. 

(Edouàp.d  Lucas.) 

1299.  La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres 
entiers  n'est  jamais  égale  au  double,  an  triple,  au  sex- 
tuple d'un  carré.  (Edouard   Lucas.) 

1300.  La  somme  des  x  premiers  nombres  triangu- 
laires n'est  jamais  égale  au  double,  au  triple,  au  sex- 
tuple d'un  carré.  (Edouaud  Lucas.) 

1301.  Dans  un  segment  d'une  conique  quelconque, 
inscrire  le  trapèze  maximum;  la  corde  qui  limiie  le  seg- 
ment devant  être  uue  des  bases  du  trapèze. 

(F.  Gabriel-Marie.) 

1302.  Dans  une  conique  à  centre,  inscrire  le  quadri- 
latère maximum  ayant  pour  un  de  ses  côtés  un  diamètre 
donné,  et  pour  côté  opposé  une  corde  parallèle  à  une 
droite  donnée.  (F,  Gabuiel-Marie.  ) 

1303.  Trouver  toutes  les  solutions  entières  de  l'équa- 
tion X'  H-  yx  =  2y{v  -t-  3)  (}  -  -f-  3j^  -h  5). 

(LiONNET.) 

1304.  La  somme  des  distances  du  cercle  circonscrit, 
aux  deux  côtés  AB,  AG  du  triangle  inscrit  ABG,  est 
égale  à  la  corde  menée  par  le  point  C,  perpendiculai- 
rement à  AG  dans  le  cercle  décrit  sur  DG,  comme  dia- 
mètre; D  étant  le  milieu  de  l'arc  BG.  (A.  Gambier.) 

1 305.  On  donne  un  faisceau  F„  de  courbes  de  l'ordre  ti 
et  une  droite  r/;   diaque  point  D  de   d  détermine  une 
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courbe  de  F„.  Démonlrer  que  l'enveloppe  de  la  tangente 
en  D,  à  la  courbe  déterminée  par  ce  point,  est  de  la 
classe  2  7Z  —  i,  de  l'ordre  4["  —  i  )  «  ^l^e  la  droite  r/est 
une  tangente  multiple  de  Tordre  ^{fi  —  i  ) -,  que  la 
courbe  a  4[n  —  2)  [ti  —  3)  points  doubles,  3(  2/î  —  3) 
points  de  rebroussement,  qu'elle  n'a  aucun  point  d'in- 
flexion 5  que  les  tangentes  en  [ii  —  i  )  points  de  rebrous- 
sement passent  parles  [n  —  i  )  points  qui  correspondent 
à  l'infini  dans  l'involution  que  les  courbes  du  faisceau  F„ 
marquent  sur  la  droite  d. 

Examiner  le  cas  où  A  points  de  la  base  de  F„  se  trou- 
vent sur  la  droite  d. 

Construire  la  courbe  dans  le  cas  où  /i  =  2.  en  suppo- 
sant :  i''  que  les  quatre  points  de  la  base  du  faisceau  des 
coniques  se  trouvent  d'un  même  côté  de  la  droite  c?; 
2*^  que  trois  de  ces  points  se  trouvent  d'un  côté  de  d,  et 
le  quatrième  de  l'autre  côté.  (E.   Dewulf.  ) 

1306.  On  donne  une  conique  C,,  et  trois  points 
A,  B,  C.  Par  chaque  point  P  de  C,  passe  une  conique 
circonscrite  au  triangle  ABC,  et  tangente  à  C,  en  P, 
et  chacune  de  ces  coniques  coupe  la  conique  fixe  en  deux 
autres  points  M,  N. 

L'enveloppe  de  la  droite  MN  est  de  la  quatrième  classe, 
du  sixième  ordre;  elle  n'a  pas  de  point  d'inflexion;  elle 
est  doublement  tangenie  aux  côtés  du  triangle  ABC;  elle 
a  quatre  points  doubles,  six  points  de  rebroussement. 
Les  tangentes  de  rebroussement  sont  les  tangentes  à  Cg, 
aux  six  points  où  les  côtés  du  triangle  ABC  coupent  cette 
conique.  (E.  Dewulf.) 
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CONSTRUIRE  LES  AXES  DINE  ELLIPSE,  ÉTANT  DONNÉS 
DEIX  DL\MÉTRES  CONJIGIÉS; 

Par  m.  a.   MANNHEIM  (*). 


1.  Faisons  rouler  {fi-g-  i)  une  circonférence  I  de 
centre  /',  dans  l'intérieur  d'une  circonférence  O  de 
centre  o  dont  le  rayon  est  double  du  rayon  de  la  pre- 

Fig.  I. 


mière.  Un  point  quelconque  de  la  circonférence  I  décrit 
alors  un  diamètre  de  la  circonférence  O.  Je  dis  qu'w/i 
point  quelconque  du  plan  de  la  circonférence  I  décrit 
une  ellipse. 

Soit  m  le  point  décrivant,  menons  le  diamètre  mi'. 
pendant  le  roulement,  les  extrémités  c,  g  de  ce  dia- 
mètre décrivent  les  droites  oc^  og.  On  a  alors  un  seg- 


(*)  J'ai  retrouvé  cette  courte  Note  en  réunissant  les  matériaux  d'un 
Ouvrage  que  je  me  propose  de  publier  sous  le  titre  de  Géométrie  ciné- 
matique. 

Ann.de  Mathcmat.,  ?.<"  série,  t.  XVII.  (Décembre   1878.)         34 
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menl  cg  de  grandeur  constanle,  dont  lt*s  exlrémilés 
glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  -,  le  point  m  de  ce 
segment  décrit  une  ellipse  ('«),  dont  les  axes  sont  en 
direction  oc  et  og  et  dont  les  demi-axes  ont  pour  lon- 
gueurs ?}ic,  nig. 

La  normale  en  m  a  l'ellipse  (m)  passe  par  le  point  de 
contact  e  des  circonférences  I  et  O.  Celte  normale  ein 
rencontre  la  circonférence  I  en  J,  et  la  droite  od,  qui  est 
perpendiculaire  à  em,  est  parallèle  à  la  tangente  en  m  à 
l'ellipse.  Le  diamètre  od  est  donc,  en  direction,  conju- 
gué du  diamètre  oni. 

Cherchons  la  longueur  du  diamètre  conjugué  de  om. 
Pour  cela,  considérons  le  point  m  comme  un  point  du 
segment  éd.  Pendant  le  roulement  de  I,  ce  segment  reste 
de  grandeur  constante  et  se  déplace  dans  l'angle  eod\  le 
point  e  décrit  la  droite  eo  et  le  point  d^  la  droite  od. 
Lorsque  le  point  e  est  venu  en  o,  la  droite  em  coïncide 
avec  la  droite  od  et  le  point  m  est  venu  en  72,  de  façon 
que  on  soit  égal  à  em.  Mais  nous  avons  vu  que  od  est 
la  direction  conjuguée  de  om\  donc  le  demi-diamètre 
conjugué  de  om  est  égal  à  eni. 

D'après  cela,  si  l'on  donne  les  deux  demi-diamètres 
conjugués  o/;i,  on^  on  opérera  ainsi,  pour  avoir  les  axes 
de  l'ellipse  [m]  : 

Du  point  ni,  on  abaisse  sur  le  diamètre  no  la  perpen- 
diculaire nid.  On  porte  sur  cette  droite  le  segment  em 
égal  au  demi-diamètre  no.  Sur  oe,  comme  diamètre, 
on  décrit  une  circonférence  et  l'on  trace  le  diamètre 
im  de  cette  circonférence  :  les  droites  oc  et  og  sont  les 
directions  des  axes  de  [m)  et  les  segments  me,  nig  sont 
les  longueurs  des  demi-axes . 

2.  Si,  au  lieu  de  porter  no  en  me,  on  porte  le  même 
segment  en    sens  inverse  en   7?ie',  on  achèvera  la  con- 
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struction,  comme  précédemment,  en  décrivant  une  cir- 
conférence sur  oe'  comme  diamètre.  L'ellipse  (m)  peut, 
en  effet,  être  engendrée  par  le  point  lu  considéré  comme 
marqué  sur  la  droite  g^c',  qui  est  égale  à  la  demi-diffé- 
reuce  de  ses  axes.  On  a,  en  même  temps, 

me  z=.  me     et     mg'  =3  wo'. 

Puisque  me'  est  parallèle  à  oe,  les  droites  oe,  oe'sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse  ('«). 

Nous  venons  de  voir  que  les  segments  oe,  oe'  sont 
respectivement  égaux  à  la  somme  et  à  la  différence  des 
demi-axes  de  cette  courbe;  nous  retrouvons  alors  cette 
construction,  donnée  par  M.  Cliasles  dans  son  aperçu 
historique,  p.  362,  pour  résoudre  le  problème  dont  nous 
nous  occupons  : 

((  Par  r extrémité  A  d' un  des  deux  demi-diamètres 
donnés,  on  mènei'a  une  droite  perpendiculaire  au  second 
demi-diamètre i  on  portera  sur  cette  droite j  à  partir 
du  point  A,  deux  segments  égaux  à  ce  second  demi- 
diamètre; 

))  On  joindra^  par  deux  droites,  les  extrémités  de 
ces  segments  au  centre  de  la  courbe- 

»  On  divisera  en  deux  également,  par  deux  nou- 
velles droites,  Vangle  que  ces  deux  premières  feront 
entre  elles  et  son  supplément  j 

»  Ces  deux  nouvelles  droites  seront,  en  direction,  les 
deux  axes  principaux  de  l'ellipse; 

»  La  somme  des  deux  premières  droites  sera  égale 
au  grand,  axe,  et  leur  différence  sera  égale  au  petit 
axe.    » 

3.  Pour  arriver  à  la  construction  1,  nous  n'avons  pas 
eu  besoin  do  recourir  aux  propriétés  des  diamètres  cou- 

34. 
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j ligués  d'une  ellipse.  Ces  propriélés  peuvent,  an  con- 
traire, s'en  déduire. 

Dans  la  circonférence  1,  on  a 

rng  X  wc  =  /ne  X  "'^  =  on  X  ont  sin nom. 

Ainsi  :  le  produit  de  deux  diamètj^es  conjugués  par 
le  sinus  de  l'angle  quils  comprennent  est  égal  au  pro- 
duit des  axes  de  l'ellipse. 

Dans  la  circonférence  I,  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances du  point  m  aux  extrémités  d'un  diamètre  quel- 
conque est  constante.  On  a  alors 

mo  -i-  me  =  me  -h  mg  , 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  de  deux  dia- 
mètres conjugués  de  V ellipse  (  m)  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  axes  de  cette  courbe. 

A.  Nous  allons  montrer  comment  on  peut  arriver  à  la 
construction  précédente  par  une  tout  autre  voie,  et  sans 
avoir  besoin  de  connaître  la  construction  delà  normale 
en  un  point  de  la  ligne  décrite  pendant  le  roulement 
d'une  courbe  sur  une  autre. 

Appelons  toujours  o/7i,  on  (fig.  2)  les  deux  demi- 
diamètres  conjugués  donnés.  Sur  oji,  comme  diamètre, 
décrivons  une  circonférence  de  cercle  et  menons  ol  per- 
pendiculairement à  on. 

Si  nous  construisons  des  triangles  tels  quejph  homo- 
thétiques  au  triangle  lom^  le  lieu  des  points  h  est  une 
ellipse  (m)  qui  a  pour  diamètres  conjugués  om  et  on. 

(On  peut  remarquer  qu'on  aura  la  même  ellipse,  en 
construisant  des  triangles  tels  (\uej'ph,  homothétiques 
au  triangle  l'o  m.  ) 

Au  point  y^du  cercle  correspond  le  point  A  de  l'el- 
lipse m,  et,  comme y/i  rencontre  la  circonférence  en  un 
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aulre  point  que  /,  on  aura  sur  celle  droite  un   autre 
point  de  Tellipse   [ni).  Si   alors  nous  menons  à  la  cir- 
conférence de  centre  o  une  tangente  parallèle  à  /m,  cette 

Fis-  2. 


droite  rencontrera  la  circonférence  en  deux  points  infi- 
niment voisins  auxquels  correspondront,  sur  l'ellipse, 
deux  points  infiniment  voisins  :  en  d'autres  termes,  la 
tangente  au  cercle  o,  menée  parallèlement  à  ////,  est 
aussi  tangente  à  l'ellipse  (/«). 

De  la  même  manière,  nous  pouvons  dire  qu'une  tan- 
gente à  la  circonférence  o,  menée  parallèlement  à  l' m, 
est  tangente  à  {ni)- 

Les  droites  ml,  nil\  étant  parallèles  à  des  tangentes 
communes  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  concentriques, 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse  ("')• 

Comme  les  droites  Ini,  l' ni  sont  égales  et  parallèles 
à  oe,  oe'  obtenus  comme  précédemment,  nous  retrouvons 
ainsi  la  première  partie  de  la  construction  de  M.  Chasles. 

Cherchons  les  axes  de  l'ellipse  (  vi). 

Faisons  tourner  le  quadrilatère  ophf  autour  de  o,  de 
façon  que  o/vienne  coïncider  avec  ol.  Le  point  p  vient 
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sur  la  circonférence  décrite  sur  ol  comme  diamètre-,  le 
côté  ph  passe  par  le  point  «7,  où  cette  circonférence  est 
rencontrée  par  oin^  parce  que  l'angle  hpf  est  égal  à 
l'angle  mol,  et  que  l'un  des  côtés  de  cet  angle  passe 
par  l:  enfin  le  point  h  sera  un  point  du  segment  capable 
de  l'angle  y/j^  décrit  sur  Iq . 

Quel  que  soit  le  point  /^pris  sur  la  circonférence  o, 
on  aura  un  point  correspondant  sur  l'ellipse  ('«),  et.  en 
répétant  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  ramènerons 
ce  point  de  l'ellipse  sur  le  segment  capable  dont  nous 
venons  de  parler.  Ce  segment  contient  alors  le  point  /«, 
et,  comme  l'angle  Iqni  est  droit,  ou  l'obtient  simplement 
en  décrivant  une  circonférence  sur  Im  comme  diamètre. 

Les  distances  du  point  o  aux  points  de  celte  dernière 
circonférence  sont  respectivement  égales  aux  longueurs 
des  demi-diamètres  de  l'ellipse  (m).  Menons  alors  du 
point  o  la  droite  oj  passant  par  le  centre  j  de  la  circon- 
férence décrite  sur  /m  5  cette  droite  rencontre  cette  cir- 
conférence en  a  el  b  :  les  segments  oa  et  ob  sont  alors 
l'un  maximum,  l'autre  minimum;  par  suite,  le  seg- 
ment oa  est  le  demi-grand  axe  de  (m)  et  ob  le  demi-petit 
axe  de  cette  courbe.  On  voit  aussi  que  m/,  ou  son  égal  oe', 
est  égal  à  la  différence  des  demi-axes  de  l'ellipse  [ni). 

Si  nous  avions  considéré  le  quadrilatère  of'fjh  nous 
aurions  trouvé  de  la  même  manière  que  ml',  ou  son 
égal  oe,  est  égal  à  la  somme  des  demi-axes  de  [m).  Nous 
retrouvons  ainsi  la  deuxième  partie  de  la  construction 
de  M.  Chasles. 

Joignons  le  pointa  aux  points  /  et  m.  Les  droites  è/, 
bm  sont  également  inclinées  sur  lin  et  oj .  Comme  cette 
dernière  droite  est  parallèle  à  ml' ,  on  voit  que  bl  et  bm 
sont  également  inclinés  sur  ml,  ml  et  donnent  alors  la 
direction  des  axes  de  [m).  ISous  avons,  par  suite,  la 
construction  suivante  : 
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On  mène,  à  parlir  du  point  o,  une  droite  ol  égale  et. 
perpendiculaire  à  on.  Sur  ml,  comme  diamètre,  on 
décrit  une  circonférence.  On  joint  le  point  o  au  centre  j 
de  cette  circonférence.  Celte  droite  coupe  la  circonfé- 
rence i  aux  points  a  et  b  :  les  segments  oa,  ob  sont  les 
longueurs  des  demi-axes  de  l'ellipse  [m) ,  et  les  droites  Ib., 
nib  sont  parallèles  aux  axes  de  cette  courbe. 

Celle  consiruction  revient  à  la  conslruction  que  nous 
avons  donnée  précédemment,  et  qu'on  obtient  en  décri- 
vant une  circonférence  sur  oe' comme  diamètre. 

5.  En  faisant  usage  de  la  circonférence/,  on  arrive  à 
un  certain  nombre  de  théorèmes.  Nous  n'énoncerons 
que  les  doux  suivants,  pour  ne  pas  nous  écarter  de 
notre  sujet,  en  appelant  correspondantes  des  droites 
telles  que  of  et  oh. 

Les  axes  de  l'ellipse  (/n)  font  respectivement  des 
angles  égaux  avec  les  diamètres  correspondants  de  la 
circonférence  o. 

Le  diamètre  de  V ellipse  [ni),  qui  fait  un  angle  maxi- 
mum avec  le  diamètre  correspondant  de  la  circonfé- 
rence o,  est  moyen  proportionnel  entre  les  axes  de 
l'ellipse  [m),  etc.,  etc.,  etc. 

6.  Les  axes  de  l'ellipse  [m)  étant  les  bissectrices  des 
angles  formés  par  oe  et  oe' rencontrent  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  oee'  aux  points  où  celte  courbe 
est  coupée  par  la  tangente  en  m  à  ('«),  puisque  cette 
droite  est  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  ee  . 
Celle  remarque  donne  une  conslruclion  de  la  direction 
des  axes  de  [m)  et  conduit  à  ce  théorème  connu  : 

Le  produit  des  segments  comptés  sur  la  tangente  en  m 
à  [m),  entre  ce  point  et  les  axes  de  la  courbe,  est  égal 
au  carra  du  dnnidiantèfre  parallèle  à  cette  tangente. 
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SUfi  M  THÉORÈME  DE  M.  UOIJYILLE, 
CONCERi\ANT  LA  DÉCOMPOSITIO\  DES  NOMBRES  EN  BICARRÉS; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


M.  Liouville  a  démontré,  dans  son  cours  au  Collège  de 
France,  qu'un  nombre  quelconque  est  une  somme  de 
53  bicarrés,  au  plus.  On  peut  abaisser  cette  limite  à  4i' 
En  effet,  il  résulte  de  l'identité  des  deux  expressions 


et 


■r- 


f.r  — ri» 


+(,)-  +  z]*-h  (r— sj'4-  ij-h  «'/+  (j— «)'+  [z-huy-h  [z—uy 

que  le  sextuple  du  carré  d'un  nombre  quelconque  est  une 
somme  de  12  bicarrés,  puisque  Ton  sait  qu'un  nombre 
quelconque  est  une  somme  de  4  carrés.  Par  suite,  le  sex- 
tuple d'une  somme  de  3  carrés  est  décomposable  en 
36  bicarrés.  Mais  Legendre  a  démontré  que  tout  nombre 
de  la  forme 

H p  -h  i,  2,  3,  5,  6 

est  une  somme  de  3  carrés;  donc  tout  nombre  de  la 
forme 

^Sp  -{-6,   12,   18,  3o,  36 

est  une  somme  de  36  bicarrés,  au  plus.  Soit  R  le  reste 
de  la  division  d'un  nombre  N  par  48  ;  en  retrancbant 
de  N  une  ou  plusieurs  fois  les  bicarrés  i*,  2*,  3*,  on 
ramène  le  reste  R  à  l'un  des  nombres  6,  12,  18,  3o,  36, 
et  l'on  arrive  à  former  le  tableau  suivant,  qui  contient 
dans  la  colonne  R  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  N 
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par  48,  et  dans  la  colonne  n  le  nombre  maximum  de 
bicarrés  dont  se  compose  N. 


6,   12,  i8,  3o,  36; 

3,     4.     7.   i3,  i5,  19,  21,  27,  28,  3i,  34,   '^7.   ^9,  4^>; 

0,  2,     5,     8,   i4,   16,  20,  a3,  24,  29,  3-2,  35,  38,  4^»  44»  47» 

1,  9,   17,  25,  33,  4i,  45; 

10,  26,  42; 

11,  27,  43. 

Donc  un  nojnhre  entier  quelconque  est  la  somme  de 
quarante  et  un  bicarrés,  au  plus. 

On  observera  que  la  démonstration  précédente  suppose 
le  théorème  vérifié  jusqu'à  N  =  2.3*5  ''  ^'^^  facile  de  le 
constater  sur  les  Tables  arithmétiques  de  Reusclile. 


THEORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.   II.   LAURENT. 

[SUITK  (*).] 


TBANSFORM.VTION    DU    DEUXIÈME    DEGRé. 

Nous  n'avons  pas  à  parler  de  la  transformation  du 
premier  degré;  on  a  vu  que  non-seulement  elle  réussis- 
sait loujours,  mais  encore  qu'elle  servait  à  la  réduction 
à  la  forme  canonique. 

Si  l'on  veut  opérer  la  transformation  du  second  degré, 
deux  des  facteurs  V  —  aU,  V  —  |3U,   ...    devront  être 

(*)  Noiii.-cUes  Annales,  .>'=  sérii»,  l.  WII,  p.  3S5. 
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des  carrés  parfaits;  on  devra  donc  poser 

U  —  y.  V  =  (  mj  -+-  m'  )-,     U  —  p  V  :^  (  nj  -t-  «'  )' 

On  en  conclut 

U  —  aV  _  [mj  -h  m')' 
TJ  —  ^V  ~  [nr-+-  fi'  f  ' 

ou  bien,  en  observant  que  -  =  x^ 

x  —  a        [my  -\-  m']- 


X  —  p         yny  -t-  z^'  j^ 

On  pourra  ensuite  déterminer  m^  m' ^  n,  ii!  de  manière 
à  donner  à  la  nouvelle  intégrale  la  forme  canonique, 
mais  nous  n'effectuerons  pas  le  calcul  en  disant  toute- 
fois qu'il  existe  deux  solutions  à  la  question. 


MÉTHODE    d'aBEL. 

Supposons  que  Ton  désire  calculer  toutes  les  valeurs 
de  >  rationnelles  par  rapport  à  x,  et  telles  que 


{^-r-) 

(i  — /-Vi 

!■-)               [\~X'\ 

fi  _  k-'x-') 

Si  l'on  pose 

P 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  entières  de  degré  ]x^  à 
chaque  valeur  de  7  correspondront  \j.  valeurs  de  a:,  et  si 
l'on  désigne  par  X\  et  jCo  deux  d'entre  elles,  on  auia 

dx^  zt  dx2 


y/l'l  —  x\][\  —  kx\)         sl[\  —  x,)2(i  —  Z-'jr*  ) 
Si  l'on   égale   à   du  les  deux  mombr(;s  de  la  formule 
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précédenle,  ou  aura,  si  l'on  veut, 

X,  =  snu, 

OTj  =::  sn  (  a  dz  M  ) , 

a  désignant  une  constante;  on  peut  se  borner  à  con- 
sidérer lé  signe  H-,  car  sn  (7.  —  u)  =  sn(  2K  -h  u  —  a) 
et  2K  —  a  est  une  constante.   Ainsi,  Tune  des  racines 

de  1  équation  j  =  -  étant  représentée  par  sna,  les  autres 

P 

seront  de  la  forme  sn(«  +  a).  Si  donc  on  pose  -  =  '^{x)., 

on  aura 

identiquement,  et,  comme  on  a  aussi  y  =  '|(snu  H-  a  ), 
il  faut  en  conclure 

ip  f  sn  K  )  zi=  •>{*  (  sn  K  +  a  )  =  ^l^  (  sn  K  -+-  2  y.  ) .  .  .  ; 

par  suite,  les  racines  de  7  =  ^  (x)  sont 


sn  M ,      snu  -\~  y.,      sn  M  -T-  2  a ,      su  «  4-  3  a ,      .  •  .  ; 

mais  les  racines  de  l'équation  en  question  sont  en 
nombre  limité  au  plus  égal  à  ^  :  il  est  facile  d'en  con- 
clure que  les  y.  valeurs  de  x  se  décomposent  en  cycles 

sn  M  j     sn  (tt  —  a ) ,      .  .  .  ,      sn[u  -h  n  —  i  « ) , 
snit',     snf/f'-i-a),       ...,      sn(  u' -î- n —  la). 


n  désignant  un  sous-multiple  de  ^x.  Si  fx  est  un  nombre 
premier,  les  cycles  se  réduiront  à  un  seul.  ISous  exa- 
minerons eu  particulier  le  cas  où  [x.  est  un  nombre  pre- 
mier impair.  Les  solutions  de  r  =  ^(•^)  sont  alors 


[u  -r  a 


sn  // ,      sn  [U  -+-  y.  ; ,      •  •  ■  ,      su  [u  -t-  i^-  —  «  2t  ;  ; 
mais,  sn(«  H-f/.a)  étant  égal  à  sn //,  il  faut  (jue  y.y.  soit 
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une  période  5  donc 

a=:  -  (4K/?J  4-  sK'/iv'—  ï  )• 

Mais  l'équation  j' =  ^(.r)  est  de  la  forme 

(A^  —  B.^j) j::^  -4-  ...  -h  Ap  —  Bo/  =  o; 
on  en  déduit,  pour  le  produit  des  racines, 

x,x,...x^=±:- --, 

A;,  —  B,,r 

et  pour  7  une  expression  de  la  forme 

a'  -+-  a.r,x.j  .  .    x,^ 
b'  -i-  b.i\Xi  .  .  .  x,_ 

On  peut  simplifier  celte  expression  ;  011  a  en  efTet 

.r,-      =  sn  (  //  -f-  '  —  la), 

x.^^i  =  sn  f  «  H-  y-x  —  /  —  1  a  j  1=:  sn  (  «  —  i  —  1  a  ) , 

car  [j-ct.  est  une  période,  et,  en  faisant  usage  d'une  for- 
mule connue, 

sn'a  —  sn'(/  —  Tia 


x,x.^_i  — 


1  —  XSn^  «sn'(/  —  I  )  a 
on  a  donc 


sn//  (sn'«  —  sn'a 
.r,  .Tj...  .f ,  = 


)(sn^K  —  sn'?.a) . . .  (sn^K  —  sn- ' a 


(  I  —  /.  'sn  «  sn  a  )  . .  .     I  —  /  -  sn  «  sn y.  1 

V  2       y 

Le  produit  X\X^_.  .  .x,_  est  ainsi   exprimé  à  l'aide  de  la 
seule  racine  .r,  ■^-  snu.  Alors/  prend  la  forme 

a'  ->!-  naixx] 


b'  -\-bfo\ 
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TRÀASFORMATIOIV    DE    LAKDEN. 


Considérons  un  demi-cercle  tracé  sur  AB=2R 
comme  diamètre  :  soient  O  son  centre,  P  nn  point  fixe 
pris  sur  AB,  iM  un  point  varial^le  de  la  circonférence, 
soient  OP  =  a,  MPO  =  ^,  MAO  =  o.  Supposons  que  le 


point  M  se  déplace  infiniment  peu  et  posons  MM'  =  ds, 

nous  aurons 

,    ,  dv        sinM'PM 


Mt»        sinPM'M 


Or 


ds  =  iRdtf,     M  P  =  V  _R'  4-  «'  +  2  «  R  ces  2  <p.     M' PM  =:  d-^, 

et  MM'P  est  égal  à  -  plus  l'angle  que  OM  fait  avec  MP 
ouPMO;  (i)  devient  alors 

,     ,  2Rf/ïï)  d-l> 

[  2  )  —  =: • 

S/ R.'-^  a'  -^2  a  a  cos  2 <f         *^os PMO 

Si  l'on  observe  alors  que 

R a 

sin-i}/       siiiPiMO 


OU 


RsinPMO  =  rtsinl/, 
R=  ces' PMO  =  R=  —  rt'sin^l, 
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la  formule  (2)  deviendra 

2  d^  d-^ 


V/  R'  -H  rt-  ~  2  a  R  cos  2  o        \j  R2  —  a"  sin' 

ou  bien 

2  c?'^  d^ 


V/(R  -4-a,2_  4rtRsin=a.       y/R' —  «- sin=^j> 
ou  enfin 

2R  ^<p  _  d'h 

Posons 


/              4«R       .                             a^    . 
1/  1  —  — ^  sin'q)        \/  I sin'^!/ 


(3)  J    ^"^     ^/l-,     -  =/t,, 

et  nous  aurons 

2  R  dtsj  d-^ 


(4) 


Le  triangle  PMO  donne  d'ailleurs 

a  __  sin (  2 (p  —  -h) 

R  ~    '  ~ 
d'où 

ou  bien 

(5) 

d'ailleurs  les  équations  (3)  donnent 

et  la  formule  (4)  devient 


R sin-> 

I 

—  h^       sin-ji  —  sin(2(p- 

-4'! 

I 

-i- A-,       sin  ■>}< -F  sin  (  2  (}) - 
I  —  A,        tang  (1]/—  (p) 

-^: 

'o     1  +  '^"'  \/i  —  Â^sin'o)       Jo    \/i  —  A?  sin' 
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Voici  comment  on  fera  usage  de  ces  formules   :   sup- 
posons que  l'on  veuille  calculer 


S 


d^ 


y/i  — XJsin'^ 


on  calculera  à  l'aide  de  (6)  un  nouveau  module  A.  et  à 
l'aide  de  la  substitution  (5)  (que  l'on  n'aura  pas  besoin 
d'elfectuer  réellement  si  l'on  n'a  pas  besoin  de  faire  un 
calcul  numérique),  on  convertira  l'intégrale  proposée 
en  une  autre  de  module  A,  donné  par  la  formule  (6).  Il 
est  facile  de  prouver  que  A<;/>i-,  en  répétant  alors  la 
substitution,  on  peut  ainsi  obtenir  ce  que  l'on  appelle 
une  échelle  de  modules  de  plus  en  plus  voisins  de  un  5 
on  pourra  donc  développer  l'intégrale  suivant  les  puis- 
sances de  I  —  A,  et  l'on  aura  une  série  très-convergente. 
Je  dis,  en  ellet,  que  A  <^  A"i  :  c'est  ce  que  prouve  la 

formule  (6),   car  la  moyenne  arithmétique î  de  i 

et  A"i  est  moindre  que  leur  moyenne  géométrique  \Jki  : 
ainsiA<^i-,  donc  ou  finira  par  rendre /c<Ii.  Suppo- 
sons déjà  hi  <^  I,  on  a 

donc  r^Sp^^^^'i   ^^"si  /r^A^,,  mais  A' <^  i  : 

donc,  etc. 

On  peut  donc  aussi  se  donner  A"  et  calculer  Aj  5  si  alors 
A"  est  moindre  que  l'unité,  on  aura  A,  <c;A",  et  l'on  ob- 
tiendra des  modules  tendant  vers  zéroj  quand  k  sera 
très-pelit,  l'intégrale  elliptique  développée  suivant  les 
puissances  de  A"  sera  rapidement  convergente. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  pose 

A  =  sin9, 
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on  aura 

,0 
/,  =  t;in£,'-  -, 

tang(i]>  —  ?;  =  cosô  tang^, 
ce  qui  simplifie  le  calcul  logariiliniique. 

Sun    LES    APPLICATIONS    DES    THÉORIES    PRÉCÉDEJSTES. 

Nous  avons  vu  {[ue  toute  intégrale  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  d'un  radical  tel  que 


\/«ur'  -\-  bx^  -\-  cx^  -i-  dx  -t-  e 


se  ramenait  à  trois  types  simples  ne  renfermant  plus 
que  le  radical 

^A [i  -h  nix'^j[i  -+-  m'x^ ) . 

Ce  radical,  dans  lequel  A,  /«,  ?u'  peuvent  être  supposés 
réels,  comme  on  l'a  vu,  si  a,  Z>,  c,  rl^  a  le  sont  eux- 
mêmes,  peut  se  ramener  au  suivant  : 


.3   ^J  1 


s,l[i-x-)[y-k-^ 
en  faisant  sortir  A  de  dessous  le  ladical  et  en  posant 

mx-  =  —  z"  et ^=  A'  ;  mais  alors  A:  n  est  pas  neces- 

m  '■ 

sairemenl  réel.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer 
que  Ton  peut  toujours  supposer  k  réel  et  compiis  entre 
zéro  et  i,  ce  qui  simplitlera  évidemment  la  construction 
des  Tables  des  fonctions  elliptiques. 

D'aboi'd,  on  peut  toujours  supposer  A  =  zh  i  en  fai- 
sant sortir  sa  valeur  absolue  de  dessous  le  radical  ;  enlln, 
on  peut  supposer  77z  =  ±  i ,  en  posant  X\Jin=.  s,  si  ui 
est  positif,  et  x\j — ///=  2,  si  :;  est  négalii".  Ainsi  nous 
pourrons  toujours  supposeï-  //.'  =rr  ±  i  el  m'  =:^  =h/.".  Cela 


(  ^45  ) 
posé,  on  a  vu  et  l'on  vérifie  très-facilement  que,  en  po- 
sant A"  =  i  —  A% 


'i)     Si     z  ==  sn^:, 

'2)  3r= 


dnar, 


I 

ÛllX 


inx. 


I 

Z  =  ; 

tnoT 


en  a:, 


I 

a  = ; 


dx 

\/{^--'){ 

I  — 

*-■) 

» 

dz 

dx 

-^-s^/j-j 

'(■ 

I 

=•)• 

dz 

'dx~~ 

dz 

-/•'Y/-(x- 

-z'] 

'(- 

H 

dz 

-      S/~[i-z 

')[' 

i  — /[' 

ï  -'2 

-       /> 

dic~ 

\/[i  +  z-^n 

I  4- 

-  A"z' 

). 

dz 

dx  ~~ 

-  /'v/fi+z^ 

'{'^V' 

.'j. 

dz 

dx 

-ry/,.-z^ 

;^-j. 

ê=   V" '-'''i'"'ï'"j' 


Dans  ces  formules,  on  peut  constater  que  le  radical  est 
partout  de  la  forme 

et  que  l'on  y  rencontre  toutes  les  combinaisons  possibles 
des  signes  avec  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de 
A|,  en  supposant  A-<Ci,  trois  combinaisons  exceptées,  à 
savoir 


\/'—[i-i-  z-j  ^ i  H-  /;•  ;  i^  I,      ^-srz[i-hz-;  .1  —  /■;='); 

mais  la  première  est  impossible   si  le  radical  doit  être 
réel,  et  les  deux  autres  rentrent  dans  les  formes  (7)  et 

Jnn.  de  Miilhémat..  i^série,  t.  XVII.  (Décembre  1878.)  35 
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A- 


(8)  par  le  changement  de  --,  z  en  z  ou  de  —  z  en  2.  Nous 


n'en  parlerons  donc  pas. 

Il  résulte  de  là  que  toutes  les  équations  de  la  forme 


dz  , ; 

dx  ^  '  ' 

s'intégreront  par  les  fonctions  elliptiques,  et  que  toute 
intégrale  de  la  forme 

fF[z,  ^dz  .1  -h  mz^     I  -^'«'z^jjo'c 

se  ramènera  à  la  forme 

où  l'on  aura 

Montrons  sur  un  exemple  la  marche  à  suivre  pour 
opérer  cette  réduction.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'in- 
tégrale 

_  r  ^2 


/r:z')' 


en  posant  Âj  z  =  î;^,  on  aura 


I     r cK 


(■-^^''j 


i  —  V     I  -4-  --  V 


On  posera  [voir  formule  (7)] 


k:        I  —  h' 


d'où 


1  +  A 


■  ;<-, 


el  J  on  aura 
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rn.-l 


^ 


On  en  conclut  que  "(^  est  égal  à  en  ( u  -\-  const.  ] ,  et 

par  suite  que 


/!'•-• 


V'  I  —  C'^  ^=  sn  ( 7~  "  ~*~  const. 

Si  donc  on  pose 

z  sera  le  sinus  amplitude  d'un  multiple  de  m,  et  l'inté- 
grale u  sera  ramenée  à  la  forme  voulue 


^"./  v'd- 


dz 


La  méthode  de  réduction  que  nous  venons  d'indiquer 
a,  sur  celles  que  l'on  enseigne,  l'avantage  d'être  purement 
analytique;  elle  se  retrouve  facilement:  si  l'on  n'indique 
pas  la  marche  qui  conduit  aux  substitutions  à  effectuer, 
on  peut  hésiter  longtemps  avant  de  les  retrouver.  D'ail- 
leurs, notre  méthode  a  l'avantage  de  donner  immédiate- 
ment z  exprimé  en  fonction  de  ii  au  moyen  des  fonctions 
sn,  en,  dn. 

Voici  d'ailleurs  les  substitutions  à  etïectuer  dans  les 
différents  cas  pour  réduire  l'intégrale 

/F[,r,  V^A^i  -h  tu x^ j  [i  -\-  m' x' i\  dx 
à  la  forme 

ff[z,  sJïi-z'iyi-h'^\  1  dz     ou     X  <  I , 

d'après  MM.  Rriot  et  Bouquet,  i"^*"  édition,  p.  194. 

35. 
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i"  A  positif,  ///  =  —  /i%  m'  —  —  //%  //  ;;>  h',  on  pose 


2"  A  positif,  m  =  —  h',  ivJ  =;  //% 


Ax  =  V  1  —  2-. 
3°  A  positif,  m^=h^^  m'=  A'-,  A  ^  A  . 

z 


hx 


4*^  A  négatif,  m  =  —  /i^,  /?z'=  /i'-, 

1 


V  I  -  3= 
5"  A  négatif,  m—  —  h^^  m'  =  —  h'\  h  >  h!. 


Quand  on  a  ramené  le  radical  à  la  forme  voulue,  il 
reste  encore  à  calculer  les  quantités  que  l'on  a  désignées 
par  K  et  K'  et  dont  dépendent  les  périodes.  A  cet  effet, 

_  K  ' 

on  calcule  d'abord  la  quantité  q  =  e      "^  ;  on  part  pour 
cela  de  la  formule 

(inx  =  \j  k   — ^' 

©  107) 

Si  l'on  fait  j:  =:^  o,  on  a 

©(0)  I  —  iq  -\-  iq'  —  29'  — . 


//.'  = 


&x\Oj  I  -f-  2  y  -f-  2  ^  '  -r-  :2  ry  '  -t-  .  .  . 

On  pourra  résoudre  cette  équation  par  la  méthode  du 
retour  des  suites.  Quand  on  connaît  «7,  K  se  calcule  fa- 
cilement, et,  en  effet,  on  a 

snx         I     H  (.r) 


(  U9  ) 
et,  pour  X  =:^  Oy 

—    I    ir  o) 

En  faisant,  dans  l'expression  de  snx,  j:  =:  K,  snx  de- 
vient égal  à  1 ,  et  l'on  a 

I   H  Kl 

donc 

H'^o^0(K) 


I 


H(K)0(o) 


Remplaçons  H'(o)  =  lim  ^  pour  x  =  o,  0(K),  H(K) 

et   0(o)  par   leurs  développements   en   produits,  nous 
aurons 

ou 


Ak 


(I  — 7)(i  — <?').. .(i-f- 7^)(i  +  <7\;--- 

=  (ï+-7'^)('+?')1i+yt--(i-'7^)('-?^)('-'?^---- 

C'est  précisément  la  valeur  de  ©i  (o). 
On  a  donc  finalement 

i  /  —  0,(Oj  =  I  +  2^  +  2q*  H-  2Ç«  —  .  •  ., 

d'où  l'on  conclut  K. 

Mais  il  est  clair  que  l'on  pourra  aussi  calculer  R  et  K' 
par  les  formules 


^[l  —  x'][l  —  k^X-')  Jo     v^(i  — .r'i(i  — X-'';c: 
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en  les  développant  en  série.  Si  k  est  voisin  de  l'unité,  K 
sera  donné  par  une  série  peu  convergente^  mais  K'  sera 
alors  donné  par  une  série  très-convergente.  Pour  aug- 
menter la  convergence  des  séries,  on  pourra  employer 
la  transformation  de  Landeu. 

Le  développement  en  série  de  K,  par  exemple,  se  fera 
comme  il  suit  : 

dx 


[ 


o     \{i  —  x')  (i  —  Px'') 


REMARQUE. 

Les  formules  (i),  (2),  .  .  .,  (8)  du  paragraphe  précé- 
dent conduisent  à  des  formules  curieuses  que  l'on  peut 
rapprocher  des  formules  élémentaires 

COS.r  = ,       sm.r  = . 


2  1\l—l 

Conside'rons,  par  exemple,  la  formule  (5)  \  on  en  tire 


Or  z,  étant  la  tangente  amplitude  de  a:,  s'annule  avec  x  : 
on  doit  donc  prendre  pour  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale zéro;  mais  alors  on  a 

V  —  12  =  sn(Z-',  X  \i  —  I J, 


ou  bien 


tn  [k,  .r   = sn  (/', .?;  V  —  i  ) , 

V-i 


(  ^5i  ) 

ou  encore 

sn(X-,  .r) 


=  — ::==  sn  (  A',  x\i  —  I  y  < 


V'i  —  sn^(/-,  x)        sj —  I 

Il  est  clair  que  l'on  pourrait  obtenir  ainsi  une  infinité 
de  formules  du  même  genre,  mais  qui  seront  plus  cu- 
rieuses qu'utiles. 

RÉSUMÉ    DES    PRINCIPALES    FORMULES    ELLIPTIQUES. 
__  K' 

(/  =  e     ' '\ 

,    .                               7r.r                        27rjc                        3t:x 
0    [x]=zï  —  2Ç  ces— h  2<7'COS— 2  7*COS  — h  .  .  .  , 

K  K.  Jx 

nx                        Q.7TX                       Sîra: 
0,  [x]  =:l  -h  2qC0S  -—  H-  7.q*  ^'^^~^ ^  29'*C0S— .  .  ., 


rrx  \    .     37r.r  -^    .     5 


Tra; 


H  U   =2g' sin  — -  —  27' sin— —  H- 27  *  sm 
^   '  ^  2K  2K  2K 

-  Tzx  4         3rj:  ^         5irx 

H,   .r)  ri3  2  7  *  COS  -— -  +  2  (7  *  COS  -  ^^-   -f-  2  7  *    COS — 

^    '  '■  2  Iv  2  K  2  Iv 

c  =  (i-7^)(i-7^)(i-7«)..., 

(TT.r  \     /  "KX  \ 

1  —  27  ces--  -I-7M  (1  —  27' COS—  +7")  •  •■ 


■EX  \     1  ,  "T^X 


®,[x]—c\  t -1-27  ces—  -r-7M  I  I-^-27^COS—  -t-7' 

~     .       ■rX    (  TT.r  \      /  TTX 

H(.r)  =:2C7'  sin-j-  (  1  —  27'cos— -  M-  7M  (  i  —  27*005—  -J-  7' 

1  TT.r    /  TCX  \      /  TT.r 

H,(x)  =  2C7'cos—  (1-1-27' ces—  -f-7M   (n- 27*005—  -^-7' 

©(— j)=       ©(a:),  0,(— x)  =0,  (.r), 

H(_^).^-H(^),  H,(-x}  =  H,(a:), 

0  (a:  -(-  K^  -:^-        0,  (:c),  0  (ar  —  K)  =       0,  [x], 

0,  (a;  -^  k:  ::n:_        0  [x] ,  0,  (x  —  K)  =        0   {x), 

B{x-^K)=       ïi,[x],  H(.r  — K;,  =  -B,(x), 

H,  (a:  -I-  K)  =  --  H  U),  H,(i-  -  K^  :=       H  [x], 
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e  [x  -+-  2K.J  ---     ©  (x), 

©,  [x  -\-  2K1  ~       ©,  (xj, 
H(xH-  2Kj=—  H(jr), 
H,(j^  +  2K)=  — H,(a;). 
Si  l'on  fait 

e       ïi  ^       =A     et     e      ^J^  =B, 

on  a 

0  {x  H-  2K'  v'^)  =  —  A  ©  (x),      0  (x  +  K'  v^)  =  ^^BH  (x) 
0,(x  +  2K'v/^)=      A0,(x),     0,  (.r-;-KV— 'î')  =  BH,(x), 
H  (x  -h  2K'v/^^)  =—  AH  [x],     H  (jT  +  KV^J  =  v/—^B©(x) 
H,(x-^2K'v/^)=      AH,(x),     H,(x  +  K'v/^)  =  B0,(x). 
0  (or)  s'annule  pour     x  =:  2  /K  +  (  2y  -1-  i  )  K'  V  —  1  » 
0,  (x)  »  x=  (2i  H- i)K-t- (27 -m)K' y/— I, 

H  (j:)  "  X  ^  2  ? R  +  2yK'  y/—  i , 

H,(j:)  »  x  =  (2/ +  i)K  + 27K' v'— I. 

f        dx-  ,    r'        '^^ 

K=         ,     R'=  > 


A-'=vi  — A-% 

i     B(x]  l'V  H,W         ,  ,770.  M 

snx —  ~^  ^ — r^'      cnx=t/— -■ — -^>      dn^  =  t/A' — — r' 

snx  s'annule  pour     xs^o     et     2K, 
en  a;  »  o^^K,     — K, 

àïxx  »  xssszhK  H-K' V  —  1, 

Périodes  de  sno:  =  4K.>     2iK'y  —  i, 

a  cnx=4l^>     2K'\/— 1  +  2K, 

M  dnx  =  2K,     2K'y  —  i. 

Infinis  des  trois  fonctions  ss=  K' y' — i,     2K  -i   K' y  —  i. 
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en  («  zn  6) 
dnfa  zh  b] 


(  554  ) 

snfi  en  i  dn^  zt  sn  6  cna  àna 

I  —  /^sn'a  sn^ô 
en  /7  en  Z»  zp:  sn  «  sn  Z>  dn  a  dnb 

i  —  A^sn^a  sn'b 
dnrt  (In  b  qz  /.'sno  sn  è  cna  rn  6 


X^ 


/■'sn'arr/^  =  ex 


i  —  /^sn^asn'6 

@'(x) 


e[x) 


=  Z[x), 


1 


q  —  ^q'^^q' 

("■^  X'sna  cna  dn<7  sn^,r 


X^sn-a  sn-x 


cix 


n  [x,  a] 

•^  — H 

0   a 


1  ,       0  Ur 
-loc  — ^— 

2  **  @[x  -^  a 


«) 


THÉORÈME  DE  PONCELET. 


Voici  encore  une  interprélaiion  très-curieuse  du  théo- 
rème qui  vient  de  nous  occuper  :  considérons  deux 
cercles  intérieurs  l'un  à   l'autre;   soient  R   et  /'  leurs 


rayons  et  PQ,  P'Q'  deux   tangentes  infiniment  voisines 
menées  au  cercle  de  rayon  /••,  soit  OO'la  ligne  des  centres 


arc  AP  —  2ç>Pv,     arc  AQ   -  2-^R. 


(  555  ) 

On  aura 

PP'  _  r/cp 

mais  les  triangles  semblables  PP'M,  QQ'M  donnent 

PP'  _  MP  _  _M 

00'  ~  MO'  ~  MO  ' 

ainsi 

dtf  _  MP 

^  ""  MO  ' 

or,  à  la  limite,  le  point  M  vient  sur  le  cercle  /■  au  point 

de  contact  de  PQ,  et  l'on  a 

MP'=  OT'  —  /^  =  IV'  +  a'  —  r'-  -h-  -îRa  cosaf, 

MQ'=  Ô^'  —  r^  =  R=  -r- «-—/='— -2  Ra  COS2  ^J;  = 

on  a  donc 

(Itf  /  R^  +  «î  —  r^  -\-  2.a  Rcos  2  v 

d^        y     R2  +  «^  —  /-  -h  2«Ri-os2i]^ 


V 


(R  +  </)-  —  /•'  —  2«Ksin2 


R  -i-  «  )*  —  A^ —  2  a  R  sin^  i}" 
Si  l'on  fait 

2rtR 

(R  ^-rtj^  —  r' 
on  a  l'équation  connue 

dtf  d"^ 


y/i  —  X^sin^ç        y/i  —  X-'-'sin^i}* 

d'où  l'on  peut  conclure  une  construction  géométrique 
de  son  intégrale.  Mais  on  peut  en  déduire  un  résultai 
nouveau. 

L'équation  précédente  devient,  en  intégrant. 


/       r'' ^f-^? ^    r'^        ^? 

i 

i  Z»/'  dt/. 


(  556  ) 
et  ^  est  la  valeui^  de  •]>  pour  <f  =zz  o.  On  voit  que  f/  ne  dé- 
pend ni  de  cp  ni  de  tp;  si  donc,   à   partir  du  pointe^,  on 
mène  une  seconde  tangente  QR  au  cercle  intérieur,  et 


si  l'on  pose  AR  =  "^x^  ^^^  ^^'''^  encore,  en  posant 

I— /.-^sin^ç^  <î>,      1  — /'sin=-}=:T,     ...,      i  — A-^sin'p.  =  M, 

^    ^  Jo      V'M^    '    Jo     VX        Jo     VM' 

en  menant  par  R  une  nouvelle  tangente  RS,  on  aurait 
entre  l'arc  20  =  AS  et  l'arc  2/^  une  relation  analogue: 

les  intégrales    /  '  — bs    /    — |,  ...  forment  donc  une  pro- 

Jo     V'*     Jo    V^' 

r."-  du. 

gression  arithmétique  dont   la    raison  est   /      — ^-. 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  fermé  et  que 
le  point  T  coïncide  avec  A,  le  dernier  des  arcs  o,  (|/,  Xv 
sera  de  la  forme  o  H-  2  ai  tt.  Eu  ajoutant  alors  les  formules, 
telles  que  (2)  et  (3),  on  a 


Jr'-T' ch  /'?-î-«îrrf«p  rp-    du. 

o     V^    ■  Jo  V^^'^Jo      V'M 


J'^tp  -i-n-             do  (*!'■  dv. 
! =:  m   I  ' 
s/i—/iHm'o          J^     v^i— /-^sin^a 


(  557  ; 
donc  le  premier  membre  de  celle  formule  ne  dépend  pas 
de  05  ;  donc  : 

S^il  existe  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  existera  une  inji/iite 
de  poly  gones  de  m  côtés  jouissant  de  la  même  propriété . 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif  et  s'applique 
aux  coniques  :  il  a  été  découvert  par  Poncelet  :  la  dé- 
monstration précédente  est  de  Jacobi. 


SOLl]TIOI\S  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  IVOIVELLES  ANMLES. 


Question  1262 

(Toir  ?.'  série,  t.  XVIf,  p.  ?.39); 

Par   m.    MORET-BLANC. 

L/n  point  F  est  donné  par  ses  coordonnées  cf.,  j3  re- 
lativement à  deux  axes  OX,  OY,  comprenant  entre 
eux  un  angle  B  :  on  demande  de  trouver  l'équation  de 
V hyperbole  qui  passe  par  l'origine  O,  qui  a  le  point  F 
pour  un  de  ses  foj  ers,  et  dont  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles aux  axes  OX  et  OY. 

Quatre  hyperboles  répondent  à  la  question.  L'équa- 
tion de  chacune  d'elles  étant  de  la  forme 

xj  -—  px  —  qy  --0, 

il  s'agit  de   trouver  les  quatre  couples   de  valeurs   de 
p  et  q^  exprimées  en  fonction  des  données  tx^  ^  et  9, 

(  BoiLLEAU.  ) 

L'équation  générale  des  hyperboles  passant  par  l'ori- 
gine et  ayant  leurs  asymptotes  parallèles  aux  axes  OX, 


(  558   i 
OYest 

(  I  )  xy  —p.r  —  qy  =  o.  _ 

Les  coordonnées  du  centre  sont  x  =  q  ,j'  =  p. 

Le  foyer  donné  devant  se  trouver  sur  la  bissectrice  de 
l'un  des  angles  des  asymptotes,  ses  coordonnées  doivent 
vérifier  l'une  des  équations 

y  —p^X  —  q       ou      y  —p—  —  {x—q)^ 

c'est-à-dire  satisfaire  à  l'une  des  relations 

(2)  p-^q  =  p  —  y. 

(3)  /?  +  7=.!5^-a. 

En  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
au  centre  de  la  courbe,  son  équation  devient 

(4)  'x'y'=pq. 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  la 
courbe,  les  formules  de  transformation  sont 


.isin rcos—  jc  sin    - -f  ■  jj- cos 

2  1  .  ■?. 


5    y 


sinô  '  sinô 

et  l'équation  devient 

9  0 

f5)  ^'sin' r^cos--  =  w(7  sin'9. 

^    '  2  2 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer  : 

1°  Soit  pq  ^  o. 

On  a,  en  appelant  a^  et  b^  les  carrés  des  demi-axes. 

a' =  4/^9  ces' -5      w^  :=  4A"7Sin--') 
a"  -{-  h"^  =zc-  =^  4/^*7'      c^±7.  \J  pq . 


(  ^^'9  j 
Les  cooraonnëes  du  foyer  sont,  dans  le  système  (4), 


.      0 
sin-  — 
"^ c       ±  \Jpq 

sinô  9  e 

2  CCS  —  COS  — 

2  2 


et  l'on  a,  dans  le  système  primitif, 

cos- 
2°  Soii  pq  <;  G. 
On  a  alors,  a  étant  l'axe  transverse, 

g  A 

«'=  —  4/"7sin^ -,      ^/2  _  —  4/'7cos'-)      <•=  =  —  4^y, 


isl  —  pq> 


Les  coordonnées  du  foyer  sont,  dans  le  système  (4), 


ccos  — 


^  _      g ^^  —  P'7 

9    ~       .     y  ~  ~ 
2sm  — 

2 

et  l'on  a,  dans  le  système  primitif, 


sm9  .h  .0 

2sm—  sm - 

2  2 


;7)  p_^  =  _(a_^)==±^— ^, 


Les  valeurs   de  p  et  </  sont  déterminées  par   les   sys- 
tèmes (6)  et  (7). 

Le  système  (6)  donne 


—  {a.->r  Scos9  )  ±  \j Cf."  -+-  fi-  +  2aScos9 
p  =  -. ^ , 

2sin^- 
2 


(P  -^  acos9)  ±  \l a'  -+-  fJ'  H-  2a|icosÔ 


2sin^  — 
2 


(  56o  ) 

Les  valeurs  tirées  du  système  (  7)  se  déduisent  des  pré- 
cédentes en  changeant  les  signes  de  q  et  a.  On  a  donc 


(a  —  ScosS  I  dz  V  a'  +  S' —  22f8cos( 

P= T^ 

2  sm'  - 
2 


(P  —  acosô'  —  \J  OL-  +  jï-  —  2«jicosô 

^_  ^      _ 

2Sin^- 
2 

Les  valeurs  de  /!?  eX.  q  sont  faciles  à  construire  gra- 
phiquement: \J a.^  -^-  ^'^  -^-  2aj6cosÔ  =  OF  ;  a  H-  [3cosô  et 
,6  H-  acosô  sont  les  projections  orthogonales  de  OF  sur 
les  axes  de  coordonnées.  Les  valeurs  des  numérateurs 
du  second  système  se  construisent  aussi  facilement,  et 
l'on   sait  construire   les  quotients    des  demi-longueurs 

trouvées  par  sin"-» 
^  2 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  E.  Fauquembergue, 
maître  répétiteur  au  lycée  de.  Saint-Quentin  ;  G.  Lambiotte,  élève  de 
l'Ecole  polytechnique  de  Bruxelles;  Eugène  Delmas,  élève  du  lycée  de 
Lyon  et  J.  Chambon. 


Question  1269 

(voirz'  série,  t.  XVII,  p.  2^7)  ; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 

Une  droite  AB,  de  longueur  constante,  s' appuie  sur 
deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  :  lieu  du  point  M  de 
cette  droite,  tel  que  l'on  ait 

MA  AO  ~  MB .  BO.  (  Gambey.  ) 

Appelons  a:  et  j^  les  coordonnées  du  point  M:  cj-  l'angle 


(   56-1   ) 
13A0,  et  a  la  longueur  de  AB.  On  tloii  avoir 


MA         BO 

MB  =  Àô  =  '""^'^' 


ce  que  l'on  peut  écrire 


MA         MB 


sni(p        cosai        sin '^ -h  cosy 


mais  MA  =  -^ — ->  iMB  =  — ^— :  on  aura  donc 
SI  n  »  CCS  (f 


sin^c 


Ces  relations  suffiraient  pour  construire  le  lieu  cherché, 
puisque  les  coordonnées  x  et/  sont  exprimées  en  fonc- 
tions de  la  même  variable  ^\  mais  cherchons  l'équation 
de  la  courbe.  Les  deux  premiers  rapports  donnent 


sm-'«p       cos-'« 
d'où 


X 


l'équation  de  la  courbe  est  donc 

asI-T  ->r  y  , /    -  ,—  ,  

.T -\- y  z=z —:^ ~    ou     \-Ji:-^y\sx-\~sy} — "y 

v'x  +  \y 

et,  en  faisant  disparaître  les  radicaux. 

(l)  (■»•■•— /')'—  2rt'(ar  -f-j>-)2-t-a<  =  o. 

Cette  équation  se  sinq^lifie,   en  prenant  pour  axes  de 
l'oordonnées  les  bissectrices  de   l'angle  XOY.  Les   for- 

Anit.  (le  yat/tém.,  ?>' série,  t.  XVII.  (I)éroml)rr  iSyS.)  3() 


mules  de  iransformalion  sont,  en  etï'et,  dans  ce  cas, 


et  l'équation  devient 


X  ' y  '  —  fl'.r  -'  H Tzzz  o, 

4 


d\ 


;v/' 


La  courbe  est  symétrique,  par  rapport  aux  nouveaux 
axes  OX',  OY'.  On  ne  peut  faire  varier  x'  que  de  —  00 

a et  de  --i —  a  -f-  :o  . 

1  ■?. 

Pour  x'  —-  it  00  ,  on  a  )'  =  =b  a;  la  courbe  est  donc 

asymptote  à  ces  deux  droites  parallèles  à  OX'.  La  courbe 

se   compose  de   deux   brandies  infinies,  concaves  vers 

l'axe  OX';  de  plus,  elle  est  tangente  aux  anciens  axes  à 

une  distance  de  l'origine  égale  à  a  ;  ce  qu'il  est  facile  de 

vérifier  en  faisant  successivement  x  et  j  égaux  à  zéro 

dans  l'équation  (1). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  !\ni.  Lez;  Moret-Blanc; 
Ferdinando  Pisani;  Sondât;  J.  Chambon  ;  Albert  Lacazette  ,  élève  du 
Ivcée  de  Bordeaux  et  Vladimir  Hablié. 


RECTIFICATION. 


jNous  avons  reçu  trop  tard  pour  les  mentionner  à  leur 
place  :  une  solution  de  la  question  1263  par  M.  Vladimir 
Habbé  5  quatre  solutions  de  la  question  11286  par  MM.  G. 
Kœnigs,  Lez,  Lacazette  et  Salomon  Sirimban,  élève  de 


1 


(  563  ) 
TEcole  polytechnique  de  Kiga-,  une  s(jluiion  analytique 
et  géométrique  de  la  même  question  par  M.  Droz;  trois 
solutions  de  la  question  1290  par  MM.  Gainbcy,  Lez  et 
Slrimban;  enfin  une  solution  de  la  question  l!292  par 
M.  MeyI. 


Ol!EST10\S. 


1307.  On  donne  la  dislaîice  dos  centres  et  les  i-ayons 
de  deux  circonférences  C  et  C  intérieures  l'une  à  l'autie. 
Une  droite  AB,  de  longueur  constante,  se  déplace  de 
manière  que  ses  extrémités  A  et  B  restent  respective- 
ment sur  G  et  sur  C  :  on  demande  l'expression  de  la 
surface  comprise  entre  une  position  initiale  et  une  po- 
sition finale  de  la  droite  AB  et  les  deux  circonférences. 
En  déduiie  la  position  initiale  de  la  droite  AB  pour  que 
l'aire  coriespondant  à  un  déplacement  de  120  degrés 
sur  la  circonférence  intérieure  soit  maximum. 

(L.    V  A^DE^'PEEI^EBOOM,) 

4308.  Soient  O  un  point  fixe  dans  un  plan,  INI  un  point 
qui  se  meut  dans  ce  plan,  MV  la  vitesse  à  un  instant 
quelconque,  MU  l'accélération.  Démontrer  que  l'aire  du 
triangle  OMU  mesuie  la  dérivée  de  l'aire  variable  du 
triangle  OMV  par  rapport  au  temps.  (Laisant.) 


ji). 
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